MATHEMATISCHE ANNALEN, 


IN VERBINDUNG MIT C. NEUMANN 


BEGRUNDET DURCH 


RUDOLF FRIEDRICH ALFRED CLEBSCH. 


Unter Mitwirkung der Herren 
Prof. P. Gorpan zu Erlangen, Prof. C. NEuMANN zu Leipzig, 
Prof. K. VoNDERMUALL zu Leipzig 
gegenwirtig herausgegeben 
vou 


Prof. Felix Klein und Prof. Adolph Mayer 


zu Gottingen. su Leipzig. 


XXIX. Band. 
(Mit drei Figurentafeln und einer lithographierten Tafel.) 





LEIPZIG, 
DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 
1887. 




















Inhalt des neunundzwanzigsten Bandes. 


(In alphabetischer Ordnung.) 


Affolter, in Ziirich. Ueber Gruppen gerader Linien auf Flichen héherer 
ee ee ee eee ee eee 
Bobek, in Prag. Ueber hyperelliptische Curven...........+.. 
Bochert, in Breslau. Ueber die Transitivitiitsgrenze der Substitutionen- 
gruppen, welche die alternirende ihres Grades nicht enthalten . . 
Brioschi, in Mailand. Ueber die Transformation der algebraischen Glei- 
chungen durch Covarianten. (Auszug aus einem Briefe an Hrn. Gordan 
eS ae oe ae ee ee ere eee a ee 
Capelli, in Neapel. Ueber die Zuriickfiihrung der Cayley’schen Operation Q 
auf gewdhnliche Polar-Operationen. . .. 1... 1. ee ee ee eee 
Caspary, in Berlin. Bemerkung zu den desmischen Tetraedern .... . 
Fricke, in Braunschweig. Die Congruenzgruppen der sechsten Stufé. (Mit 
SE ED oa. ba, 0 oe ae eee te RC RG Car 8a a eas 
Gordan, in Erlangen. Ueber biquadratische Gleichunmgen ........ 
Harnack, in Dresden. Ueber die mit Ecken behafteten Schwingungen ge- 
Ce ee eee ee ee er 
Hess, in Miinchen. Ueber das Gyroscop bei allgemeinster Wahl des zur 
Bewegung anregenden Momentankriftesystems. (Mit einer lithographirten 
UR 5 kas ot bo FSS Bee: ee ee el wen aera 6 ee one 
Kneser, in Breslau. Zur Theorie der algebraischen Functionen .... . 
Koppe, in Berlin, Ueber die in den Vielfachen eines Kettenbruchs ent- 
bektemen gutesten Garton. 06k 66h ee hee oe etre ee 0 
Képeke, in Ottensen. Ueber Differentiirbarkeit und Anschaulichkeit der 
stetigen Functionen. (Mit einer Figurentafel)............ 
Kraus, in Mainz. Die geometrische Deutung einer gewissen Invariante bei 
Poe ee ee eee oe 
Maisano, in Messina. Gleichung der Curve, welche die Beriihrungspunkte 
der doppelten Tangenten der allgemeinen Curve des fiinften Grades 
rr terres ur Yo ra ter oem ame ir 
Markoff, & St. Petersbourg. Sur l'équation différentielle de la série hyper- 
géométriqne. (Seconde note)... 2... cee ee tree ees 
Meyer, in Tiibingen. Ueber die mit der Erzeugung der Raumcurven 4. Ord- 
nung II. Species verkniipften algebraischen Processe......... 
Nekrassoff, in Moskau. Ueber trinomische Gleichungen ........ 
Netto, in Berlin. Ueber einen Algorithmus zur Auflésung numerischer 
eT GE on on ng 6 a we 8 he ks are 
—— Zur Theorie der iterirten Functionen . . . 1... 1 ewe ete es 


827 


331 


97 


318 


486 


500 


171 


187 


123 


234 


247 


447 
418 


IV Inhalt des neunundzwanzigsten Bandes. 


Noether, in Erlangen. Ueber die totalen algebraischen Differentialausdriicke 
Petersen, in Kopenhagen. Bemerkungen iiber den Beweis des Satzes von 
der Winkeleomme des Dreiecks .........:.25-- ma nae 
Pick, in Prag. Zur Theorie der Abel’schen Functionen ..... . 
Reyes y Présper, a Madrid. Sur la géométrie non-Euclidienne . 
Rohn, in Dresden. Die Flichen vierter Ordnung hinsichtlich ihrer Knoten- 
punkte und ihrer Gestaltung. (Mit einer Figurentafel). ....... 
Schénflies, in Gittingen. Ueber Gruppen von Bewegungen. (Zweite Ab- 
ND ae Rik sbi, Si cdueh ok Gal St hh aL a) OE tao we@) Con &- lm Ween 
Schréder, in Karlsruhe. Tafeln der dndeutig enskeinbasen Functionen 
zweier Variabeln auf den einfachsten Zahlengebieten. ; 
Staude, in Dorpat. Ueber eine Gattung doppelt reell periodischer Fune- 
ane SORE og, oo we Sew & oe sss oss ee! Ws 
Weiss, in Erlangen. Ueber einen Beweis der Zeuthen’ schon Verallgemeine- 
rung des Satzes von der Erhaltung des Geschlechts . 
Wiltheiss, in Halle. Ueber eine partielle Differentialgleichung der Theta- 
functionen zweier Argumente und tiber die Reihenentwicklung derselben 
Witting, in Dresden. Ueber Jacobi’sche Functionen kter Ordnung zweier 
DUS 06-6 6s Oe GORY eee ee ea 4 





Seite 
339 


239 


154 


81 


50 


299 


468 


272 


157 

















Ueber Gruppen gerader Linien auf Flachen héherer Ordnung. 


Von 





Fr. G. Arrourer in Ziirich. 





(Zweite Mittheilung.) 






Die Aufgabe, die wir uns in dieser Mittheilung zu lésen gestellt 
haben, ist: diejenigen Gruppen gerader Linien auf Fliaichen hoherer 
Ordnung zu bestimmen, die von der ersten Art sind und keine voll- 
stindige Degeneration bilden. 

Auch hier wie in der ersten Abhandlung (im 27. Annalenbande) 
beschiftigen wir uns noch nicht mit dem Nachweis der Existenz der 
Gruppen und der Bestimmung der zu ihnen gehdérenden Flichen, 
sondern bestimmen nur die Art der Gruppirungsformen der Geraden 
in den als méglich erscheinenden Gruppen. Ebenso werden wir auch 
hier nur auf die fundamentalen Higenschaften dieser Gruppen ein- 
treten, wihrend wir uns die Darstellung der weiteren Eigenschaften 
fiir eine folgende Mittheilung vorbehalten, um sie in einem zusammen- 
haingenden und umfassenden Ganzen zur Darstellung zu bringen. 

Zur Auffindung dieser Gruppen ist es noch nicht nothwendig von 
irgend einer speciellen Fliiche Gebrauch zu machen. Es ist daher auch 
noch nicht néthig auf die einzelnen Singularititen als: _,,Vielfache 
Punkte, vielfache Curven etc. der Flichen“ einzutreten. Das Auftreten 
solcher Singularitiiten hat keine neuen Gruppenbildungen zur Folge, 
sondern sie bedingen blos eine Modification in den Gruppenformen. 
Der Einfluss derartiger Singularitiiten ist somit nur von secundirer 
Bedeutung. 

In diesem Aufsatze beziehen wir uns auf die in der gleichnamigen 
ersten Abhandlung gegebenen Begriffe und Definitionen und halten 
sie in der Folge fest. 
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i. 
Einige Hiilfssitze. 


Nach der gegebenen Definition bedeutet die Gruppe Gio,» von 
Geraden / auf der Fliche F’, der n'*" Ordnung solche z, auf F, gelegene 
gerade Linien, die Z, mal zu je v in je einer Ebene £ liegen, 
und wobei von diesen Ebenen durch jede Gerade J je w, hindurchgehen. 
Von diesen Seiten 7 schneiden sich nie mehr als zwei in einer Ecke. 
Jede Ebene E, in der zwei Seiten 7 liegen, ist eine Ebene E der 
Gruppe und es befinden sich alsdann je v Seiten in derselben. Von 
den Ebenen F schneiden sich nie mehr als zwei in einer Kante K. 
Gehen mehr als zwei Ebenen E durch eine Gerade, dann gehen immer 
w, hindurch und die Gerade ist eine Seite 7 der Gruppe. 

a) Ueber den Werth von v lisst sich vorliufig nur angeben, dass 
er unter allen Umstiinden eine ganze positive Zahl und hichstens 
gleich » — 2 sein kann. Der kleinste Werth von v kann nur 1 sein. 
Ob v alle ganzen Zahlwerthe zwischen 1 und m — 2 annehmen kann 
oder nicht annehmen kann ist vorliufig noch nicht angebbar. 

b) Ueber den Werth w, wissen wir aus seiner Bedeutung, dass er 
nur einer ganzen positiven Zahl gleich sein kann und unter keinen 
Umstiinden kleiner als 1 sein darf. Es kann auch ohne Weiteres sein 
grésster méglicher Werth bestimmt werden. Zu dem Zwecke machen 
wir die Annahme, dass J’, keine vielfachen Punkte und Curven be- 
sitze, Treten solche auf, so lassen sich die eintretenden Modificationen 
leicht bestimmen und in Rechnung ziehen. 

Es besitze F’, eime Gerade 1, so gehen durch dieselbe (nm + 2) 
(n —- 2)? Tangentialebenen, die F’, ausserhalb 7 in je einem Punkte 
beriibren. Zerfallt nun die Restcurve C,_; des Schnittes von F, mit 
einer Tangentialebene in v — 1 Geraden und in eine Curve C,_, der 
n — v' Ordnung ohne Doppelpunkte, so zihlt eine solche Ebene E fiir 


(1) t=+(v — 1) (Qn — 0 —2) 


durch J hindurchgehende Tangentialebenen. Der grésste Werth von 
W, Oder Wmax ist somit gleich der ganzen Zahl des Bruches 


2(n + 2) (wn — 2)? 
(2) (—1)@Qn—v—2) 





In jeder solehen Ebene E liegen dann v Geraden und eine Rest- 
curve C,_, von der » — v'" Ordnung. Jede dieser Ebenen zahlt fiir 


(3) tno = a v(2n —-v-— 1) 


Tangentialebenen und fiir 
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(4) re 


dreifach beriihrende Tangentialebenen. 

Um fiir spiitere Betrachtungen die Uebersicht zu erleichtern und 
um dem Leser das Nachrechnen der Zahlenwerthe wax fir specielle 
Flaichen nicht zu hoher Ordnung zu ersparen, geben wir in nach- 
stehender Tabelle die Maximalwerthe von w, fiir alle Werthe von 
v =2 bis » — 2 und fir n= 4 bis 12. Ausserdem fiigen wir noch 
die Zahl der Geraden bei, die nach der Gleichung 


(5) &max = n(iln _ 24) 


auf der Fliche m‘** Ordnung in endlicher Anzahl héchstens miég- 
lich sind. 

Der Ausdruck (2) fiir Wmsx zeigt, dass fiir v= 1, Wmax = oo fiir 
jeden Werth von ». Es zeigt dies schon von vornherein, dass der 
Fall v = 1 fiir sich besonders betrachtet werden muss. 





















































n=| 4 | 5 }6|7| 8] 9 [10 |u| 12 
max = =| 80 | 156 | 252] 871 | 512 675 | 1296 
Vv | | max Wmax ‘Wax mex max ml max W max max 
eee at ae ‘a 2 | 
2 |i2| 2) 32 | 45 | 60 v7 | 96 | ut] 140 
3 | —| 12| 18) 25) 32 41) 51) 61) 73 
4 | —| —| 14] 18| 24| 29) 36) 46) 51 
6 | —| —| —| 16] 20] 24] 29] 35] 41 
6 | —| —| —| —| 18] 21| 25] 30] 35 
7/-|-|- —|—| 19| 28} 27] 31 
s{/—|—|—|—| —| —| 2] 25] 2 
9/—|-—-|-|-|- —|—| 23] 26 
0 | —|-—|—-|-|-|-|-| -| 











Die letzten Hiilfssiitze, dargestellt durch die Zahlwerthe (2, 3 
und 4), kénnen jedoch nicht so ohne Weiteres als richtig angesehen 
werden. Ihre Giiltigkeit liisst sich aber in jedem speciellen Fall ohne 
Weiteres nur durch einfaches Abzihlen darthun. Wir nehmen daher 
obige Siitze vorliiufig als allgemein richtig an und werden dann 
spiter bei der Betrachtung der Flichen wieder auf dieselben zuriick- 
kommen. 
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2. 
Ueber die dualistisch und reciprok sich entsprechenden Gruppen. 


Indem als Grunddefinition der Gruppe Gi... festgesetzt wurde, 
dass in jeder Ebene EF der Gruppe v Seiten 7 liegen und durch jede 
Seite 2 je w, Ebenen hindurchgehen, ist zugleich ein dualistisches Ent- 
sprechen zwischen Gerade und Ebene im Raume mit festgestellt worden. 
Es wird daher zu jeder Gruppe Gi... eine dualistisch entsprechende 
Gruppe existiren, wobei den Ebenen E der einen Gruppe die Geraden 
l’ der andern und umgekehrt entsprechen. Demnach wird der Fliche 
F,,, als Punktgebilde aufgefasst, fiir die andere Gruppe wieder eine 
Fliche F,, entsprechen, die auch als Punktfliiche aufzufassen ist, deren 
Ordnung »’ mit der Ordnung » von fF, iibereinstimmen oder ver- 
schieden sein kann. 

Als reciproke Gruppen bezeichnen wir solche zwei, in denen den 
Seiten der einen Gruppe die Seiten der andern, den Punkten der einen 
Gruppe die Ebenen der andern und umgekehrt entsprechen. Die zu 
solchen Gruppen gehérenden Flichen entsprechen einander reciprok. 

Diese Doppelverwandtschaft — Dualismus und Reciprocitiit — tritt 
in den Gruppen mit nicht vollstiindiger Degeneration deutlich hervor. 
In allen den Fallen, in denen » = w, entsprechen sich die Gruppen 
selbst dualistisch und alsdann fiihrt nur die Reciprocitiit zu neuen 
Gruppen. 

Von der Reciprocitét machen wir keinen weiteren Gebrauch, in- 
dem die daraus hervorgehenden Gruppen mit ihren Eigenschaften leicht 
nach gewohnter Weise aufgefunden werden kénnen. Von den Punkt- 
flichen werden wir jedoch den dualistisch entsprechenden Gruppen 
immer die Haupteigenschaften einander gegeniiberstellen. 

Durch die in obigem Sinne dargestellte Doppelverwandtschaft sind 
mit einer Gruppe immer zugleich noch drei andere Gruppen, ihrem 
inneren Wesen nach identisch, in der iusseren Form verschieden, mit- 
bestimmt. 


3. 
Aufstellung der Hauptgleichungen. 


Aus der Definition der Gruppe Gi,»,. folgt, dass zwischen der 
Zahl z, der Seiten 7, der Zahl Z, der Ebenen EZ, den Werthen v 
und w, die Relation 

F Z. 
(6) = Hl 


W, 


bestehen muss. In jeder Ebene E liegen v Seiten /,, von denen jede 
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durch (v — 1) (w,— 1) der tibrigen nicht in der Ebene gelegenen 
Seiten geschnitten wird. Die Restcurve C,, in Ebene E werde von 
a Seiten 1,, die nicht auf E liegen, getroffen; dann muss, nach Re- 
lation (6), 
(7) & = Vay 
gesetzt werden kénnen. Die Zahl 2, der Seiten der Gruppe ist nun 
durch die Gleichung bestimmt: 
(8) 4 = v(v— 1) (wv, — 1) + v+ va, 

Aus den Gleichungen (6), (7) und (8) ergeben sich die Haupt- 
gleichungen: 

Z = v(a + a,); a= (v—1)(w,—1)+ 1, 

@) Z,=We(a+ ay); Ap= a+ a, 

Aus diesen Gleichungen gehen ohne Weiteres folgende Siitze 
hervor: 


1) Die Gruppe Gi,w,». bdesitet 1) Die Gruppe Gi», bdesitet 
zy Seiten! und Z, Ebenen E. Von | 2, Ebenen E und Z, Seiten 1. 
jenen Seiten liegen Z, mal je v | Von diesen Ebenen gehen Z,. mal 
in einer Ebene E. Von den Z, | je vo durch eine Seite und diese 
Ebenen E gehen 2, mal je w, durch | Seiten liegen zu je w in den fy 
eine Gerade l. | Ebenen. 

2) Es giebt va, Seiten l,, von 2) Es giebt wa, Ebenen E,, 
denen keine in einer der Ebenen E | von denen keine durch eine Seite 
liegt, die. durch die Seiten 1, einer | hindurchgeht, die eine bestimmte 
bestimmten Ebene hindurchgehen. Seite schneiden. 

3) Jede Seite 1 wird von w,(v — 1) 3) Jede Ebene E wird von 
der iibrigen Seiten geschnitten. Von | v»(w—1) der iibrigen Ebenen in 
diesen liegen w, mal je v—1 in | Seiten geschnitten. Diese Ebenen 
einer durch 1 gehenden Ebene E. | gehen v,. mal zu je w—1 durch je 
eine Seite. 

4) Jede Seite einer Ebene wird 4) Jede Ebene einer Seite wird 
von (vy — 1) (w, — 1) nicht in der | von (w —1) (v»—1) nicht durch 





Ebene liegenden Seiten getroffen. die Seite gehenden Ebenen in Seiten 
geschnitten. 

5) Jede Seite wird von (v—1)? 5) Jede Ebene wird von (w — 1)? 
(w,—1)+ va, Seiten nicht ge- | (vo.—1) + wa, Ebenen in Kanten 
schnitten. | geschnitten. 

4. 


Bestimmung des Werthes a,. 


Es seien Z und M zwei zu einander windschiefe Seiten der Gruppe 
die von b, der iibrigen Seiten geschnitten werden. Beriicksichtigt man 
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den Satz (5) und bedenkt man hierbei, dass die b, zu Z und M trans- 
versalen Seiten, je zu den w,(v — 1) Seiten gehéren, die je Z und M 
schneiden, so ergiebt sich die Gleichung: 

(10) tt. tt Ke tat 


w,(v — 1) = b, — @—nh@w,—1) 


oder auch 
w, (w, — 1) (v — 1) 
a = =F Ww — 1) +08,” 
w, — b 
(12) a, = (Ww, — 1) (v — 1)? <a 


Es ist so die Bestimmung von a, auf die von b, zuriickgefiihrt. 
Bei der Aufstellung dieser Gleichungen sind wir von dem Begriff der 
Homogenitit der Gruppen in Bezug auf die Seiten derselben aus- 
gegangen; indem wir voraussetzten, dass sich die Seiten derselben 
volistandig gleichartig zu einander verhalten und irgend zwei wind- 
schiefe immer von gleich vielen (b,) der iibrigen geschnitten werden. 
Bei den dualistisch entsprechenden Gruppen entspricht dieser Voraus- 
setzung dann die Thatsache, dass irgend zwei Ebenen E, die sich in 
einer Kante schneiden, immer von gleichvielen (0,,) der tibrigen Ebenen 
E, in Seiten geschnitten werden. Solche Ebenen EZ, heissen wir in 
der Folge Transversalebenen. 


5. 
Bestimmung von 6,. 


Es seien 1, (2 = 1 bis v) die v in einer bestimmten Ebene E 
liegenden Seiten der Gruppe, und C,_, sei die Resteurve dieser Ebene. 
Von den Schnittpunkten der Ebene E mit den nicht in der Ebene 
liegenden Seiten 7 der Gruppen liegen auf jeder Seite 1, je (v — 1) 
(w,—1) Punkte » und auf der Restcurve va, Punkte x. Die Gesammt- 
zahl der Punkte p und z ist gegeben durch 


(13) Py.2 = v((v — 1) (We — 1) + a). 
Die Ebene E wird, wie leicht abzuziihlen, durch 
(14) K = (w, — 1) ((v — 1) (w — 1) + a) + a 


der iibrigen Ebenen in Kanten & geschnitten. Auf diesen Kanten 
miissen nun auch die Punkte a und p einer bestimmten Vertheilung 
gemiass liegen. Zuniichst ist klar, dass durch jeden Punkt p, da er 
auf einer Seite 2, liegt, nur w, — 1 Kanten & hindurchgehen, wiahrend 
durch jeden Punkt z der C,_, je w, Kanten hindurchgehen miissen. 
Durch Abzahlung ergiebt sich, dass es a, Kanten k, giebt, auf denen je 
v Punkte z und keine Punkte p liegen und dass von diesen Kanten k, 











a 





26, ee cacti nile Rete! oA 


nih Tce at es tie liad 
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durch jeden Punkt a nur je eine hindurchgeht. Diese a, Kanten k, 
absorbiren dadurch auch alle va, Punkte x Von den _ iibrigen 
Kanten & gehen dann durch jeden Punkt x noch w, — 1 wie durch die 
Punkte p. Die Zahl dieser Kanten ist angegeben durch 


(15) Kap = (we — 1) ((v — 1) ( — 1) + a). 


Diese Kanten ky, kénnen nun aber zu den Punkten p und a 
folgende verschiedene Beziehungen haben. 

a) Es kénnen auf einer Anzahl A, von Kanten k, nur Punkte p 
liegen. 

b) Es kénnen auf einer Anzahl A, von Kanten kz nur Punkte z 
liegen und 

c) kénnen auf einer Anzahl Ag, von Kanten Punkte a und p zu- 
gleich vorkommen. 

Diese 3 Fille sind nun naher zu untersuchen: 

Unter @llen Umstiinden muss zuniichst 


(16) Ap + An + Anp = Kap 
sein, 

1. Der Fall a. Liegen v Punkte p auf einer Kante k,, dann 
muss k, jede der v Seiten 1, in einem Punkte p schneiden. Es giebt 
nun aber auf jeder 1, je (v — 1) (w, — 1) solecher Punkte p. Wenn 
durch jeden Punkt nur eine solche Kante k, geht, auf der v Punkte p 
liegen, dann muss 


(17) Ay = (v— 1) (w, — 1) 


sein. Gehen durch einen Punkt p und folglich durch alle diese 
Punkte mehr als eine Kante k,, dann miissen durch jeden Punkt p 
je w, — 1 der Kanten k, hindurchgehen (siehe entsprechende Betrach- 
tungen der ersten Mittheilung) und es wird sich eine Gruppe ab- 
sondern, die in Bezug auf eine Fliche v'** Ordnung eine Gruppe voll- 
stiindiger Degeneration ist. In diesem Fall muss 


(18) A, = (v — 1) (w, — 1? 

sein. Ks ist endlich noch der Fall denkbar, dass es keine Kante k, 
giebt, auf der v Punkte p liegen, d. h. dass 

(19) Ap =0 

sein kann, Es ergeben sich also fiir A, die drei Werthe: 

(20) Ap = 0; =(0—1)(w— 1); =(7—1) (w. — 1) 


die zu ebensoviel Gruppengattungen fiihren werden. 
2. Der Fall b. Kin Zerfallen der Gruppe G,’.,, wirde aus den- 
selben Griinden wie oben eintreten miissen, wenn durch die Punkte z 
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mehr als einmal a, Kanten k,, auf denen v Punkte m liegen, hin- 
durchgehen werden. Ks ist also unter allen Umstiinden 
(21) An = 0. 

3. Der Fall c. Nach den Betrachtungen der Fille a und b wirden 
die Kanten k durch die Kanten k, und kg nicht aufgebraucht und es wird 
somit unter allen Umstiinden Az, nicht gleich Null sein kénnen. In 
Bezug auf die Vertheilung der Punkte p und 2 auf jeder Kante k,., 
wird dieselbe von Kante zu Kante immer dieselbe sein. Diese Ver- 
theilung lisst sich ohne Weiteres angeben. Liegen nimlich auf einer 
Kante k,.. mehr als 1 Punkt p z. B. 2 oder mehr, d. h. liegen in 
der durch die Kante kz, bestimmten Ebene FE, zwei oder mehr Seiten 
der Gruppe, die die Seiten der Ebene E schneiden, so miissen in EF, 
v solcher Seiten liegen und es geht dann ky, in eine Kante k, iiber. 
Es kann also keine kz, durch mehr als einen Punkt p hindurch- 
gehen. 

Wir erhalten jedoch dieses Resultat noch durch eine andere Be- 
trachtungsweise. Wir nehmen an, dass auf jeder Kante k,. « Punkte 
p und v — x Punkte z liegen, so ist alsdann die Zahl der Kanten ge- 
geben durch 

fits Ee es A 
o—2 i 
Es sei nun: 
(1) A, = 0. 

In diesem Falle erhiilt man die Doppelgleichung zur Bestimmung 

der Zahl der Kanten kp 


v(v — 1) (w, 
x 


— (w, — 1) 


@) gay —1)— 
= (w. — 1) ((@ — 1) (w — 1) + a), 





oder 
(23) dy = (2 — 1) (v— 1) (w, — 1). 
Ersetzt man a, durch b, (Gleichung 12), dann ist 


(24) (2 -1)=@—-}) 


Da v, x, w,, b, nur ganze positive Zahlen, v und w, und x nicht 
kleiner als 1 sein kénnen, so folgt sofort, dass Gleichung (24) nur 
fiir den Werth z = 1 erfillt werden kann. Es muss daher 


0, — b, : 
vb, 


w,—1 


(25) —~— =1; w=—(v+1)b0; cz—1 


vb, 


sein. Es liegt somit auf jeder Kante kh, nur ein Punkt p. Daraus 
geht hervor, dass es nur eine Seite J, giebt, die zu einer Seite /, der 





— 4 


PP els 
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Ebene FE, worin Seite /,, die EZ in einem Punkte von C,_, schneidet, 
gemeinsame Transversale ist. Es ist also 


(26) b=1 und w& —=v+1, 
Es sei nun: 
(II) Ap = (v — 1) (w, — 1). 
In diesem Falle muss 
4 va, v(v — 1) (w,—1 
(27) saz (ee —-)= ne tthe ee (w, — 2) 


= (w, — 1) ((v — 1) (wv, —1)+ ae) — (v — 1) (w, — 1) 
sein, woraus folgt, dass: 
(28) dy = (2 — 1) (v — 1) (w, — 2) 
und indem man a, durch b, ersetzt, 
¢ v w—1i w,—bd, 
(29) (¢ a I)=(v sa l) 3 as : 


W, 





Es kann diese Gleichung, weil alle Gréssen nur positive ganze 
Zahlwerthe und v, 2, w, nicht kleiner als 1 sein kénnen, nur erfiillt 
werden fiir 


(30) teal; b,=—=2; ——— = I 
oder 
W, = 20 + 1. 
Es sei nun endlich 
(IIT) Ap = (v — 1) (w, — 1). 
In diesem Falle muss = w, sein und dann ist 
(31) a=0; b=. 


Die Hauptgleichungen (9) gehen dann in die folgenden iiber: 
(32) f4,.=va; Z,=va; a=(v —1)(w—1)+1. 

Es sind diess die Gleichungsformen, fiir die Gruppen vollstindig 
Degenerationen, und gehen auch in dieselben tiber, sobald man v =n 
setzt. 

Nar fiir » = 4 bis 10 (nach den Resultaten der ersten Mittheilung) 
reprisentiren diess Gruppen vollstindiger Degeneration, wihrend die 
heutigen Betrachtungen zeigen, dass fiir jeden beliebigen Werth von 
v > 10 diese Gruppenbildung noch méglich sein muss, nur muss dann 
die Ordnungszahl » der Filiiche von v verschieden und zwar groésser 
sein. Unter allen Umstiinden sind diese Gruppenformen médglich fiir 
jeden Werth v, sobald » gleich oder grésser als « = (w,—1) (v—1)+1 
ist; indem sie dann fiir diese Flichen Gruppen nicht vollstaindiger 
Degeneration darstellen. 
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6. 
Zusammenstellung der Hauptgleichungen. 


Indem wir 6, = w, vorliufig ausser Acht lassen, haben sich als 
Werthe fiir b, ergeben 1 und 2. Die hierdurch charakterisirten Gruppen 
bezeichnen wir erster und gweiter Gattung. 


Gruppen erster Gattung (b, = 1). 


Die diese Gruppengattung bestimmenden Gleichungen sind: 


b=1 w—v+1, a, = v(v — 1)*, 


a ares h o=o—o?+1, 
(99) a=v%—v+1; Z—(v+1)(v—v?+ 1), 
Ap=0. Ag=v(v—1)?, Agyp=v?(v — 1). 


Die diesen Gleichungen entsprechenden Gruppenwerthe fiir v = 2 
bis v = LO sind in nachstehender Tabelle angegeben, 








/ 10; 15] 2| 4 


1 5 | 

} 
2|3| 4| 7| 12] 19] 57] 76] 12| 18 
3 4| 5/13] 36] 49] 196] 245| 36/ 48 
4) 5| 6) 21| 80} 101) 505) 606) 80) 100 


6| 7/31) 150} 181 | 1086/1267) 150 | 180 
| | 252 | 295 |2065/ 2360) 252 | 294 
8} 9/57) 392| 449 | 3592/4041) 392 | 448 

8 9|10| 73) 576 | 649 [5841 | 6490 576 | 648 
9 | 10| 11) 91 | 810 | 901 9010/9911) 810 | 900 


| | 
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Vergleicht man die Zahlwerthe fiir ¢,, wie sie sich in dieser Ta- 
belle prisentiren, mit den Werthen von émax, wie sie in der ersten 
Tabelle als héchste endliche Anzahl der auf den Flaichen méglich er- 
scheinenden Geraden sich vorfinden, so sieht man, dass die Gruppen 
zu ihrer Existenz rasch eine grosse Ordnungszahl der Fliche verlangen. 
So kénnen die Gruppen Nr. 1 und 2 auf Flaichen von der 4'°" Ordnung 
an, Nr. 3 auf solechen der 6'", Nr. 4 auf solchen der 8", Nr. 5 auf 
solchen der 12" Ordnung an, nur noch médglich sein, und dass die 
tibrigen Gruppen Flichen viel héherer Ordnung verlangen. 





se? eS 











ee 
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Gruppen zweiter Gattung. (b,—2). 
Die diese Gruppen bestimmenden Gleichungen sind: 
b=2, w=—2v+1, a = (v—1)?(2v—1), 
a=2y?—2v+1, A,—v(2v?—30-+2), 
2, = v?(2v?—30+2), Z, = v(2v+1) (2v°—3v+2), 
A, = 2v(v—1), Ag=(v—1)?(20—1), Agp =20(v—1)(20—1). 


(34) 


Die diesen Gleichungen entsprechenden Gruppenwerthe fiir v = 2 bis 
v = 10 sind in nachstehender Tabelle zusammengestellt. 











by = 
Ne] jefe |4| % | & [4] de 
1) 2} 5| 5} 3] 8! 16) 40] 4| 
2) 3| 7) 13)4 20) 33) 99) 231] 12) 180 
3/ 4] 9] 25] 63! 88) 352} 792] 24| 672 
4) 5| 11) 41| 144] 185) 925] 2035] 40| 1800 
5) 6/13 | 61| 275) 336) 2016} 4368} 60| 3960 
6) 7|15| 85} 468) 553) 3871) 8295] 84| 7644 
| 8/17) 113| 735) 848) 6784 | 14396 | 112 | 13440 





9 | 19 | 135 | 1088 | 1133) 11097 | 23427 | 144 | 22082 
| 
| 10 | 21 | 181 | 1599 | 1780] 17800 | 37380 | 180 | 84200 
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Vergleicht man auch hier die Werthe z, der Tabelle mit den Werthen 
Z, max. so erkennt man, dass die Gruppen sehr rasch hohe Ordnungs- 
zahlen der Fliichen verlangen. So kann Gruppe Nr. 1 auf Flachen 
4’ Ordnung, Nr. 2 auf solchen 5'", Nr, 3 auf solchen 7", Nr. 4 
auf solchen 11'* Ordnung an mdglich sein. Diese Gruppen verlangen 
somit zu ihrer Existenz schon von vorneherein eine noch gréssere Ord- 
nungszahl als die Gruppen 1'* Gattung. 

Vertauscht man in beiden Tabellen die Zahlwerthe v mit w, 2, 
mit Z, so erhilt man die Zahlwerthe w, v~, z) und Z, der diesen 
Gruppen dualistisch entsprechenden Gruppen. 


% 
Gruppen gerader Linien fiir die b, — 0. 


Ks ist nun der specielle Fall noch niher zu untersuchen ob auch 
solche Gruppen méglich seien, in denen irgend zwei windschiefe Seiten 
keine gemeinsame Transversale besitzen, fiir die also b, = 0 wiire. 
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Diese Erscheinung kann offenbar nur dann eintreten, sobald durch 
jede Seite 7 nur eine Ebene hindurchgeht, d. h. wenn w, =O und 
w, — 1 =O ist; wihrend v beliebige Werthe annehmen kann. Eine 
solehe Ebene E muss alsdann in Bezug auf die Flache F’, unter allen 
Umstiinden eine ausgezeichnete sein. Unter dieser Bedingung gehen 
die Hauptgleichungen 9 in folgende iiber: 


fa =1, A, =1+ ap, 
le —=v(l+a,), Z—=—1.(1+a,). 


Jede der Z, Ebenen E besitzt v Seiten der Gruppe und bildet mit ihnen 
eine Grundgruppe fiir sich selbst. Die Gesammtzahl Z, der Ebenen 
E kann man daher nur als eine Aneinanderschiebung von Grund- 
gruppen, bestehend je aus einer Ebene E und v Seiten ansehen. Diese 
Gesammtzahl oder mit ihr gleichbedeutend a, hiingt daher von der 
speciellen Natur einer jeden Fliche, auf denen diese Gruppen vorkom- 
men sollen, ab. Es liisst sich daher der Werth von a, nur aus den 
Gesetzen der Anschiebung von Gruppen béstimmen. Die Aufgabe a, 
zu bestimmen fiallt somit ausser den Rahmen dieser Abhandlung. Fiir 
a, lasst sich doch ein andrer Ausdruck leicht aufstellen ohne der Ent- 
wickelung vorzugreifen, wenn man die Voraussetzung macht, dass die 
Gleichungen (10—12) auch fiir b, =O und w, = 1 Giiltigkeit haben. 
Unter dieser Annahme kann man setzen: 


(35) 


— w,—1. 0 
(36) a 0 = oe; 


wobei jetzt d, statt a, ein noch unbestimmter Werth ist. Alsdann ist 
(37) a, = (v—1)*d, 
und die Gleichungen (35) gehen in folgende iiber: 

W=1, b=0, a =—(v—1)*d,, 
(38) a=1, A,=—1-+ (v—1)d,, 

& =v(l+(v—l1)'d,), Z4,=—1-+ (v—1)*d. 
Um die dualistisch entsprechenden Gruppen zu erhalten setzt man 
V» = 1 und lasst w unbestimmt. In diesem Fall reducirt sich die 


Grundgruppe auf eine Gerade und w durch sie hindurchgehende aus- 
gezeichnete Ebenen. Eine Anschiebung solcher Gruppen fiihrt dann zu 


Sy = 1 + (w—1)? d, Seiten 1, 


(39) 
Zo = w(1+(w— 1)*dy) Ebenen E. 


Als einen ganz besonders wichtigen Specialfall hat man die Gruppe 
zu bezeichnen, in denen v = w= 1 ist, d, h. den Fall in welchem 
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sich die Gruppe auf eine Gerade und auf eine durch sie hindurch- 
gehende Ebene reduciri. In diesem Fall ist dann 


{° =1, a=0, A,=—1, 


40 
- 3=1, Z2—1. 


8. 


Beispiele zu den neuen Gruppen. 


Als bekannte Beispiele zu den obigen Gruppen erster, zweiter und 
nullter Gattung fiihren wir die Gruppen von Geraden auf Fliichen 4' 
und 5' Ordnung an, die Sturm in seiner Abhandlung: ,,Ueber die 
Fliichen mit einer endlichen Zahl von (einfachen) Geraden, vorzugsweise 
die der 4" und 5 Ordnung‘, eingehend untersucht hat. 

1) Gruppe erster Gattung. 

Die Flaiche 5‘ Ordnung mit einer Doppelcurve 5'** Ordnung, die 
einen dreifachen Punkt hat, der auch dreifacher Punkt der Fliche ist, 
besitzt 10 Gerade etc. 


(o=1, o=—3, v=2, 4.=—10, Z,— 15). 
2) Gruppe eweiter Gattung. 
Die Fliche 4'* Orduung mit einem doppelten Kegelschnitt hat 
16 Gerade, etc. 
b=2, v=2, w—5, 4 — 16, Z, = 40. 
3) Gruppen nullter Gattung. 
Erstes Beispiel. Die Fliche 4’ Ordnung mit einer doppelten 
Geraden besitzt 16 Gerade ete, 
(vo=—2, w—1, = 16, Z,—8, d,—7). 


Zweites Beispiel. Die Flache 5° Grades mit zwei zu einander 
windschiefen doppelten Geraden besitzt 13 Gerade, durch die je zwei 
ausgezeichnete Ebenen gehen, etc. 


(w= 2, =—1, & = 13, Z, = 26, d, — 12). 
Drittes Beispiel. Die Flache 5'* Ordnung mit einer doppelten 
cubischen Raumcurve hat 11 unter sich windschiefe Geraden etc. 
(vy =1,w=—2, &=—11, Z, = 22, d, = 10). 
Als dualistisch entsprechend hat man: 


Viertes Beispiel. Die Flaiche 5‘ Ordnung mit einer dreifachen 
Geraden besitzt 22 Geraden in 11 Ebenen ete. 


(wp = 1, v= 2, & = 22, Z,—= 11, & — 10). 
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Fiinftes Beispiel. Die Fliche 5‘ Ordnung mit einer doppelten 
Raumeurve 4 Ordnung 1. Species hat 14 Geraden etc. 


wml, v=2,24,—=14, Z,—71,d,—6. 


9. 
Einige allgemeine Eigenschaften der Gruppen erster und zweiter Gattung. 


Wir stellen hier einige Eigenschaften der Gruppen erster und 
zweiter Gattung zusammen, die sich aus dem Begriff und den Gleichungen 
dieser Gruppen ohne weitergehende Untersuchungen ergeben. Weitere 
und fiir die Bestimmung der zu den Gruppen gehdérenden Flichen 
nothigen Eigenschaften simmtlicher Gruppen gedenken wir in einer 
demnichst folgenden Mittheilung eingehender zu behandeln. 


a) Kigenschaften derGruppen erster Art und erster Gattung. 


6) Jede Gruppe erster Art und | 6) Jede Gruppe erster Art und 


erster Gattung mit der Degenera- 


tion v besitet 


(v3 — +1) 


Seiten 1 und 


(v + 1) @ — v +1) 
Ebenen E. 

7) In jeder Ebene E liegen v 
Seiten 1, und durch jede Seite gehen 
vo +1 Ebenen E. 

Oder auch: zu jeder Ebene E 
gehiren v Seiten l, die in der Ebene 
E liegen, und zu jeder Seite | ge- 
hiren v + 1 Ebenen E, die durch 
die Seite | hindurchgehen. 

8) In jeder Ebene E, in der 
zwei Seiten liegen, befinden sich v 
und die Ebene ist eine Ebene E 
der Gruppe. 

9) Jede Seite 1, wird von 
w—1l(wo+1)—v’—1 
der iibrigen Seiten, l, geschnitten. 
Von diesen Seiten liegen v-+-1 mal 

je v —1 je in einer Ebene E. 


erster Gattung mit der Degenera- 
| tion w besitat 


w (w> — w? + 1) 
Ebenen E und 


(w + 1) (w® — w? + 1) 
Seiten 1. 
7) Durch jede Seite | gehen w 
| Ebenen und in jeder Ebene liegen 
w-+ 1 Seiten l. 
Oder auch: zu jeder Seite 1 ge- 
| hiren w Ebenen E die durch die 
Seite | hindurchgehen, und zu jeder 
| Ebene E gehiren w-+ 1 Seiten 1 
| die in der Ebene E liegen. 

8) Durch jede Gerade, durch die 
zwei Ebenen E gehen, gehen dann 
wound die Gerade ist eine Seite | 
der Gruppe. 

9) Jede Ebene E, wird von 


(w+ 1)(w— 1)—w’?-—-1 


der iibrigen Ebenen E, in Seiten 
| geschnitten. Von diesen Ebenen E, 
| gehen w+ 1mal je w—1 durch 
| je eine Seite der Ebene E,. 
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10) Jede Seite 1, wird von 
v(v — 1)? (v6 + 1) 


der tibrigen Seiten l, nicht geschnitten. 


11) Es giebt daher 
ty? (v— 1)? (v3 — v? + 1)(v-+ 1) mal 


zwei sich nicht schneidende Seiten 
oder Dupel der Gruppe 
12) Die zwei Seiten eines Dupels 
werden immer von einer aber auch 
nur von einer der tibrigen Seiten 
geschnitten. — Transversale des 
Dupels. 

13) Die v Seiten l, einer Ebene 
E werden immer von v? (v— 1)? der 
tibrigen Seiten nicht geschnitten. 


14) Jede Ebene E, wird immer 
von v(v — 1) (w— 1) der tibrigen in 
Kanten geschnitten. 

15) Es giebt daher 


50 (0? — 1) (2v — 1) (v’— v? +1) 


mal zwei Ebenen «, die sich in 
Kanten schneiden — Zweiflach. 
16) Es giebt keine Kante der 
Gruppe, die durch mehr als eine 
Ecke geht. 
(17) Es giebt 


* o?(v?—1) (v3 — v?+-1) 


Kanten k,, die je durch eine Ecke 
hindurchgehen. 
18) Es giebt 


3? (0—1)*(v-+1)(v9—v?-+1) 
Kanten k,, die durch keine Ecke 
hindurchgehen, 

19) In jeder Ebeneliegenv(v—1)? 
Kanten k,, die durch keine Ecke 
hindurchgehen. 





10) Jede Ebene E, wird von 
w(w — 1)? (w + 1) 
der tibrigen Ebenen E, in Kanten 
geschnitten, 
11) Es giebt daher 


50? (w— 1)? (w+ 1) (w? — w?+ 1) 
(w+ 1) mal 

zwei sich in Kanten schneidende 
Ebenen oder Zweiflache der Gruppe 
12) Die zwei Ebenen eines Zwei- 
flachs werden immer von einer aber 
auch nur von einer der iibrigen | 
Ebenen in Seiten geschnitten. — 
Transversalebene der Zweiflache. 

13) Die w Ebenen einer Seite 
werden immer von w*(w—1)* der 
tibrigen Ebenen in Kanten ge- 
schnitien. 

14) Jede Seite 1, wird immer 
von w(w— 1) (2w—1) der tibrigen 
nicht geschnitten. 

15) Es giebt daher 


+ 0 (w®— 1)(20—1)(w*— w+ 1) 


mal zwei Seiten 1,, die sich nicht 
schneiden — Dupel. 

16) Es giebt kein Dupel, von 
dessen Ebenen sich mehr als zwei 
in einer Seite schneiden. 

17) Es giebt 


2? (w?—1) (w> — w?-+- 1) 


Dupel, von deren Ebenen sich je 
zwei in einer Seite schneiden. 
18) Es giebt 


+ 0 (w— 1)? (w-+1) (w? —w? +1) 


Dupel, von dessen Ebenen sich keine 
zwei in eimer Seite schneiden. 

19) Jede Seite gehort zu w(w—1)* 
Dupel, von deren Ebenen sich keine 
zwei in einer Seite schneiden. 
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20) In jeder Ebene liegen v? (v—1) 
Kanien, die durch je eine Ecke 
hindurchgehen. 

21) Durch jede Ecke gehen v* 
Kanten, von denen keine in der 
Ebene liegt, auf der die zwei Seiten 
der Ecke liegen. Es bilden die v’ 
Kanten einer Ecke den Durchschnitt 
der Ebene, die durch die Seiten der 
Ecke gehen. 

22) Die zwei Seiten eines Dupels 
werden von 

(v?— 1) (vX?—v—1) 


der iibrigen Seiten nicht geschnitten. 


23) Es giebt daher 
ro? (v — 1) (v?—1)? (vb — o? +1) 


mal drei sich nicht schneidende 
Seiten oder Tripel der Gruppe. 
24) Von diesen Tripeln giebt es 


5 0*(v? — 1) (»— 18 (v3 — v? + 1) 


solche t, die eine der tibrigen Seiten 
zur Transversalen haben. 


25) Und ferner giebt es 


5° (v— 1)? (v?—1) (v3) 
(v9 — v1) 
solche Tripel t,, deren Seiten keine 
der tibrigen Seiten zu gemeinsamen 
Transversalen haben. 

26) Die Tripel t, sind einander 
paarweise so zugeordnet, dass die 
Seite des einen Tripels je zwei Seiten 
des zugeordneten Tripels schneiden. 











20) Jede Seite gehort zu w*(w—1) 
Dupeln, von deren Ebenen sich je 
zwei in einer Seite schneiden. 

21) Zu jeder Seite 1, giebt es 
w> Dupel. In jedem dieser Dupel 
giebt es je zwei Ebenen, die sich in 
emer Seite schneiden. 


22) Die ewei Ebenen eines Zwei- 
flachs werden von 
(w?—1) (w*—w—1) 
der tibrigen Ebenen in Kanten ge- 
schnitien. 
23) Es giebt daher 


* 02 (w — 1) (w®—1)? (w® — ww? + 1) 


mal drei sich in Kanten schneidende 
Ebenen oder Dreiflache der Gruppe. 
24) Von diesen Dreiflachen giebt es 


5 00? (w®— 1) (w — 1)? (w°—w?+ 1) 


solche T, die 
Ebenen E zur 
haben. 

25) Und ferner giebt es wegen 


eine der iibrigen 
Transversalebene 


5 108 («— 1)*(w® — 1) (w* —3) 

(w* — w?+ 1) 

solche Tripel T, , deren Ebenen keine 

der tibrigen Ebenen zur gemeinsamen 
Transversalebene haben. 

26) Die Dreiflach T, sind einan- 

der paarweise so zugeordnet, dass 

die Ebene des einen Dreiflaches je 


| Transversalebene zu zwei Ebenen 
| des sugeordneten Dreiflaches ist. 


Wir bezeichnen mit » und WN sich nicht schneidende Seiten, oder 
sich in Kanten schneidende Ebenen einer Gruppe mit (m) und (N). Es 
lassen sich nun leicht solche (m) bilden, von denen wir jedoch hier 
nur noch die folgenden angeben wollen. 
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(27) Die Seiten, dieeine bestimmte | 


Seite schneiden, lassen sich (v—1)'°*") 

mal zu einer (v-+-1) zusammenstellen. 

Solche (v + 1) besitzen daher eine 

gemeinsame Transversale. Es giebt 
v(v}—v?+ 1) (v—1)" 

solche (v-+1) mit einer Transver- 

salen. 


28) Die Seiten einer (v-+-1) mit 
einer Transversalen begegnen allen 
tibrigen Seiten der Gruppe. 


29) Eine(v-+ 1) mit einer Trans- 





versale giebt zu keiner (v-+-2) Bil- 
dung Veranlassung. 
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27) Die Ebenen, die eine be- 
stimmte Ebene inihren Seiten schnei- 
den, lassen sich (w—1)’t'mal zu 
je einem (w+1)-flach zusammen- 
stellen. Solche (w -+- 1)-flache be- 
sitzen daher eine gemeinsame Trans- 
versalebene. Es giebt 

w (2 w* — w?-+- 1) (w—1)°+4 
solcher (w-+-1)-flache mit je einer 
Transversalebene. 

28) Die Ebenen eines (w+ 1)- 
flach mit einer Transversalebene 
wird inthren Seiten von allen tibrigen 
Ebenen dieser Gruppe geschnitten. 

29) Ein (w+-1)-flach mit einer 
Transversalebene giebt zu keiner 
(w+-2)-flachbildung Veranlassung. 


b. EigenschaftenderGruppenersterArtundzweiterGattung. 


30) Jede Gruppe erster Art und 
zweiter Gattung mit der Degenera- 
tion v besitzt v?(2v? — 3v-+ 2) 
Seiten J, 

v(2v+ 1) (2v?—3v-+2) 
Ebenen EL. 

31) In jeder Ebene E liegen v 
Seiten 1, und durch jede Seite 
gehen 2v +1 Ebenen E. 

32) Oder auch: Zu jeder Ebene 
E gehiren v Seiten 1, die in der 
Ebene liegen, und zu jeder Seite 1 
gehoren 2v-+- 1 Ebenen E, die durch 
die Seite hindurchgehen. 

33) In jeder Ebene, in der zwei 
Seiten liegen, liegen v, und die 
Ebene ist eine Ebene der Gruppe. 


34) Jede Seite 1, wird von 
(v — 1) (2v0 +1) der iibrigen ge- 
schnitten. Von diesen liegen 2v +-1 
mal je v—1in je einer Ebene E 





der Gruppe. 


Mathematische Annalen. XXIX, 


30) Jede Gruppe erster Art und 
zweiter Gattung mit der Degenera- 
tion w besitzt w? (2w*—3w--2) 
Ebenen ¢ und 

w(w-+1) (2w?—3w+2) 
Seiten 1. 

31) Durch jede Seite 1 gehen 
w Ebenen und in jeder Ebene E 
liegen 2w + 1 Seiten. 

32) Oder auch: Zu jeder Seite 
1 gehdren w Ebenen die durch die 
Seite hindurchgehen, und au jeder 
Ebene E gehiren 2w--1 Seiten, die 
auf der Ebene liegen. 

33) Jede Gerade durch die zwei 
Ebenen E gehen, ist eine Seite der 
Gruppe, und gehen dann w Ebenen 
hindurch. 

34) Jede Ebene, E wird von 
(w—1)(2w-+1) der iibrigen in 
Seiten geschnitten. Von diesen gehen 
durch jede der 2w +-1 Seiten der 
Ebene E je w — 1 hindurch, 


9° 
- 
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35) Jede Seite 1, wird von 
v(v—1)? (2v+1) 


der tibrigen Seiten nicht geschnitten. 


36) Es giebt daher 
+ v9 (v—1)?(2v-++1) (20? — 3042) 


mal je zwei sich nicht schneidende 
Seiten — Dupel. 

37) Die Seiten eines Dupels 
werden immer von den Seiten eines 
andern Dupels geschnitten. 


38) Jeder Doppeldupel bildet ein 
unebenes Vierseit. Die vier Ebenen E 
derselben bilden ein Doppelzweiflach. 

39) Die Seiten 1, einer Ebene 
werden von v(v—1)*?(2v—1) der 
dibrigen Seiten nicht geschnitten. 

40) Jede Ebene wird von 


(v—1) (4v08—v-+1) 
der iibrigen Ebenen in Kanten ge- 


schnitten. 
41) Es giebt daher in der Gruppe 


50(v —1) (2v +1) (20*— 3v 4-2) 
(4v85—v+1) 

mal zwei Ebenen die sich je in einer 
Kante schneiden. 

42) Von diesen Ebenenpaaren 
giebt es 

v?(v—1)(2v+1)(2v?—3v+2) 

solche, deren Kanten durch je v 
Ecken der Gruppe hindurchgehen. 


43) Ferner giebt es unter jenen 
Lweiflach 


+ 0(v—1)%(40?—1)(20°—30-+2), 


solche, deren Kanten keine Ecken ver- 
binden. 





35) Jede Ebene E, wird von 
w(w—1)? (2w+1) 


der tibrigen Ebenen in Kanten ge- 
schnitten. 
36) Es giebt daher 


5 209(w—1)? (2-1) (2003 +2) 


mal je zwei sich in Kanten schnei- 
dende Ebenen — Zweiflach. 

37) Die Ebenen eines Zweiflaches 
werden immer von den Ebenen eines 
anderen Zweiflaches in Seiten ge- 
schnitten. 

38) Jedes Doppelzweiflach bildet 
ein unebenes Vierseit. Die 4 Seiten 
desselben bilden ein Doppeldupel. 

39) Die Ebenen E, einer Seite 
l werden von w(w—1)? (2w—1) 
der tibrigen in Kanten geschnitten. 

40) Jede Seite wird von 


(w—1) (4w'—w-+1) 
der tibrigen Seiten nicht geschnitten. 


41) Es giebt daher in der Gruppe 
5 1 (w —1)(2w-+ 1)(2w*—3w-+2) 
(4w'—w--1) 


mal zwei Seiten, die sich nicht 
schneiden. 


42) Von diesen Dupeln giebt es 
w? (w— 1)(2w+1)(2w? — 3w-+2) 
solche, deren Ebenen sich 2u zweien 
in einer Seite schneiden. 

43) Ferner giebt es unter jenen 
Dupeln 


; w (w— 1)*(4w*?— 1)(2w*—3w-+2), 


solche, deren Ebenen sich nicht in 
Seiten schneiden. 
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44) Endlich giebt es unter jenen 


Zweiflachen 


v?(v — 1) (40°—1)(2v? —3v-+2) 
solche, deren Kanten je durch eine 
Ecke gehen. 

45) Die zwei Seiten eines Dupels 
werden von 

t = 2v' — 3v* — 20? + 20-42 
der tibrigen Seiten nicht geschnitten. 


46) Es giebt daher 


t, = i 08(v—1)' (2041) 
(2v?—3v+2)t 


mal drei sich nicht schneidende | 


Seiten oder Tripel. 
47) Von diesen t, Tripeln giebt es 


ty = 2-93 (4y?— 1)(v—1)* 
(2v? —30+2) 


solche, die eine der iibrigen Seiten 
zur Transversale haben. 
48) Von den t, Tripeln giebt es 


ty = E09 (v—1)*(2v-++1) (2v?—3v-42) 
( 6vt!— 9v3 ) 
—10?+120+3 
solche, die keine der tibrigen Seiten zur 


gemeinsamen Transversale haben. 
49) Zu jedem Tripel mit einer 


Transversalen ist ein gweites mit | 


einer Transversalen in der Weise 
zugeordnet, dass jede Seite des einen 
Tripels je zwei Seiten des andern 
schneidet, withrend die Transversale 
des einen Tripels weder die Trans- 
versale, noch eine Seite des anderen 
Tripels schneidet. 
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44) Endlich giebt es unter jenen 


* Dupeln 


w?(w— 1) (4? — 1) (2w?— 30+2) 
solche, von deren Ebenen sich ein- 
mal zwei in einer Seite schneiden. 
45) Die ewei Ebenen eines Zwei- 
flachs werden von 
T=2w'!—3w'—2w?+2w+2 


der tibrigen Ebenen in Kanten ge- 
schnitten. 
46) Es giebt daher 


T,—=5 w3(w —1)*(200+ 1) 
(2w?—3w+2)T 


mal drei sich in Kanten schneidende 
Ebenen oder Dreiflache. 

47) Von diesen T, Dreiflachen 
giebt es 


T=; w* (40 —1)(w—1) 
(2? — 30-42) 


solche, die je eine der tibrigen Ebenen 
zur Transversalebene haben. 
48) Von den T', Dreiflachen giebt es 


T, =; 0*(w— 1)*(20-+1) 


4 3 
(2t0°— 3w-+2) (_10w-t190-4-4) 
solche, die keine gemeinsame Trans- 
versalebene besitzen. 

49) Zu jedem Dreiflach mit 
einer Transversalebene ist ein zweites 
Tripel mit einer Transversalebene 
in der Weise zugeordnet, dass jede 
Ebene des einen Dreiflaches je zwei 
Ebenen des andern inSeiten schneidet, 
wiihrend die Transversalebene des 
einen Dreiflaches weder die Trans- 
versalebene noch eine Ebene des an- 
dern Dreiflaches in Seiten schneidet. 
+ ad 
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50) Ein Doppeltripel mit seinen 
ewet Transversalen bildet ein Doppel- 
vier. 

51) In einem solchen Doppelvier 
schneidet jede Seite des einen Vier 
je drei Seiten des andern Vier. 


52) Jedes Doppelvier giebt zu 
8 einfachen Tripeln und 4 Doppel- 
tripeln Veranlassung. 

53) Es giebt somit 


dies _ relate 
= (2v°—3v-+ 2)(v—1)3(4v*—1) 08 


Doppelvier 
me 6 6s 


54) Die Zweiflache, deren Kan- 
ten durch keine Ecken hindurch- 
gehen, lassen sich immer zwei so 
zusammenstellen , dass thre v Seiten 
sich nicht schneiden, d.h. dass die 
vier Ebenen der zwei Zweiflache zu 
zweien sich in Kanten schneiden, 
die durch keine Ecke hindurchgehen. 

55) Ein solches Vierflach re- 
prasentirt 6 Zweiflache und es giebt 
daher 


350 (v—1)*(40? —1)(20%-30+42) 


Vierflach mit je sechs Kanten die 
durch keine Ecke der Gruppe gehen. 
ete. 





50) Ein Doppeldreiflach mit 


seinen zwei Transversalebenen bildet - 


ein Doppelvierflach. 

51) In einem solchen Doppel- 
vierflach schneidet jede Ebene des 
einen Vierflaches drei Ebenen des 
andern in Seiten. 

52) Jedes Doppelvierflach giebt 
zu 8 einfachen Dreiflachen und zu 4 
Doppeldreiflachen Veranlassung. 

53) Es giebt somit 


5q (200° Bw-+-2)(w—1)9(4e0*—1 ro 


Doppelvierflache 
Nee ae ‘ 

54) Von den Dupeln deren Ebenen 
sich nur in Kanten schneiden, lassen 
sich immer zwei so zusammenstellen, 
dass ihre w Ebenen sich nur in 
Kanten schneiden, d. h., dass die 
vier Seiten der zwei Dupel zu zwei 
genommen 6 Dupel bilden, deren 
Ebenen sich nur in Kanten schneiden. 

55) Ein solches Vierflach re- 
prasentirt 6 Dupel und es giebt 
daher 


=) (w—1)?(400>—1) (2w*— 30-42) 


Vierflachs, deren Ebenen sich nur zu 
zwei in einer Seite schneiden. 
ete. 


Es werden sich leicht ohne Zuhiilfenahme weiterer Hiilfsmittel noch 


andere Gruppirungen der Seiten und Ebenen dieser Gruppenarten und 
Gattungen angeben lassen. Hs ist die Auffindung dieser Eigenschaften 
jedoch nicht der eigentliche Zweck dieser Mittheilung, und da ferner 
die Bedeutung dieser Eigenschaften spiter in Verbindung mit noch 
anderen Eigenschaften besser hervortritt, so werden wir in einem ganzen 
Zusammenhange darauf zuriickkommen, und fiir den Moment die Un- 


tersuchung abbrechen. 
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10. 
Die Gruppen erster Art mit b, — w,. 


Setzt man in den Gleichungen (10—12) den Werth von b,—w,, 
dann wird a, gleich 0, d. h. die Resteurve C,, einer Ebene E wird 
von keiner der Seiten der Gruppe geschnitten, die nicht in der Ebene 
E, der C,—, selbst liegen. In diesem Falle gehen die Hauptgleichungen 
(9) in folgende tiber: 


(41) f=va, Z,=wW,a, a=(v—1)(w,—1)+1. 


Alle die Resultate, die sich im Abschnitt: ,.D Reduction der 
Gruppen Guo, in der ersten Mittheilung (Math. Ann. Bd. XXVII, 
S. 284) ergeben haben, sind auch hier ohne weiteres giiltig, jedoch 
mit der Erweiterung, dass v nicht mit der Ordnung m der Fliche 
iibereinstimmen muss, und diese Gruppengleichungen hier in allen den 
Fallen, wo v kleiner als » ist, zu Gruppen nicht vollstindiger Degenera- 
tion fiihren. 

Es sind also auch hier die beiden Fille auseinander zu halten, 
der hyperboloidischen und der nichthyperboloidischen Gruppirung. 

a) Bei der hyperboloidischen Gruppirung muss v = w, sein, und 
dann ist 
(42) Z, = % = av =v((v—1)? + 1). 

Diese Gruppen entsprechen sich selbst dualistisch. 

b) Bei der nichthyperboloidischen Gruppirung sind auch hier die 
3 Méglichkeiten w, grésser, gleich und kleiner als v besonders zu behan- 
deln. Durch eine Betrachtung in allen Theilen tibereinstimmend mit 


der entsprechenden der ersten Mittheilung erhalten wir: (Siehe die 
Gleichungen (17 und 18) der ersten Mittheilung). 


1) w, grésser als v. 

Lésungen resp. Gruppen fiir die Werthe: 
(43) kj=k,=0, k=3s+2, v=—3(s+1), 
: w=6s+5, ~4—24%,=—0, 4,—2s+1. 


wobei s alle ganzen positiven Zahlwerthe von Null an, annehmen kann. 
Die zugehérenden Gruppengleichungen sind 


a= 3(s+ 1)(1 +. 2(3s+2)*), 
Z, = (6s+5) (1 + 2(8s+2)*), 
a= 1+2(3s+2)?. 


(44) 
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Giebt man s die Werthe von 0 bis 9, so stellt die nachstehende Tabelle 
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die zugehérenden Gruppenwerthe dar. 


























S| v | wel « | Ze a ky | 2 
of 3| 5] 9] 27] 45] 2/1 
i} eli] 51] 306] 561] 5| 3 
2} 9/17] 129] 1161| 2193] 8| 5 
3] 12/23] 243| 2916| 5589} 11| 7 
4] 15|29] 393) 5895| 11797] 14] 9 
5/18 | 35] 579 | 10422| 20265] 17 | 11 
6} 21| 41] 801 | 16821 | 32841} 20 | 13 
7] 24 | 47 | 1059 | 25416 | 50773 | 23 | 15 
8 | 27 | 53 | 1353 | 36531 | 72309] 26 | 17 
9 | 30 | 59 | 1683 | 50490| 99297 | 29 | 19 


Von diesen Gruppen kann nur die erste als Gruppe der Flichen 
3'' Ordnung mit vollstindiger Degeneration auftreten, wiahrend die 
iibrigen zu ihrer Existenz auf Flachen eine Ordnungszahl dieser ver- 


langen, die immer grésser als v sein muss. 


Zu diesen Gruppen, die wir als Gruppen vom Zyp 3 bezeichnen, 
gehéren, da v kleiner als w,, immer dualistisch entsprechende Gruppen. 


In diesem Falle muss (siehe Gleichungen 17 und 18 der ersten 


Mittheilung) immer 


(44) 


%, = 





v—1 


sein. Diesen Gleichungen geniigen folgende zwei Werthsysteme: 


1. Werthsystem: 


(45) | 


Diese Gleichungen verlangen, dass die Form von v gegeben ist durch 


v = 2(s+-2), 


wobei s alle ganzen positiven Werthe von 0 an annehmen kann. 


(46) 


v—2 





2. w, gleich »w. 


ke 


9 ? 


b, nb, = 0, 


x, = x, = 0, 


4, = 


k,=k,, v—1=—2k,+k,, 


vo—3 
o—1 





k, =v —1, 


to == - 


2 


v—2 





%,=k,, 
ky 
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Die hierzu gehérenden Gruppengleichungen sind: 
v = 2(s+2), “ =s-+1, 
(47) k, = 28 -+3.a—2 + (2s+-3)2, 
fy = Z, = 2(s-+2) (1+ (2s-++-3)?). 


Giebt man s die Werthe von 0 bis 8, so sind die entsprechenden 
Gruppenwerthe in nachstehender Tabelle zusammengestellt, 





[el «| * [| 





S | 





4| 10| 40] 3/1 

i] 6| 26! 156] 5/2 

; 2} 8| 50} 400 7/3 

: 3110] 82] 820] 9/4 

4} 12| 122 | 1464] 11/5 

5 | 14 170 | 2380] 13 | 6 

6 | 16 | 226 | 3616 | 15 | 7 
7| 18 | 290 | 5220} 17/8 
8 | 20 | 362 | 7240} 19 | 9 














Diese Gruppen entsprechen sich selbst dualistisch. 
2. Werthsystem. 





(48) , 





3 " o—1 7 
if ky = ky =- » ky x, =O, 
v—1 _ 2-3. 


= 


Diese Gleichungen verlangen, dass 


(49) v = 3(2s + 1) 
ist, wobei s alle ganzen positiven Zahlenwerthe von 0 an annehmen 
kann. 


Die hierzu gehérenden Gruppengleichungen sind 
kg =k =“,=—3s+1, *,=—s, 
a==1-+ 4(3s+1)?, v—3(2s+1), 
& = Z, = 3(2s+1)(1 + 4(38+ 1)’). 


(50) 





Giebt man s die Werthe von 1 bis 7, so erhilt man nachstehende in 
der Tabelle zusammengestellte Gruppenwerthe: 
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S| v a & | kh, | x, 
1} 9} 65) 585 1 
2115) 197) 2955] 7) 2 
3]21| 401 | 8421) 10/3 
4|27)| 677 | 18279] 13 | 4 
5 | 33 | 1025 | 33825] 16 | 5 
6 | 39 | 1445 | 56355] 19 | 6 
71 45 | 1937 | 87165} 22 | 7 

















Diese Gruppen entsprechen sich selbst dualistisch. 


3. w, kleiner als ». 

Hier hat man nur Gruppenbildung fiir jeden Werth von v fiir 
W,=2 oder =3. In Bezug auf diese Gruppen verweisen wir auf die 
entsprechende Betrachtung der ersten Mittheilung (Math. Ann. Bd. 27, 
Seite 289). , 

Anmerkung. All die Eigenschaften, die wir fiir die Gruppen 
(wm) der ersten Mittheilung abgeleitet haben, lassen sich ohne 
Weiteres auf die Gruppen w, =v (v kleiner als ) ohne principielle 
Aenderungen iibertragen, und alle jene Siitze behalten daher hier ihre 
volle Giiltigkeit. Ebenso lassen sich leicht die bekannten Eigenschaften 
der Gruppirung der Geraden einer Fiche 3'* Ordnung auf simmtliche 
Gruppen des Typus 3 sofort tibertragen, ohne dass man die Ordnung 


der Fliache, auf denen diese Gruppen fiir v grésser als 3 liegen, genau ~ 


kennt. 
11. 
Uebersicht iiber die simmtlichen homogenen Grundgruppen der 
ersten Art. 


Durch die bisherigen Untersuchungen sind alle die homogenen 
Grundgruppen erster Art aufgefunden worden, in denen die auf 
Flaichen héherer Ordnung nur in endlicher Zah] auftretenden Geraden 
sich zu riiumlichen geometrischen Geraden- und Ebenengebilden je als 
Ganzes zusammenordnen. 

Diese Grundgruppen zerfallen in zwei grosse Gruppenfamilien in 
der Weise, dass jeder Gruppe der einen Familie (f,) je eine Gruppe 
der andern Familie (f,) reciprok entspricht. Unter diesem reciproken 
Entsprechen ist immer verstanden, dass jeder Geraden der einen Gruppe 
je eime Gerade der andern, und jeder Ebene der einen Gruppe ein Punkt 
der andern Gruppe entspricht. 

In diesen beiden Gruppenfamilien sondern sich die Gruppen selbst 
wieder in zwei Gruppengeschlechter ab. Die Gruppen des einen Ge- 








- 
ae 
4 


a eS 








Gerade Linien auf Flichen héherer Ordnung,. 25 


schlechtes (g,), die sich selbst dualistisch entsprechen, wihrend die 
Gruppen des andern Geschlechtes (g,) sich zu zwei undzwei dualistisch 
entsprechen. Es sondern sich somit die Gruppen des Geschlechtes (g,) 
selbst wieder in zwei Species (s, und s,). Unter dualistischem Ent- 
sprechen zweier Gruppen verstehen wir immer eine solche Verwandt- 
schaft zwischen den Gruppen, in der jeder Geraden der einen Gruppe 
je eine Ebene der anderen und umgekehrt, entspricht. 


1. Die Gruppen des ersten Gruppengeschlechtes g,. 


Hierzu gehéren: 
I. Die Gruppen, in denen die Zahlen der Ebenen gleich ist der 
Zahl der Geraden 


v= w= bd, % = Z, = v((v—1)? + 1). 


Diese Gruppen zerfallen in zwei Gattungen: 

I,. Die hyperboloidischen Gruppen, und 

I, die nichthyperboloidischen Gruppen. 

Fiir Flichen von 4'"—10' Ordnung kénnen diese Gruppen als 
Gruppen mit vollstindiger Degeneration auftreten, wihrend dies fir 
Fliichen noch héherer Ordnung nie mehr der Fall sein kann. 


2. Die Gruppen des zweiten Gruppengeschlechtes g, 
und Species 5. 

Zu diesen Gruppen gehéren: 

II. Die einzelne Ebene wit einer beliebigen Anzahl (v = 2 oder 
grésser) in ihr liegenden Geraden. 

Ill, Die Gruppen, in denen w=2, in welchen durch jede 
Gerade der Gruppe immer zwei Ebenen gehen, und in jeder Ebene 
beliebig viele (v==2 oder grésser) Geraden liegen. Diese Gruppen bilden, 
entweder: 

III, den Durehschnitt irgend zweier Polyeder von derselben Ebenen- 
zahl, oder aber 

Il, die Kanten eines Polyeders (Pentaeder). 

IV. Die Gruppen von Typ. 3, in welchen v und w durch die Be- 
ziehung bestimmt sind, dass 


v=3(s+1), w=—6s+5—b,, s = beliebig und positiv 


sein miissen. Fiir die Fliche dritter Ordnung ist diese Gruppe eine 
mit vollstindiger Degeneration, fiir Flichen héherer Ordnung nicht 
mehr. 

V. Die Gruppen erster Gattung (6,1) sind immer unvollstin- 
diger Degeneration. Hier ist v = 2 oder grésser, und w =v + 1. 
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VI. Die Gruppen zweiter Gattung (6, = 2) sind ebenfalls immer 

mit nicht ydllstiindiger Degeneration. Hier ist 
v = 2 oder grésser, w= 2v-+ 1. 

Aus dieser Uebersicht ergiebt sich, dass die Gruppentypen sich 
wesentlich auf 6 reduciren, bei zweien jedoch mit zwei Abarten. Soweit 
die Untersuchungen bis heute fortgeschritten sind, so gelingt es immer, 
die auf Flichen héherer Ordnung in endlicher Zahl auftretenden Ge- 
raden in diese verschiedenen Gruppentypen abzusondern. Es ist uns 
jedoch bis heute noch nicht gelungen, einen vollstindigen Beweis dafiir 
zu erbringen, dass dem tiberhaupt immer so sein miisse. Wir zweifeln 
jedoch nicht daran, dass sich die Sache immer so verhilt, und hoffen 
auch den Beweis hierfiir noch geben zu kénnen. In diesem Falle wird 
es nun leicht sein, mit Hiilfe der einfachen Gesetze der Ein- und An- 
schiebungen von Gruppen auf derselben Fliche, die wir in niichster 
Abhandlung darstellen werden, all die Flachen aufzufinden, auf denen 
gerade Linien in endlicher Anzahl liegen. 


Ziirich, 1. October 1886. 








Ueber die Transitivitatsgrenze der Substitutionengruppen, 
welche die alternirende ihres Grades nicht enthalten. 


Von 


Aurrep Bocuert in Breslau. 


Die wichtige Frage nach der Grenze der Transitivitiit einer Sub- 
stitutionengruppe von » Buchstaben, die weniger als die Hiilfte aller 
in diesen Buchstaben méglichen Substitutionen enthilt und also weniger 
als » — 2 fach transitiv ist, (d. h. nach der gréssten Zahl von Buch- 
staben, die sich mittels der Substitutionen einer solchen Gruppe gleich- 
zeitig durch ebenso viele beliebig unter den Buchstaben dieser Gruppe 
gewahlte ersetzen lassen) hat zwar Herrn C. Jordan zu mehreren 
schénen Siitzen*) gefiihrt, vermége deren man zu allen in bestimmten 
Zahlen gegebenen Werthen des Gruppengrades », soweit absehbar, 
sehr niedrige Werthe der fraglichen Grenze erhilt; viel niedrigere 
wenigstens, ausser fiir die kleinsten Gruppengrade, als vermdge 
friiher von ihm gefundener Beziehungen**), welche die Transitivitats- 
grenze nicht so wie diese Siitze von der besonderen zahlenmissigen 
Beschaffenheit von » abhingig machen, sondern mehr durch regel- 
miissig wachsende Functionen dieser Zahl bestimmen. Auch giebt 
Herr Jordan den neueren Grenzen ihrer ganzen Art nach entschieden 
den Vorzug. 

Aber zugleich weist er doch selbst auf die Ungewissheit hin, in 
der man sich bei dem Wenigen, was von dem Gesetze der Primzahlen- 
folge bis jetzt bekannt ist, tiber das Mass von Genauigkeit befindet, 
das diesen Grenzen allgemein genommen zukommt, auch nur im Ver- 
gleiche zu jenen friiheren;-und solange dieser Mangel besteht, bleibt 
wohl jeder Fortschritt in der durch letztere bezeichneten Richtung, 
d. h. in der Bestimmung der Transitivitiitsgrenze durch regelmissig 
wachsende Functionen des Gruppengrades, von Werth; um so mehr, 
wenn sich diese Functionen so gestalten, dass die Wahrscheinlichkeit 


*) Bulletin de la Société Mathématique de France, I, 1873. 
**) Jordan, Traité des Substitutions, 1. II, c. I, § 8. 1870. 
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nicht von vornherein ausgeschlossen ist, in einzelnen Fallen auch 
wirklich gendauere Grenzen aus ihnen zu erhalten, als selbst aus jenen 
Jordan’schen Siitzen. 

Kinen solchen Fortschritt glaube ich nun im Folgenden auf einem 
neuen Wege mit verhiiltnissmiissig einfachen Mitteln erreicht zu haben, 
und zwar auf Grund von Beziehungen zwischen dem Transitivitiits- 
grade und der kleinstméglichen Buchstabenzahl einer von der iden- 
tischen verschiedenen Substitution der Gruppe, aus denen sich schon 
fiir diese Zahl, was mir auch an sich nicht ohne Bedeutung scheint, 
von jenem Grade abhiingige untere Grenzen von ihnlicher Héhe 
ergeben, wie fiir die ganze Buchstabenzahl der Gruppe. 

Ich erhalte unter Anderem folgende Sitze: 

1. Hat man irgend 2 Potenzen positiven ganzen Grades verschie- 
dener Primzahlen, und ist t nicht kleiner als die Summe dieser Potenzen, 
so kann eine Gruppe von n Buchstaben, welche die alternirende nicht 
enthalt, und von deren Substitutionen ausser der identischen keine 
weniger als u Buchstaben versetet, nicht t-fach transitiv sein, wenn es 
nicht eine positive ganze Zahl k giebt der Art, dass n — t weder kleiner 
ist als das Product der kleinsten k von jenen Primzahlpotenzen, noch 


zu—t 
als =“—. 


(2. (Folgerung aus 1. fiir den besonderen Fall u > n — 2). 

Sollen ausser der identischen alle Substitutionen einer t-fach transi- 
tiven Gruppe n-ten Grades, welche die alternirende nicht enthdlt, mehr 
als » —t Buchstaben versetzen, so darf n —t nicht kleiner sein als 
irgend ein Product solcher Potenzen verschiedener Primzahlen und posi- 
tiven ganzen Grades, deren Summe t nicht iibersteigt.) 

3. Hat man irgend z Potenzen positiven ganzen Grades verschie- 


. ne . : : : 
dener Primzahlen, und ist —t nicht kleiner als die Summe dieser 


‘ E 3 
Potenzen, so ist wenigstens das kleinste Product von mehr als rtd 


derselben kleiner als die Buchstabenzahl jeder t-fach transitiven Gruppe, 
welche die alternirende nicht enthilt; ja dieses Product ist, ausser etwa 
in einigen wenigen der Fiille, in denen 2 = 2 ist, schon kleiner als die 
kleinste Buchstabenzahl, auf die sich eine von der identischen ver- 
schiedene Substitution einer solchen Gruppe beschriinken kann. 

Und als Folgerungen daraus Beziehungen der (niherungsweisen) 
Form: 


, __ (log (41)? 
log (qo log (4 %)) 


(log (42 »))? 


t<q log (4 log (Ge )) ” 


und <q 


wie auch: 


q't log (q t) < (log (q, u))? und < (log (g, »))’, 
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in denen man unter q, q, % G> Gi» G2 Bewisse positive Constanten, 
unter log den nach einer 1 iibersteigenden Grundzahl genommenen 
Logarithmus zu verstehen hat, und die fiir jede beliebige die alternirende 
nicht enthaltende Gruppe gelten, wenn wieder m die Buchstabenzahl der- 
selben, ¢ den Transitivititsgrad und w die kleinstmégliche Buchstaben- 
zahl einer von der identischen verschiedenen Substitution der Gruppe 
bedeutet. 

Von den einzelnen Abschnitten der Arbeit ist der erste dazu be- 
stimmt, die allgemeinen Grundlagen des eingeschlagenen Verfahrens 
zu geben; der zweite enthilt eine besonders naheliegende Folgerung 
daraus mit den unter 1. und 2. angefiihrten Siitzen; wiihrend die 
Herleitung der Hauptergebnisse Gegenstand der folgenden Theile ist. 

Was die gebrauchten Bezeichnungen betrifft, so ist die Bemerkung 
vielleicht nicht tiberfliissig, dass unter Buchstabenzahl (Grad) einer 
Substitution wie einer Gruppe nur die Zahl aller wirklich von der 
Substitution, bezw. der Gruppe, versetzten verschiedenen Buchstaben 
verstanden ist; unter Normalform einer Substitution die bekannte nur 
alle solchen Buchstaben enthaltende Darstellung derselben als Zusam- 
mensetzung von Cyklen ohne gemeinsame Buchstaben. 


I. 

Es sei p* irgend eine Primzahlpotenz positiven ganzen Grades 
und § eine Substitution, deren Ordnung, R, durch p* theilbar ist, 
was ja dann und nur dann der Fall ist, wenn auch wenigstens ein 
Cyklus der Normalform von S eine durch p* theilbare Ordnung besitzt. 
Dann hat, da eben R Vielfaches der Ordnungen aller einzelnen Cyklen 


der Normalform von S ist, = wenigstens noch alle diejenigen dieser 


Ordnungen zu Theilern, in denen keine hdhere Potenz von p als die 
h—1* aufgeht; so dass die = te Potenz von S hiéchstens noch Buch- 


staben aus solchen Cyklen der Normalform von S versetzen kann, 
deren Ordnungen durch p* theilbar sind. Und folglich ist die Zahl 
aller in solechen Cyklen dieser Normalform enthaltenen Buchstaben 
keinesfalls kleiner als die Zahl aller von der fraglichen Potenz ver- 
setzten. Diese Potenz ist aber eine von der identischen verschiedene 


Substitution, da ja ihr Exponent, : , nicht Vielfaches der Ordnung 


R von S ist, und gehért wie jede Wiederholung von S zu allen Gruppen, 
die S selbst enthalten. Sie muss mithin ihrerseits mindestens soviele 
Buchstaben versetzen, als eben in irgend einer solchen Gruppe die 
kleinstmédgliche Buchstabenzahl einer von der identischen verschiedenen 
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Substitution betriigt. Und so hat man bei der Gleichheit von Ordnung 
und Buchstabenzahl jeder cyklischen Substitution den iibrigens fast 
unmittelbar einleuchtenden Satz: 


I. Finden sich fiir eine Primzahlpotenz positiven ganzen Grades 
in der Normalform einer Substitution einer Gruppe iiberhaupt Cyklen, 
deren Buchstabenzahl (Ordnung) durch diese Potenz theilbar ist, oder, 
was ja Dasselbe sagt, ist die Ordnung der ganzen Substitution dadurch 
theilbar, so ist die Gesammtzahl der durch solche Cyklen der Normal- 
form versetaten Buchstaben nicht kleiner als die kleinstmigliche Buch- 
stabenzahl einer von der identischen verschiedenen Substitution der Gruppe, 
und also, da ja diese Gesammtzahl als Summe derjenigen Buchstaben- 
zahlen von Cyklen der Normalform, welche die fragliche Primzahl- 
potenz zum Theiler haben, ebenfalls Vielfaches derselben sein muss, 
auch nicht kleiner als das niedrigste nicht unter dieser kleinsten Buch- 
stabenzahl liegende Vielfache der gegebenen Primzahlpotenz. 

Sind also fiir eine Substitution einer Gruppe irgend zg Potenzen 
positiven ganzen Grades verschiedener Primzahlen als Theiler der 
Ordnung gegeben, so gilt in Bezug auf jede einzelne dieser 2 Potenzen 
der eben ausgesprochene Satz, nach welchem von den durch die 
Substitution versetzten Buchstaben nicht weniger als eine gewisse 
durch diesen Satz bestimmte Zahl in solchen Cyklen der Normalform 
der Substitution auftreten, deren Buchstabenzahlen durch die fragliche 
Primzahlpotenz theilbar sind. 

Damit liegt aber augenscheinlich ein besonderer Fall des allge- 
meineren vor, dass von s Dingen nicht weniger als 7, einer gewissen 
ersten von ¢ Bedingungen geniigen sollen, nicht weniger als r, einer 
gewissen zweiten, u. s. w., tiberhaupt nicht weniger als r, einer ge- 
wissen x? der g Bedingungen, unter x nacheinander jede der Zahlen 
1 bis z verstanden. 

Nun ist in der Summe der zg Zahlen, welche angeben, wie viele 
der s Dinge jede einzelne der ¢ Bedingungen erfiillen, welche Summe 
nach den eben gemachten Voraussetzungen nicht kleiner als diejenige 
der z Zahlen r, Xr, ist, jedes der s Dinge gerade sovielmal gezihlt, 
als die Zahl derjenigen unter den zg Bedingungen betriigt, denen es 
gleichzeitig geniigt. Diese Summe stimmt also tiberein mit derjenigen 
der letzteren s Zahlen, d. h. der Zahlen, welche angeben, wie viele 
der z Bedingungen durch jedes einzelne der s Dinge erfiillt werden. 
Und da folglich auch diese neue Summe, die ja der ersten auch des- 
wegen gleich ist, weil jede von beiden die Anzahl aller iiberhaupt 
stattfindenden Fille von Erfillung einer der 2 Bedingungen durch 
eines der s Dinge darstellt, nicht kleiner als 2r ist, so kann nicht 


° P . =r ° . 
jede der s Zahlen, aus denen sie besteht, kleiner als ~~ sein, ja sogar 
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keine derselben, wenn nicht auch mindestens eine von ihnen grésser 
ist. Das heisst aber offenbar, nicht jedes der s Dinge erfillt weniger 


ar ° . e 
als —— der z Bedingungen, sondern entweder mindestens eines der- 


selben mehr, oder jedes genau so viele. 
(Dabei kann der letztere Fall nur unter besonderen Voraussetzungen, 
also nur ausnahmsweise, wirklich eintreten. Denn zu seiner Méglich- 


keit ist ja vor Allem erforderlich, dass ue gerade einer nicht unter 
Null liegenden ganzen Zahl gleich ist, ausserdem aber auch, weil in 


dem fraglichen Falle s - =, d. h. 2r, genau die Zahl aller statt- 
findenden verschiedenen Fille von Erfiillung einer der 2 Bedingungen 
durch eines der s Dinge darstellt, dass alle ¢ Zahlen r mit den nach 
Voraussetzung nicht unter ihnen liegenden z Zahlen, welche angeben, 
wie viele von diesen Dingen jeder einzelnen der ¢ Bedingungen geniigen, 
wirklich einerlei werden kénnen. Und dies ist ja dann und nur dann 
mdglich, wenn auch jede der Zahlen r ganz und nicht negativ ist, 
was sonst offenbar nicht vorausgesetzt zu sein braucht.) 

Man kann also den zwar sehr einfachen, aber fiir das Folgende 
grundlegenden Satz aussprechen: 

II. Sollen von s Dingen nicht weniger als r, einer gewissen ersten 
von # Bedingungen geniigen, nicht weniger als r, einer gewissen zweiten, 
u. s. w,, tiberhaupt nicht weniger als r, einer gewissen x", unter x 
nacheinander jede der 2 Zahlen 1 bis 2 verstanden (wihrend r,, 7,... 1; 
beliebige reelle Werthe haben diirfen, wenn wie gewdhnlich negative 
Zahlen als solche betrachtet werden, die kleiner als Null sind), so 


kann nicht jedes der s Dinge weniger als “. = r, der # Bedingungen 


x=1 

erfiillen; ja sogar keines derselben, wenn nicht auch mindestens eines 
unter ihnen einer grissern Anzahl dieser Bedingungen geniigt. 

Als unmittelbar ersichtliche Folgerung dieses Satzes ergiebt sich: 

III. Geniigen von s durch eine Substitution verseteten Buchstaben 
nicht weniger als r, der Bedingung, dass die Buchstabenzahl (Ordnung) 
der sie enthaltenden Cyklen der Normalform dieser Substitution durch 
eine gewisse x" von 2 Zahlen theilbar ist, unter x nacheinander jede 
der 2 Zahlen 1 bis 2 verstanden, so kann nicht jeder der s Buchstaben 


z= 


weniger als a > fe der so gegebenen 2 Bedingungen erfiillen, d. h. da 
ja keiner zu mehr als einem Cyklus der Normalform gehért, es kann 
nicht jeder durch einen solchen dieser Cyklen versetet werden, dessen 


Buchstabenzahl durch weniger als ~ PO der gegebenen 2 Zahlen 


x=1 
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theilbar ist. Vielmehr muss entweder jeder Cyklus der Normalform, der 

auch nur einen der s Buchstaben enthdlt, genau ~ > dieser z 
x=1 

Zahlen unter den Theilern seiner Buchstabenzahl haben, oder mindestens 

ein solcher Cyklus noch mehr. 

Und das giebt dann offenbar, mit I verbunden, fiir den vorliegen- 
den Fall, in dem ja s zur Gesammtbuchstabenzahl der Substitution 
wird, wihrend die z Theiler durch z Potenzen positiven ganzen Grades 
verschiedener Primzahlen dargestellt werden, und jede der ¢ Zahlen r 
durch die kleinstmégliche Buchstabenzahl einer von der identischen 
verschiedenen Substitution einer Gruppe, der die gegebene Substitution 
angehéren soll, oder genauer, durch das niedrigste nicht unter dieser 
Zahl liegende Vielfache der entsprechenden Primzahlpotenz: 


IV. Gehdrt eine Substitution von s Buchstaben zu einer Gruppe, 
unter deren Substitutionen ausser der identischen keine weniger als u 
Buchstaben versetzt, und ist die Ordnung dieser Substitution theilbar 
durch jede von 2 Potenzen positiven ganzen Grades verschiedener Prim- 
zahlen, so kann nicht jeder von den Cyklen ihrer Normalform weniger 


als a der 2 Primzahlpotenzen unter den Theilern seiner Buchstaben- 
; 1 zx=s 

zahl haben, oder genauer noch, weniger als => Ux, unter den z Zahlen 
zal 

U,...U, die beziiglichen kleinsten nicht unter u liegenden Vielfachen 

derselben z Potenzen verstanden. 
Ja es kann Dies sogar bei keinem dieser Cyklen der Fall sein, 
wenn nicht auch mindestens einer von ihnen eine Buchstabenzahl besitzt, 


xs 


die durch mehr als =, oder genauer, als +> u,, der 2 Primzahl- 


“2=1 


potenzen theilbar ist. 
Mehr als ee der letzteren hat tiberdies, wie aus dem ersten Theile 


des Satzes hervorgeht, mindestens ein Cyklus der Normalform der Sub- 
stitution schon immer dann unter den Theilern seiner Buchstabenzahl, 
wenn u nicht der besonderen Bedingung geniigt, selbst durch jede der 
2 Primzahlpotenzen theilbar zu sein, da ja nur unter dieser Bedingung 


4=3 
3 


© + Zu. 
- ux nicht grésser als —~ ist. 


x=1 
Man erkennt schon jetzt gewisse niichstliegende Schliisse, die sich 
aus diesem Satze ziehen lassen; ist ja doch, da die in ihm auftreten- 
den z Primzahlpotenzen zu einander prim sein sollen, auch immer 
das Product aller derjenigen unter ihnen, durch welche die Buchstaben- 
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/ zahl eines Cyklus der fraglichen Normalform theilbar ist, Theiler dieser 
Zahl und also nicht grésser als dieselbe. Um so weniger ist demnach 
a dieses Product grésser als s, die Buchstabenzahl der ganzen Normal- 


form, oder gar als diejenige der Gruppe, der die letztere entnommen ist. 


di Von Bedeutung werden nun die eben erlangten Ergebnisse gerade 


fiir den hier verfolgten Zweck durch zwei Umstiinde: 

Kinerseits dadurch, dass unter den Substitutionen jeder transitiven 
Gruppe, selbst unter denjenigen derselben, welche noch gewissen be- 
sonderen Bedingungen geniigen, eben in Folge der Transitivitat fir 
jede beliebige Versetzung einer vom Transitivitiitsgrade und diesen 
Bedingungen abhiingigen Anzahl von Buchstaben der Gruppe unter 
} einander mindestens eine zu finden ist, welche diese Versetzung be- 
: wirkt und also die Normalform derselben in ihrer eigenen als Theil 
M q enthilt. Denn da hiernach bei Bestimmung einer jener Substitutionen 
r ; ein Theil der Normalform beliebig gegeben werden darf, so kann man 
“ 7 insbesondere fiir jede von solchen z Potenzen positiven ganzen Grades 
4 verschiedener Primzahlen, deren Summe die grésstmégliche Buchstaben- 
: a zahl dieses Theiles nicht iibersteigt, mindestens einen Cyklus in die 

fragliche Normalform hineinbringen, dessen Buchstabenzahl durch die 
: ee. Potenz theilbar ist, und also auch die Ordnung der ganzen Substi- 
J tution dadurch theilbar machen; indem man nimlich einfach jenen 
a 4 verfiigbaren Theil aus ¢ Cyklen bestehen lisst, welche die gegebenen 
4 z Primzahlpotenzen selbst zu Buchstabenzahlen haben. 
: ‘i Der zweite Umstand ist der, dass die kleinstmégliche Buchstaben- 
. zahl einer von der identischen verschiedenen Substitution in keiner 
Gruppe, welche die alternirende ihres Grades nicht enthalt, unter eine 
gewisse vom Transitivitiitsgrade abhingige Grenze sinken kann. Es 
ist bekanuntlich wenigstens so viel nachgewiesen, dass, wenn wieder u 
jene kleinstmégliche Buchstabenzahl, ¢ den Transitivititsgrad bezeich- 
2 net, in jeder solchen Gruppe « sowohl iiber ¢ selbst liegt*), als tiber 
2t — 4**). 

Richtig ist auch, dass sich die aus der letzteren Zahl fiir w folgende 
untere Grenze 2¢— 3 auf 2¢— 2 erhdhen lisst, wie es Herr Netto 
A thut***), Der Beweis jedoch, den er dafiir giebt, scheint mir nicht 
ausreichend; und da ich einer Berichtigung desselben bisher nicht be- 
gegnet bin, so will ich eine solche an dieser Stelle versuchen, obgleich 
sich weiterhin zeigen wird, dass schon die vorher erwihnten von 


=S -F- FP BS ape 


*) E, Mathieu, Journ, d. math, V, série 2; siehe auch unter **). 
**) Jordan, Traité des Substitutions, 1. II, c. 1, § 6. 
**t) E. Netto, Substitutionentheorie, Cap. [V, Ls, VI. 


Mathematische Annalen, XXIX. 
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Mathieu und Jordan gefundenen Grenzen geniigen, um ausgehend 
davon bei héheren Transitivitiitsgraden zu neuen, wesentlich héheren 
unteren Grenzen fiir u zu gelangen. 

Der fragliche Beweis ist nach Vorausschickung des Mathieu’schen 
Satzes « > ¢ so gefiihrt, dass man sich eine Substitution U der kleinsten 
Buchstabenzahl « aus der vorgelegten ¢-fach transitiven die alternirende 
nicht enthaltenden Gruppe durch eine solche, in Folge der ¢-fachen 
Transitivitit stets vorhandene, Substitution S derselben Gruppe trans- 
formirt denkt, welche in einer Darstellung der Normalform von U 
die ersten ¢ — 1 Buchstaben, 2, bis 2_,, unversetzt lisst, den ¢t 
dagegen, ,, durch einen andern, 24, der nimlichen Normalform 
ersetzt, der ja nach jenem Satze noch verfiigbar sein muss. Dadurch 
ergiebt sich eine U ihunliche Substitution, S-'US, die mindestens ¢ 
der Buchstaben von U, niamlich 2, ...2%:-1, %+, ebenfalls versetzt 
und offenbar nicht weniger als ¢ — 2 davon, x, bis x;_2, auf dieselbe 
Weise. Kine Zusammensetzung dieser neuen Substitution mit der 
Umkehrung von U, U-!.S-'US oder S-1US.U-', die ja ebenso 
wie U und S selbst zur Gruppe gehért, kann somit nicht mehr als 
u + u—t— (¢{—2) = 2u — 2¢-+ 2 Buchstaben versetzen, da sich 
darin die Versetzungen von mindestens ¢ — 2 aufheben, nimlich eben 
die von 2, bis 2-2. Und daraus wird dann 2u — 2¢-+2> 4, also 
u>2t—2 gefolgert, auf Grund der Voraussetzung, dass u die 
kleinstmégliche Buchstabenzahl einer von der identischen verschiedenen 
Substitution der Gruppe ist. 

Diese Folgerung ist nun insofern nicht berechtigt, als die Méglich- 
keit des Zusammenfallens der fraglichen Zusammensetzung mit der 
identischen Substitution, oder, was ja auf dasselbe hinauskommt, der 
Transformirten S~'US von U mit U selbst, noch nicht ausgeschlossen 
ist, und zwar wegen eines Mangels an Allgemeinheit in der fiir die 
Normalform von U gegebenen Darstellung, der anscheinend durch die 
Beschaffenheit der entsprechenden Form in dem vorausgeschickten Be- 
weise des Satzes u > ¢ veranlasst ist. In dieser Darstellung sind 
naimlich ¢— 1 und ¢** Buchstabe, z;; und 2,, ohne Weiteres dem- 
selben’ Cyklus zugewiesen, so dass x, zugleich derjenige Buchstabe 
wird, den U an die Stelle von 2,_, treten liisst; eine besondere An- 
nahme, unter der allerdings die Substitution S-'US nothwendig von 
U verschieden ist, da sie ja dann den getroffenen Bestimmungen zu- 
folge z,, nicht in denselben Buchstaben umwandelt wie U, sondern 
in den von a verschiedenen 2;4,. Es bleibt aber offenbar noch der 
Fall denkbar, dass in allen irgendwie geschriebenen Normalformen 
von Substitutionen kleinster Buchstabenzahl der Gruppe ¢ — 1'* und 
tet Buchstabe in verschiedene Cyklen fallen, der erstere also auf das 
Ende des einen, der letztere auf den Anfang des nichsten. 
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(Dieser Fall tritt ein, wenn die Ordnungen aller jener Substitutionen 
Theiler von ¢— 1 sind; z. B. schon in der von Mathieu gefundenen 
5-fach transitiven Gruppe von 12 Buchstaben, in der u=—8, also 
gerade = 2¢ — 2 ist, und die fraglichen Ordnungen 2 und 4 betragen, 
Denn die Ordnung jeder Substitution kleinstméglicher von Null ver- 
schiedener Buchstabenzahl in einer Gruppe muss ja zugleich die jedes 
Cyklus ihrer Normalform sein, d. h. jede solche Substitution muss regel- 
miissig sein, da sonst unter ihren Potenzen, die ja als solche derselben 
Gruppe angehéren, von der identischen verschiedene Substitutionen 
noch geringerer Buchstabenzahl vorkommen wiirden. In dem gedachten 
Falle kénnte es nun geschehen, dass jede Substitution der Gruppe, die 
in irgend einer Normalform einer Substitution kleinster Buchstabenzahl 
derselben die ersten ¢— 1 Buchstaben unversetzt lisst, den ¢', x, 
dagegen in einen andern, 2;4,, der namlichen Normalform umwandelt, 
diese letztere nur in sich selbst transformirt, indem sie einfach den 
ganzen Cyklus, dem 24, entnommen ist, an die Stelle desjenigen 
bringt, der 2, und also keinen der vorhergehenden ¢ — 1 Buchstaben 
enthilt, oder, wenn der Cyklus derselbe ist, seine Buchstabenfolge 
ohne sonstige Aenderung so verschiebt, dass 24, auf den Platz des 
Anfangsbuchstabens xz, kommt. In der erwihnten 5-fachen transitiven 
Gruppe von 12 Buchstaben ist dem auch wirklich so. Denn es ver- 
schwinden ja in dem fraglichen Falle aus der Zusammensetzung von 
U-* und S-'US die Versetzungen der ersten ¢— 1 Buchstaben der 
Normalform von U, nicht nur die der ersten ¢ — 2, da die Cyklen, 
welche diese ¢— 1 Buchstaben enthalten, von denselben dann gerade 
ausgefillt werden und somit unverindert aus U in die Transformirte 
S- US ibergehen. Jene Zusammensetzung kann also dann keinesfalls 
mehr als « + u — ¢ — (¢—1) = 2u — 2¢-+ 1 Buchstaben versetzen; 
so dass, wenn sie von der identischen Substitution verschieden sein 
sollte, 2u — 2¢-+1>w sein miisste, d. hh. w>2¢—1, nicht wie 
in jener Gruppe = 2¢ — 2). 

Die Liicke, welche der Beweis hier lasst, ist indessen leicht aus- 
zufiillen, wenn man sich fiir diesen Fall die transformirende Substitution 
S so in der Gruppe gewihlt denkt, dass sie zwar wieder die ersten 
t—1 Buchstaben, 2, bis 2;-1, in der Darstellung der Normalform 
von U, die ja jetzt von der Art (a, 2,...)...(.. + %p—g U1) (@%.. +) 
sein soll, ungeindert lisst, fiir den ¢", 2, aber nicht einen andern 
Buchstaben derselben Normalform, sondern einen nicht darin vorkom- 
menden, etwa 2,4: setzt, also 


UO = (0, 2.) ooo (oo + Meme Meas) (%-. -) 


in 


S27 0S = (4%, 2%, ee -) eee a o + Leg X—1) (up ee -) 
3* 
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transformirt, Mdglich ist ja bei der ¢-fachen Transitivitit der Gruppe 
und der fiir « bestehenden oberen Grenze n — ¢-+ 1, unter n wieder 
den Gruppengrad verstanden, auch das immer, wenn ¢ nicht < 2 ist; 
eine Einschrinkung, die hier gar keinen Belang hat, da der Satz 
u > 2t—2 sogar fiir jeden der unter 3 liegenden Werthe von ¢ selbst- 
verstindlich ist. 

Bei diesem Verfahren, demselben, das Herr Jordan zur Her- 
leitung der Beziehung u > 2¢ — 4 angewandt hat, ist jeder Méglich- 
keit vorgebeugt, dass U durch S nur in sich selbst transformirt werden 
kénnte, indem eben dafiir gesorgt ist, dass die Transformirte S-'US 
keinesfalls durchweg dieselben Buchstaben versetzt, wie U. Hierbei 
wird allerdings die Zahl derjenigen Buchstaben, die als beiden Sub- 
stitutionen gemeinsame bekannt sind, gegen friiher um 1 vermindert; 
dafiir heben sich aber diesmal, wie schon bemerkt, in einer Zusam- 
mensetzung von U- mit S-'US nicht nur die Versetzungen der 
ersten ¢ — 2 Buchstaben auf, sondern offenbar die der ersten ¢ — 1. 
Und so ergiebt sich schliesslich auch fiir diesen Fall, dass eine solche 
Zusammensetzung nicht mehr als 2u — 2¢-+ 2 Buchstaben versetzen 
kann, nimlich nicht mehr als w+ u— (¢—1) —(¢—1); und dass 
folglich 2u — 2¢+2>u, also w>2¢—2 sein muss, da ja diese 
Zusammensetzung nach dem Gesagten nothwendig eine von der iden- 
tischen verschiedene Substitution ist, und zwar offenbar eine solche 
der Gruppe. 

Hiernach gilt also in der That ganz allgemein der Satz, dass in 
keiner ¢-fach transitiven Gruppe, welche die alternirende nicht ent- 
halten soll, die kleinstmégliche Buchstabenzahl u einer von der iden- 
tischen verschiedenen Substitution kleiner als 2¢— 2 sein kann; eine 
untere Grenze von u, deren Vergleichung mit der schon erwihnten 
oberen » —¢-++1 noch zu dem auch von Herrn Netto (a. a. O. Lehrs. VII) 
ausgesprochenen Ergebnisse fiihrt, dass fiir jede solche Gruppe, unter 
m wieder den Grad derselben verstanden, n —¢-+ 12> 2¢— 2 ist, 


und folglich n > 3¢ — 3, oder ¢ <= +1. 


Es mag nun, wie gesagt, zuniichst eine besonders naheliegende 
Anwendung der im Vorhergehenden entwickelten allgemeinen Sitze 
gegeben werden, die zwar mit den spiiteren Hauptergebnissen in keinem 
nothwendigen Zusammenhange steht, wohl aber durch Verbindung mit 
denselben eine gewisse Bedeutung erlangt, und auch an sich vielleicht 
in mancher Hinsicht bemerkenswerth ist. 
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Da niimlich eine ¢-fach transitive Gruppe eine solche ist, deren 
Substitutionen die gleichzeitige Ersetzung von irgend ¢ unter den 
Buchstaben der Gruppe durch ebenso viele beliebige derselben gestatten, 
so miissen sich insbesondere alle méglichen Ersetzungen verschiedener 
Anordnungen derselben ¢ Gruppenbuchstaben durch einander mittels 
Substitutionen einer derartigen Gruppe ausfiihren lassen. Das heisst 
aber offenbar: fiir jede gegebene Substitution in nicht mehr als ¢ Buch- 
staben einer ¢-fach transitiven Gruppe n' Grades findet sich in dieser 
Gruppe mindestens eine Substitution, deren Normalform diejenige der 
gegebenen als Theil enthilt und in ihrem andern Theile héchstens 
noch » — ¢ Buchstaben versetzt. 

Sind nun irgend z Potenzen verschiedener Primzahlen und positiven 


z=s 


hops oh : 
ganzen Grades gegeben, p,' bis p.*, deren Summe , > p. , nicht 


groésser als ¢ ist, so kann die Normalform einer Substitution von nicht 
mehr als ¢ Buchstaben insbesondere aus ¢ Cyklen bestehen, welche 
diese ¢ Potenzen zu Buchstabenzahlen haben. Auch fir alle méglichen 
Normalformen dieser besonderen Art muss es daher in jeder ¢-fach 
transitiven Gruppe n'" Grades Substitutionen geben, deren Normal- 
formen dieselben als Theile enthalten und in ibren anderen Theilen 
nicht mehr als » —¢ Buchstaben zahlen. In jeder solchen Substitution 
ist aber, nach Satz I im ersten Abschnitt, fiir jede der gegebenen 
z Primzahlpotenzen, weil dieselben eben Buchstabenzahlen von Cyklen 
der Normalform sind, die Gesammtzahl der Buchstaben aller derjenigen 
Cyklen dieser letzteren, deren Ordnung durch diese Potenz theilbar 
ist, nicht kleiner als w, wenn darunter wieder die kleinstmégliche 
Buchstabenzah] einer von der identischen verschiedenen Substitution 
der Gruppe verstanden wird. Und da von dieser Gesammtzahl gerade 
so viel auf den gegebenen Theil der Normalform entfillt, als die 
fragliche Primzahlpotenz selbst, etwa p}*, betrigt, niimlich die Buch- 
stabenzahl des einen darin vorkommenden Cyklus, dessen Ordnung 
durch diese Potenz dargestellt wird, so bleibt fiir den anderen Theil 
immer noch mindestens « — ps d. h. es finden sich von den durch 
ihn versetzten Buchstaben, deren » — ¢ nicht tibersteigende Zahl mit 
s bezeichnet werden mége, immer noch nicht weniger als u — pie in 
solehen Cyklen desselben, deren Buchstabenzahlen Vielfache von pi 
sind, wobei also x nach einander jede der z Zahlen 1 bis ¢ bedeuten 
kann. Unter der Voraussetzung, dass die Gruppe die alternirende 
nicht enthalt, ist nun wu — poe grésser als Null, da ja nach dem vor- 
erwahnten bekannten Satze Mathieu’s dann wu iiber ¢ und also sogar 


liber >)p?* liegt. Um so mehr ist dann folglich s grésser als Null, 


x=1 
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d. h. der fragliche Normalformtheil ist dann auch wirklich vorhanden; 
was ja in dem andern Falle, wo selbst die s umfassende Zahl n—t<2, 
und « <3 ist, nicht sicher, und wenn insbesondere n — t < 2 wird, 
geradezu unméglich ist. Und somit giebt es unter derselben Voraus- 
setzung nach Satz III (Abschnitt I) in diesem Normalformtheile min- 
destens einen Cyklus, dessen Buchstabenzahl durch nicht weniger als 


+s u- p*) = < (™ - Si) der gegebenen Primzahlpotenzen 
x=1 x=1 


theilbar ist, und also, wenn & die kleinste nicht unter dieser Grenze 
liegende ganze Zahl bezeichnet, die hier, wo ja schon wu selbst 
>>" ist, jedenfalls Null ibersteigt, offenbar nicht kleiner sein 
x=1 
kann, als das Product der kleinsten k unter jenen zu einander primen 
z Potenzen, Um so weniger ist dann aber s als Buchstabenzahl des 
ganzen den fraglichen Cyklus enthaltenden Normalformtheils kleiner 
als dieses Product; so dass, wenn TI, dasselbe darstellt, unter den 
gemachten Voraussetzungen gleichzeitig die beiden Beziehungen be- 


stehen: 
1 — 
s>T und k> ry (+ - 5); 


z=1 


deren zweite auch in die Gestalt 


i =s8 . 
s> E (+ — Si) 


x=1 


gebracht werden kann, da ja k ebenso wie s positiv ist. Nun ist 


s<n—t, und P p)* <t; man hat also hier offenbar erst recht: 
es=1 
n—t>T, und n—t>“*—*, 
und damit den Satz: 

V. Hat man irgend z Potenzen positiven ganzen Grades verschie- 
dener Primzahlen, und ist t nicht kleiner als die Summe dieser Potenzen, 
so kann eine Gruppe n” Grades, welche die alternirende nicht ent- 
halten, und von deren Substitutionen ausser der identischen keine weniger 
als u Buchstaben versetzen soll, nicht t-fach transitiv sein, wenn es 
nicht eine positive ganze Zahl k giebt der Art, dass n — t weder kleiner 


ist als das Product der kleinsten k von jenen 2 Primzahlpotenzen, noch 
als su—t 
: k 

Von den Folgerungen, die dieser Satz gestattet, wenn irgend 
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eine der Zahlen m, ¢ und uw, oder wenigstens eine geeignete Grenze 
dafiir, als Function der andern beiden gegeben ist — der héchste 
Werth von 2 ist ja iiberhaupt nur Function von ¢ — mag nachstehende 
hervorgehoben werden: 

Unter der besonderen Voraussetzung, dass « grésser als n — ¢ 
ist, also den schon erwihnten grésstméglichen Werth n — ¢ + 1 hat, 
kann » —# nicht > want sein, wenn nicht % > fut ist, d. h. 
wenn nicht die ganze und positive Zahl k der Bedingung ¢>(¢—k) u 
geniigt. Das ist aber hier, wo die Gruppe die alternirende nicht ent- 
halten soll, und also w >¢ sein muss, nur méglich, wenn k nicht 
kleiner als z selbst ist. Und so ergiebt sich als besonderer Fall des 
Satzes V: 

VI, Sollen ausser der identischen alle Substitutionen einer t-fach 
transitiven Gruppe von n Buchstaben, welche die alternirende nicht 
enthalt, mehr als n—t Buchstaben versetzen, so darf n —t nicht 
kleiner sein als irgend ein Product solcher Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen und positiven ganzen Grades, deren Summe t nicht tibersteigt. 

Doch erscheint dieser Satz nur seiner Herleitung wegen erwihnens- 
werth, gegentiber einem von Herrn Jordan gefundenen (Journ. d. math. 
2, XVII), nach welchem keine Gruppe der fraglichen Art von mehr 
als 12 Buchstaben mehr als dreifach transitiv sein kann. 


Was den Gebrauch des Satzes V betrifft, so ist es zuniichst leicht, 
in jedem gegebenen Falle Grenzen zu finden, innerhalb deren die in 
ihm vorkommende Zahl & sicher wihlbar ist. Ist niimlich # der 
grésstmoégliche, k’ der kleinstmégliche Werth dieser ganzen Zabl, so 
hat man, da ja mit zunehmendem & der Werth von TT, wiichst, der 
von “ as : dagegen abnimmt, offenbar die Beziehungen: 


t 


Try > n —t >“ nm SS 


k’—1 
Es ist auch nicht schwer, aus den beiden durch den Satz V ge- 
gebenen Beziehungen 


1) n—t>Th und 2) n—t>**—* 


>n—t>M. 


unter Entfernung von k eine bestimmte functionsmiissige Abhiingigkeit 
zwischen », t,¢ und w herzuleiten. Man erhiilt eine solche z. B, schon 
auf folgende einfache Weise: 

Die Bedingung, dass die Summe der fraglichen ¢ Primzahlpotenzen 
t nicht iibersteigen soll, wird offenbar durch die Annahme erfiillt, dass 


keine dieser Potenzen grésser als — ist; eine Annahme, die ja zu ihrer 
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Méglichkeit nur erfordert, dass sich bis zur Grenze — hinauf wenigstens 


, ; : oo t 
2 verschiedene Primzahlen finden; was wieder der Fall ist, wenn — 


wenigstens nicht kleiner als die 2° in der wachsenden Reihe aller 
Primzahlen ist, d. h. a >p,, oder ¢>zp,, unter p,’ diese 2° Prim- 
zahl verstanden. Dabei kann selbstverstiindlich immer noch jede der 


. ~ t . — - 
# Primzahlpotenzen der oberen Grenze — so nahe wie méglich gewablt 


werden, also die héchste ihrem Werthe nach 4 nicht tibersteigende 
Potenz positiven ganzen Grades ihrer Grundzahl sein. Ist aber fiir 


eine solche Potenz, p*, schon pt! > -, so ist, da ja h als positive 


ganze Zahl mindestens 1 betrigt, erst recht p?" ><, also p* selbst 


4 
>(4) . Und folglich darf man die besondere Bestimmung treffen, 


dass Letzteres bei allen in Rede stehenden z Primzahlpotenzen der Fall, 


4 
d. h. der Werth einer jeden grésser als (<) sein soll, ohne ¢ dadurch 


einer anderen Beschriinkung zu unterwerfen, als héchstens der erwihn- 
ten ¢> zp,. 


Ak 
Thut man dies, so wird das Product Tl, grésser als (=) , und also 


hk 
nach Beziehung 1) auch » — ¢ > (=) . Aus dieser positiven Un- 


gleichung folgt weiter, wenn log den nach irgend einer 1 iibersteigen- 
den Grundzahl genommenen Logarithmus bedeutet: 


log (n—t) > = k log (=): 


Und damit braucht man offenbar nur noch Beziehung 2), n—t>—, 


in geeigneter Weise zu verbinden, um bei den positiven Werthen von 
t . : . 
n — t, log (n—?), log (<), zu — ¢ und & sofort eine von & freie Ab- 


hingigkeit der gesuchten Art zu erhalten, niimlich: 


(n—t) log (n—t) > + (2u—t) log (4), 


die also unter der Voraussetzung, dass die Gruppe die alternirende 
nicht enthilt, wenigstens fiir alle diejenigen positiven ganzen Werthe 
von 2 besteht, welche der Bedingung ¢ > zp, geniigen. 

Diese Ungleichung gilt nun augenscheinlich um so mehr, wenn 
w« in ihr durch eine kleinere Zahl ersetzt wird. Man kann sie dem- 
nach durch blosses Einsetzen von u frei und zu einer Beziehung 





Ueber die Transitivitiitsgrenze von Substitutionengruppen.. 41 


zwischen ¢, 2 und » allein machen, sobald irgend eine in diesen Zahlen 
ausgedriickte untere Grenze von w gegeben ist. Die héchste vorliufig 
verfiigbare allgemeine Grenze dieser Art, wenigstens oberhalb ¢ = 2, 
ist die im ersten Abschnitt nachgewiesene 2¢ — 2; immer unter der 
Voraussetzung, dass die Gruppe die alternirende nicht enthilt, Aber 
es lisst sich von vornherein ersehen, dass die Hinfiihrung dieser Grenze 
in die fragliche oder irgend eine andere auf dem eingeschlagenen Wege 
zu erlangende Beziehung keine Transitivitaitsgrenze liefern kann, die 
niedriger, oder auch nur ebenso niedrig wire, als diejenige, die Herr 
Jordan in seinen schon erwihnten friiheren Untersuchungen (s. Anm. 1) 
durch functionsmissige Beziehungen zwischen » und ¢ gegeben hat, 


fir grosse Werthe von ¢ durch n —t>t# (==*—1), unter q die 


n—t 
t 


lich sicher nicht grésser als 2 


unmittelbar iiber - liegende Primzah] verstanden, die ja bekanut- 


n—t 
t 
Denn dieser Weg kann ja nach dem, was Eingangs des Abschnittes 
dariiber gesagt ist, keinesfalls zu einer hdheren unteren Grenze fiir 
nm — t fiihren, als sie durch die kleinstmégliche Buchstabenzahl eines 
solchen Cyklenproductes einer Normalform gegeben wird, in welchem 


diejenigen Cyklen, deren Buchstabenzahlen durch pee theilbar sind, 
zusammen nicht weniger als u’ — p’* Buchstaben zihlen, unter w’ die 
héchste verfiigbare untere Grenze von w, und unter p** nach einander 
jede von zg Potenzen positiven ganzen Grades verschiedener Primzahlen 
verstanden , pr bis p, deren Summe ¢ nicht iibersteigt. Und diese 
kleinste Buchstabenzahl kann ihrerseits ihrem Begriffe nach nicht grésser 


xs 


ist. 


sein als die Summe P u,, wenn u, das kleinste nicht unter u’ — pe, 
x=1 
und also das grésste unter u’ liegende Vielfache von p. * (x ==1,2,...8) 
bedeutet; da > ue selbst die Buchstabenzahl eines Cyklenproductes 
x=1 
der angegebenen Art darstellen kann, wie offenbar in dem besonderen 
Falle, dass dieses Product aus ¢ Cyklen besteht, welche die ¢ Viel- 
fachen u,’ bis u, zu Buchstabenzahlen haben. Mithin kann auch die 
fragliche untere Grenze von »—¢ nicht tiber >t liegen. Letztere 
sal 
Summe betrigt aber héchstens 2(u’—1), da ja jedes der ¢ Vielfachen 
kleiner als u’ sein soll. So lange folglich fiir « keine héhere untere 
Grenze zu Gebote steht, als 2¢ — 2, kann sich fiir » — ¢ hier keine 
héhere ergeben, als 4(2¢—3). Und selbst diese wird, wenn ¢ tiber eine 
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gewisse Grésse hinaus wachst, von der erwihnten Jordan’schen Grenze 
noch iiberschritten, wie eine genauere, weiterhin auch gegebene, Be- 
stimmung der nur von ¢ abhaingigen oberen Grenze von ¢ zeigt. Soviel 
ist tibrigens in Bezug auf diese letztere Grenze sofort zu erkennen, 
dass sicher 2? < t, also ¢ selbst < /¢ bleibt. Denn ¢ gentigt ja der 
Bedingung, dass es ¢ Potenzen verschiedener Primzahlen und positiven 
ganzen Grades geben soll, deren Summe nicht grésser als ¢ ist, und 
diese Summe iibersteigt offenbar noch die der ersten ¢ ungeraden Zahlen, 
die ja 2? betriagt. 


Ill. 


u 


Die Bedeutung des Ausdruckes ae in Satz IV (Abschnitt 1) weist 


auf den Vortheil hin, den es fiir die Anwendung dieses Satzes zur 
Bestimmung der Transitivitatsgrenze einer die alternirende nicht ent- 
haltenden Gruppe haben wiirde, neben einer méglichst hohen unteren 
Grenze fiir z eine mdglichst niedrige obere der Gestalt qu fir s zu 
kennen, d. h. fiir die Buchstabenzahl einer solchen Substitution der 
Gruppe, deren Ordnung durch jede von z Potenzen positiven ganzen 
Grades verschiedener Primzahlen theilbar ist. Es liegt daher nahe, 
nachzusehen, ob man ohne allzustarke Beschrinkung des Werthes 
von z eine solche Substitution aus einer mdglichst geringen Anzahl 
zur selben Gruppe gehdériger Substitutionen der Buchstabenzahl u, d. h. 
der kleinsten, auf die eine von der identischen verschiedene Substitution 
der Gruppe beschriinkt sein kann, zusammenzusetzen vermag, etwa 
schon aus zweien. 

Das wiirde sich fiir irgend einen gegebenen Werth der Anzahl z 
mit solchen zwei dieser Substitutionen thun lassen, von denen die eine, 
U,, jeden Buchstaben einer gewissen Reihe von x, A,==4@,, Go, ..., Gx, 
durch denjenigen gleicher Stellenzahl einer gewissen andern Reihe von 
ebenso vielen Buchstaben; B, = b,, b,, ..., bx, ersetzt, wihrend die 
zweite, U,, in derselben Weise an die Stelle von B, eine neue An- 
ordnung der Buchstaben von A, bringt, A,’ = a,', a,,..., Gx, der 
Art, dass die Ordnung der durch (4°) = (Gv AA aad an) dar- 
gestellten Substitution in diesen Buchstaben ¢ Primzahlpotenzen der 
angegebenen Beschaffenheit unter ihren Theilern hat. Denn diese 
Substitution wiirde ja dann einen Theil der von der Zusammensetzung 
U, U, bewirkten Versetzungen bilden, indem die letztere A, iiber B, 
in A, umwandeln wiirde, so dass in der That auch die Ordnung dieser 
Zusammensetzung durch alle jene zg Primzahlpotenzen theilbar wire. 

Nun giebt es in jeder ¢-fach transitiven Gruppe zu jeder gegebenen 
Substitution derselben mindestens eine thnliche, in der an den Stellen 
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irgend einer ¢ nicht tibersteigenden Anzahl unter den von der ge- 
gebenen versetzten Buchstaben ebensoviele beliebig in der Gruppe ge- 
wihlte stehen, insbesondere also auch dieselben Buchstaben in irgend 
einer neuen Anordnung. Denn nach dem Begriffe der Transitivitit 
finden sich ja in der Gruppe fiir alle méglichen Ersetzungen von ¢ 
ihrer Buchstaben durcheinander oder andere ¢ der Gruppe Substitu- 
tionen, welche diese Ersetzungen ausfiihren; es muss also darin, bei 
dem ferneren Umstande, dass alle Transformationen von Substitutionen 
einer Gruppe durcheinander wieder nur zu Substitutionen der niamlichen 
Gruppe fiihren, auch mindestens eine Substitution vorkommen, welche 
die gegebene in eine von der behaupteten Art transformirt. Und 
folglich giebt es auch in jeder ¢-fach transitiven Gruppe, wenn die 
sonst beliebig aus den Buchstaben derselben herauszugreifenden Reihen 
von je x, A, und B,, keinen Buchstaben gemein haben, und 2x 
nicht grésser als ¢ ist, zu jeder Substitution der Gruppe, S,, die A, 
durch B, in der gegebenen Aufeinanderfolge ersetzt, mindestens eine 
ahnliche, weil daraus durch Transformation zu erhaltende, S,, in der die 
2x Buchstaben von A, und B, ihre Pliitze so gegeneinander ver- 
tauscht haben, dass, wieder in der gegebenen Folge, B, fiir A, steht, 
und fiir B, eine beliebig gewahlte neue Anordnung der Buchstaben 
von A,, A,. Und da eben letztere hierbei ganz willkiirlich bleibt, 
so dass die Ersetzung von A, durch A,’, die ja von der Zusammen- 
setzung S,S, itiber B, hinweg ausgefiihrt wird, jede mégliche Sub- 
stitution in den x Buchstaben von A, darstellen kann, so lasst sich 
auch jede solche Substitution durch eine Zusammensetzung von zwei 
Substitutionen der angegebenen Art bewirken. 

Zur Erledigung der gestellten Frage bedarf es also nur noch einer 
Untersuchung dariiber, wie es sich bei einer der hier in Betracht 
kommenden Substitutionen von « Buchstaben mit der Zahl x verhiilt, 
d. h. mit der Buchstabenzahl einer Reihe A,, fiir welche die Sub- 
stitution eine durchweg aus neuen Buchstaben bestehende Reihe B, 
setzen soll. Angenommen, aus den Buchstaben irgend einer Substitu- 
tion sei eine Reihe von x, A,, von der Art der Reihe A, heraus- 
gegriffen, also von der Kigenschaft, dass die Substitution keinen Buch- 
staben von A, durch einen schon in dieser Reihe enthaltenen ersetzt. 
Dann finden sich unter den iibrigen von der Substitution versetzten 
Buchstaben héchstens doppelt so viele, d. h. 27, die sich mit den x 
von A, zu keiner Reihe von x + 1 der gleichen Art vereinigen lassen, 
nimlich offenbar nur die x der Reihe, die in A,, und andererseits 
die mit den vorigen méglicherweise ganz oder zum Theil tiberein- 
stimmenden x, in die A, durch die Substitution verwandelt wird; also 
nur immer die einem Buchstaben von A, in der letzteren cyklisch 
benachbarten, die in einen zusammenfallen, wenn der Cyklus von 
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zweiter Ordnung, d. h. eine Transposition, ist. Soll demnach x seinen 
grésstméglichen Werth haben, soll also nach Abzug dieser héchstens 
2x Buchstaben und der x von A, selbst tiberhaupt keiner der von 
der Substitution versetzten Buchstaben mehr tibrig sein, so darf 3x 
nicht kleiner sein als die Gesammtzah] dieser letzteren; d.h. fiir keine 
Substitution kann die grisste Zahl von Buchstaben, die sich so heraus- 
greifen lisst, dass keiner derselben durch die Substitution in einen schon 
unter ihnen vorkommenden verwandelt wird, weniger als '/, der ganzen 
Buchstabenzahl betragen. 

Soll aber eine ¢-fach transitive Gruppe die alternirende ihres Grades 
nicht enthalten, so kann auch die kleinstmégliche Buchstabenzahl einer 
von der identischen verschiedenen Substitution derselben, d. h. w, nach 
der erwihnten von Hrn. Jordan dafiir gegebenen Grenze (s. Anm. 4), 
die hier geniigt, nicht kleiner als 2¢— 3 sein; und da somit, wie 
leicht ersichtlich, die kleinste nicht unter einem Drittel dieser Buch- 
stabenzahl liegende ganze Zah] keinesfalls weniger als die grésste nicht 


iiber + liegende betriigt, so kann fiir jede solche Substitution, auch 


der kleimsten Buchstabenzahl, die in Frage stehende Zahl x, d. h, 
die Buchstabenzahl einer Reihe, die von der Substitution in eine Reihe 
von lauter neuen Buchstaben umgewandelt wird, die ihre durch 2% <¢ 
gesetzte Grenze wirklich erreichen. Und bei Beschrinkung auf die 
bekannte Mathieu’sche Grenze u > ¢ wiirde sich auf dieselbe Weise 
wenigstens ergeben, dass x der kleinsten iiber '/, ¢ liegenden ganzen 
Zahl gleich sein kann. 

Das Erhaltene lisst sich offenbar dahin zusammenfassen, dass: 

(VII,) wenn irgend eine t-fach transitive Gruppe gegeben ist , welche 
die alternirende nicht enthdlt, wnd eine beliebige von der identischen ver- 


t 
schiedene Substitution derselben, S,, wenn ferner [=] die grosste nicht 
tiber b liegende ganze Zahl bedeutet, sich fiir jede méigliche Art, 


2 
liche Substitution, S,, der Gruppe finden liisst von der Beschaffenheit, 


t . , . 
[<] Buchstaben untereinander zu versetzen, eine der gegebenen S, chn- 


: ‘ er ; t 
dass eine Zusammensetzung beider, S,S,, im gewissen [+ der von 


ihnen versetzten Buchstaben die vorgeschriebene Versetzung bewirkt, und 
also die Normalform der letzteren in der ihrigen als Theil enthiilt. 
Fiir den vorliegenden Fall nun, in welchem es ja darauf ankommt, 
die Ordnung der fraglichen Zusammensetzung durch méglichst viele 
und grosse Potenzen positiven ganzen Grades verschiedener Primzahlen 
theilbar zu machen, ist es, wie man leicht sieht, am vortheilhaftesten, 


jene beliebige Versetzung von [<] Buchstaben untereinander so zu 
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wihlen, dass die Cyklen ihrer Normalform solche Potenzen selbst zu 
Buchstabenzahlen haben. Und da dies fiir irgend solche z Potenzen 
positiven ganzen Grades verschiedener Primzahlen méglich ist, deren 


Summe a nicht tibersteigt, so hat man als unmittelbare Folgerung 
von VII,: 

VIIL,. Ist irgend eine t-fach transitive Gruppe, G, gegeben, welche 
die alternirende nicht enthdlt, und aus derselben eine beliebige Substi- 
tution, U,, der Buchstabenzahl u, d.h. der kleinsten, auf die eine von 
der wudlentischen verschiedene Substitution der Gruppe beschrinkt sein 
kann; hat man ferner irgend 2 Potenzen verschiedener Primzahlen und 


- ; 7 ‘ 1 
positiven ganzen Grades, deren Summe nicht grésser ist als = t; so kann 


man in derselben Gruppe G immer eine der gegebenen U, chnliche Sub- 
stitution U, finden der Art, dass in der Normalform der durch eine 
Zusammensetzung beider, U, U,, dargestellten Substitution 2 Cyklen auf- 
treten, deren Buchstabenzahlen die gegebenen 2 Primzahlpotenzen sind, 


t 


und zwar als einzige Versetzung in [<] der von den susammensetzenden 


Substitutionen U, und U, versetzten Buchstaben, unter [+] wie immer 


die grisste nicht tiber 4 liegende ganze Zahl verstanden. 


Man kann eben — um den Gedankengang des Beweises hier kurz 
zu wiederholen — aus den « Buchstaben der gegebeuen Substitution 
U, bei der fiir w bestehenden unteren Grenze stets eine Reihe von 

§ 
2 
von lauter nicht in A vorkommenden Buchstaben umgewandelt wird, 


und dann, wenn A’ eine neve Anordnung der [<] Buchstaben von A 


|, A, herausgreifen, die von der Substitution in eine andere, B, 


bezeichnet der Art, dass die Normalform von (4); d, h. derjenigen 


Substitution in diesen Buchstaben, die A durch A’ ersetzt, aus ¢ Cyklen 
der verlangten Eigenschaft besteht, die gegebene Substitution U, mit 
Benutzung der ¢-fachen Transitivitit der Gruppe durch eine Substi- 
tution derselben so transformiren, dass B an die Stelle von A, und 
A’ an die von B tritt, immer in der gegebenen Buchstabenfolge. 
Dadurch erhilt man eine derselben Gruppe angehérige, der gegebenen 
U, iihnliche Substitution, U,, die B in A’ umwandelt, und das ist 
eine solche der behaupteten Art. Denn eine Zusammensetzung der- 
selben mit der gegebenen, U, U,, ersetzt ja A durch A’, so dass die 
Normalform dieser Zusammensetzung die z Cyklen der Normalform von 


(4°) als einzige in den [<] Buchstaben von A bewirkte Versetzung 


> 


enthalten muss. 
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In einer solchen Zusammensetzung ist also in der That eine Sub- 
stitution der gesuchten Beschaffenheit gefunden. Sie enthialt unter 
den Theilern ihrer Ordnung z Potenzen verschiedener Primzahlen und 
positiven ganzen Grades, die nur der Bedingung zu geniigen hatten, 


dass ihre Summe nicht grésser als  ¢ sein durfte; da sich eben in 


ihrer Normalform fiir jede dieser Potenzen ein Cyklus findet, der sie 
zur Buchstabenzahl hat. Sie ist ferner selbstverstindlich eine Sub- 
stitution derselben beliebig gegebenen ¢-fach transitiven, die alter- 
nirende nicht enthaltenden Gruppe, der die beiden sie zusammen- 
setzenden Substitutionen entnommen sind, und fiir die « die kleinst- 
mdgliche Buchstabenzahl einer von der identischen verschiedenen 
Substitution bezeichnet. Und da sie endlich nur aus zwei Substitutionen 
dieser Buchstabenzahl entstehen soll, so ist ihre eigene Buchstabenzahl 
offenbar gleich (2 —@)u, unter g eine spiiter noch niiher zu be- 
stimmende Zahl verstanden, die keinesfalls kleiner als Null ist, sondern 
sogar immer groésser, da ja die zusammensetzenden Substitutionen nach 
dem Vorhergehenden nicht durchweg verschiedene Buchstaben um- 
stellen. Dass andererseits @ nicht grésser als 1 sein kann, ist klar, 
weil eben sonst die fragliche Zusammensetzung weniger als wu Buch- 
staben versetzen wiirde, wihrend sie doch nach dem iiber ihre Ord- 
nung Gesagten eine von der identischen verschiedene Substitution der 
gegebenen Gruppe ist. 

Dies gezeigt, folgt aber aus dem erwaihnten Satze IV (Abschnitt I), 
dass es unter den Cyklen der Normalform einer solchen Zusammen- 
setzung mindestens einen geben muss, dessen Buchstabenzahl durch 

Zu 
@—eu 2—e 
tenzen theilbar ist (s = (2 — @)) und daher nicht kleiner als das 
kleinstmégliche Product aus ebensovielen derselben, da ja diese Po- 
tenzen zu einander prim sein sollen, so dass auch immer das Product 
derjenigen von ihnen, durch die eine Zahl theilbar ist, Theiler dieser 
Zahl und also nicht grésser als dieselbe ist. Ja es muss sogar, ab- 
gesehen von dem hier offenbar belanglosen Falle z= 9 =—1, immer 


. ° ° z 
mindestens einer jener Cyklen mehr als =— 





nicht weniger als der gegebenen ¢ Primzahlpo- 


der z Potenzen unter 





den Theilern seiner Buchstabenzahl haben; weil ja sonst demselben 
Satze zufolge die Buchstabenzahl eines jeden von ihnen durch genau 
so viele theilbar sein miisste, wihrend doch ¢ dieser Cyklen zu Buch- 
stabenzahlen nur je eine der ¢ Primzahlpotenzen selbst haben sollen, 


und nach dem von og Geltenden 1 eben nur dann = werden 





9 a= 
- 


kann, wenn sowohl z als 9 =1 wird. Ist aber, wie hieraus hervor- 
geht, schon die Buchstabenzahl eines einzelnen Cyklus der fraglichen 
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Normalform nicht kleiner als das kleinstmégliche Product aus nicht 


weniger, bezw. sogar mehr als 





= der gegebenen z Primzahl- 
potenzen, d. h. als das Product der kleinsten & unter ihnen, wenn k 
& 





die kleinste nicht unter, bzw. sogar iiber liegende ganze Zahl 


2—e 
bezeichnet, so kann um so weniger die Buchstabenzahl der ganzen 
Normalform, (2 — @) u, unter diesem Producte liegen; dieselbe muss 
vielmehr stets grésser sein, da ja andernfalls die fragliche Normalform 
iiberhaupt nur aus einem einzigen solchen Cyklus bestehen kénnte, im 
Widerspruche damit, dass schon ein Theil derselben, der nicht mehr 


als + und also sicher nicht alle ihre Buchstaben umfasst, 2 Cyklen 


aufweisen soll. Stellt also Tl, jenes Product dar, so ist immer 
(2— e)u> Th; und da andererseits (2— @)u, die Buchstabenzahl 
der fraglichen Normalform, nicht grésser als » sein kann, wenn wieder 
m die Buchstabenzahl der ganzen beliebig gegebenen ¢-fach transitiven, 
die alternirende nicht enthaltenden Gruppe ist, der diese Normalform 
angehért, so hat man auch sofort 


n >(2—e)u> Th. 


Das giebt offenbar den sich als Folgerung aus VII, und IV dar- 
stellenden Satz: 


VIII. Hat man irgend z Potenzen positiven ganzen Grades ver- 
schiedener Primzahlen, und ist >t nicht kleiner als die Summe dieser 


Potenzen, so muss die Buchstabenzahl jeder t-fach transitiven Gruppe, 
welche die alternirende nicht enthalten soll, grésser sein als das kleinst- 


; < - der gegebenen 2 Potenzen, 


ja, abgeschen von dem belanglosen Falle 2 =o = 1, sogar aus mehr 
derselben, unter @ eine gewisse positive nicht tiber 1 liegende Zahl ver- 
standen (irgend eine Zahl nimlich, die der immer erfiillbaren Bedingung 
geniigt, dass, wenn u die kleinstmigliche Buchstabenzahl einer von der 
identischen verschiedenen Substitution der fraglichen Gruppe bezeichnet, 
(2 — 9) u die Buchstabenzahl einer Substitution sein kann, die sich 
aus zwei cu dieser Gruppe gehdrigen einander dhnlichen Substitutionen 
von je u Buchstaben zusammensetet, und deren Normalform unter ihren 
Cyklen 2 enthilt, welche die gegebenen 2 Primzahlpotenzen zu Buch- 
stabenzahlen haben). 

Auch muss dann schon (2 — 9) grisser als jenes Product sein, 
d. h. als dasjenige der kleinsten k unter den gegebenen 2 Primzahl- 


potenzen, wenn k die kleinste nicht unter, bew. sogar diber ; _ : liegende 


ganze Zahl bedeutet; oder, was ja dasselbe sagt, es muss jede von der 





migliche Product aus nicht weniger als 
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identischen verschiedene Substitution einer t-fach transitiven, die alter- 
nirende nicht enthaltenden Gruppe mehr Buchstaben versetzen, als der 
(2 — o@)te Theil dieses Productes betrigt. 


Bestimmtere functionsmiissige Beziehungen von » und u zu ¢ 
lassen sich aus diesem Satze, d. h. aus nm > (2 — e) wu > Th, zunichst 
wieder mittels eines schon im vorigen Abschnitte beniitzten einfachen, 
freilich nur eine erste Anniherung darstellenden, Verfahrens ableiten; 
indem man nimlich der Bedingung, dass die Summe der sonst be- 
liebigen in Rede stehenden zg Potenzen positiven ganzen Grades ver- 


schiedener Primzahlen nicht grésser als = t sein darf, durch die Fest- 
setzung Geniige leistet, dass jede dieser Potenzen die héchste ihrem 


t 
Werthe nach —— 


nicht iibersteigende Potenz positiven ganzen Grades 
ihrer Grundzahl ist. Das ist offenbar méglich, sobald es nur irgend 
z verschiedene Primzahlen giebt, von denen keine grésser als — ist; 
was ja wieder fiir jeden Werth der ganzen positiven Zahl ¢ der Fall 
= wenigstens nicht kleiner wird als die zgte in der 
wachsenden Reihe der Primzahlen, d. h., unter p, diese gte Primzahl 


ist, fiir den - 


™ t 
verstanden, fiir den = 


9 
~ 


>Pp.z, also (>2zp, ist. 


Unter jener Festsetzung muss, aihnlich wie friiher, jede der 2 Prim- 


i we , 
zahlpotenzen grésser als (4) sein, da ja sonst auch das Quadrat 
der Potenz, also eine hdhere Potenz positiven ganzen Grades der- 


selben Grundzahl der Annahme entgegen noch nicht iibersteigen 


oe 
wiirde. Und folglich ist dann, bei dem von Null verschiedenen Werthe 
von k, selbst das Product der kleinsten & unter diesen Potenzen, Tl, 


- t , . 
noch grosser als (5) was man nur mit der Beziehung 


} 


n>(2—e)u>Th 


zu verbinden hat, um sofort 


n>(2—e)u> (t)" 


zu erhalten. 
Nun liegt nach den im Satze dafiir gegebenen Bestimmungen k 
jedenfalls nicht unter =" und g weder unter Null noch iiber 1; 


so dass offenbar um so mehr 
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t tae 
n>(2—e)u> (+) , 
und 2 


m sowohl als 2u > GE) 
sein muss. 
Daraus ergeben sich noch etwas einfachere Beziehungen, die freilich 
auch noch etwas weniger genaue Grenzen liefern, durch die Bestimmung 


dass die nach unten hin offenbar nicht beschriinkte positive ganze 


Zahl zg nicht grésser als <Vvi werden soll, also — nicht grésser 


als i, eine Bestimmung, die von ¢=5 an aufwiirts schon in der 
ohnehin bestehenden Bedingung 2¢p, <¢ enthalten ist, da dann die 
z’° Primzahl, p,, grésser ist als die 2° ungerade Zahl, und also auch 
grésser als 2z. Man erhiilt auf diese Weise: 


n> (2—e)u>t?, 


und 
m sowie 2u > ie 


was ja fiir jeden unter 5 liegenden Werth der Anzahl z ohne Weiteres 


gilt, da dann der Werth von #°~®, und erst recht der von 


i nicht iiber ¢ selbst liegt, wihrend doch » und uw hier immer 
grosser als ¢ sind. 

In allen diesen Beziehungen darf also der Werth von z wenigstens 
unter allen denjenigen positiven ganzen Zahlen beliebig gewahlt werden, 
die der Bedingung ¢>2zp, geniigen, unter p, die ¢'° Primzahl ver- 
standen; und sie gelten dann fiir jede beliebige ¢-fach transitive, die 
alternirende nicht enthaltende Gruppe von » Buchstaben, fiir die u 
die kleinstmégliche Buchstabenzahl einer von der identischen ver- 
schiedenen Substitution bedeutet. 

Von Belang werden sie freilich erst fiir hhere Werthe von z, und 
also hohe von ¢; fiir solche bezeichnen sie aber, da ja ¢ mit ¢ un- 
begrenzt wachsen kann, offenbar schon einen wesentlichen Fortschritt 
gegeniiber den in der Kinleitung erwihnten ilteren Jordan’schen Be- 
ziehungen ahnlicher Art. 


(Fortsetzung folgt.) 
Breslau, im August 1886. 
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Ueber Gruppen von Bewegungen. 
(Zweite Abhandlung.) 
Von 


A. Scnénries in Gittingen. 


Die nachfolgende Abhandlung ist bestimmt, die im 28 Bande 
dieser Annalen, p. 318—342, begonnenen Untersuchungen zu Ende 
zu fihren. Diejenigen Gruppen, deren Hilfsgruppe*) die cyklische 
Gruppe, resp. die Vierergruppe ist, habe ich a. a. O. bereits simmtlich 
abgeleitet. Es sind daher noch diejenigen allgemeinen Bewegungs- 
gruppen aufzustellen, welche die Diedergruppen fiir » — 3,4, 6, die 
Tetraedergruppe und die Oktaedergruppe als Hilfsgruppe besitzen. 

Dazu soll zunachst ein allgemeiner Satz bewiesen werden, der 
iibrigens auch auf die in der ersten Abhandlung betrachteten Gruppen 
Anwendung findet. 


§ 5. 
Isomorphismus der allgemeinen Gruppen mit den Hilfsgruppen. 
1. Sind & und Y%, zwei Bewegungen von gleichem Winkel und 


parallelen Axen, so ist, wie ich in der ersten Abhandlung (§ 2, 1) 
gezeigt habe, das Product 


A+ - A, — rt, 
d. h. es ist einer Translation fiquivalent. Sind daher % und Y%, zwei 


derartige Bewegungen derselben Gruppe, so giebt es stets eine Trans- 
lation t der Gruppe, so dass 


A=—A-c 


ist; d.h. die Bewegung U, kann durch Multiplication von YU mit einer 
Translation der Gruppe erhalten werden. 


*) Die Hilfsgruppe ist § 1,4 definirt worden. Die Paragraphenzahlen 1 bis 4 
beziehen sich auf die erste Abhandlung. 
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2. Hieraus ziehen wir sofort einen wichtigen Schluss. Sei naimlich 
G irgend eine Rotationsgruppe, [ eine allgemeine Gruppe, welche G 
zur Hilfsgruppe hat, und [, die in [ enthaltene ausgezeichnete Trans- 
lationsgruppe. Ist alsdann %° eine Rotation der Gruppe G, und 
eine Bewegung von [, deren Axe a zu a’ parallel ist, und deren 
Rotationswinkel gleich demjenigen von %’ ist, so erhalten wir alle 
derartigen Bewegungen von T, indem wir YM mit der Translations- 
gruppe VT, multipliciren. 

3. Aus der mehrfach angefiihrten Thatsache, dass bei der Zu- 
sammensetzung von Bewegungen der Drehungswinkel der resultirenden 
Bewegung allein von den Drehungswinkeln der zusammengesetzten Be- 
wegungen abhingt, folgt nun unmittelbar, dass die Gruppen G und T 
isomorph sind, und zwar so, dass der Identitét der Hilfsgruppe G die 
Translationsgruppe T, von T und jeder Drehung 


a’ (FF) 


von G in der Gruppe T eine wnendliche Reihe von Bewegungen 


a (==, t), A, =, «,), A, +s, t) stale: 


entspricht, deren Axen siimmtlich parallel sind, und die sich ergeben, 
wenn die Translationsgruppe T, mit irgend einer Bewegung U, dieser 
Rethe multiplicirt wird*). 

4. lsomorphe Gruppen besitzen dieselbe Art der Zusammensetzung. 
Diejenigen Rotationsgruppen, welche Hilfsgruppen allgemeiner Be- 
wegungsgruppen sein kénnen, besitzen aber die Eigenschaft, dass sie 
sich durch Multiplication der ausgezeichneten Untergruppe mit einer 
einzigen Drehung erzeugen lassen. 

In der That ergiebt sich die Diedergruppe durch Multiplication 
der cyklischen Gruppe mit einer Umklappung, die Tetraedergruppe 
durch Multiplication einer Vierergruppe mit einer Drehung um 120°, 
und die Oktaedergruppe durch Multiplication der Tetraedergruppe mit 
einer Drehung um 90°; und zwar hat diese Drehung in jedem Fall 
nur die eine einzige Bedingung zu erfiillen, dass sie die beziigliche 
Gruppe, d. h. resp. die cyklische Gruppe, die Vierergruppe, die Tetraeder- 
gruppe in sich selbst tiberfihrt. 

5. Aus dem Isomorphismus der allgemeinen Bewegungsgruppen 
mit den Hilfsgruppen folgt demnach sofort, dass jede allgemeine Be- 
wegungsgruppe durch Multiplication der ausgezeichneten Untergruppe 
mit einer einzigen Bewegung UX hergestellt werden kann, und zwar ist 
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass wir wirklich 


*) Vgl. § 8, 3. 





: 
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neue Gruppen erhalten, wiederum nur die, dass die Bewegung % die 
ausgezeichnete Untergruppe in sich iiberfiihrt. 

6. Der Isomorphismus der allgemeinen Gruppen mit den Hilfs- 
gruppen lisst sich auch benutzen, um die Frage zu beantworten, wie- 
viele Schaaren gleichberechtigter Geraden eine allgemeine Gruppe 
enthilt. 

Sei wieder [ eine allgemeine Gruppe und G@ ihre Hilfsgruppe. 
Von den Axen von G kénnen in Folge der Drehungen dieser Gruppe 
nur diejenigen zusammenfallen, welche gleichberechtigt sind. Alle 
gleichberechtigten Axen von G kénnen durch eine von ihnen ver- 
treten werden, die im iibrigen beliebig ist. Seien jetzt a’, b,c... 
diejenigen Geraden von G, welche in diesem Sinne alle in G ent- 
haltenen Axen zu reprasentiren im Stande sind, so ist die Zahl der 
Schaaren gleichberechtigter Geraden von T so zu bestimmen, dass wir 
untersuchen, in wie viele solcher Schaaren die zu a’, b,c’... parallelen 
Geraden von T zerfallen. 

7. Jede Rotationsgruppe G enthilt Untergruppen G,, G,, G,... . 
Das analoge folgt daher auch fiir die allgemeinen Bewegungsgruppen [, 
und zwar folgt aus dem Isomorphismus noch insbesondere, dass alle 
diese Untergruppen [,, f,, f, ... dieselbe Translationsgruppe be- 
sitzen wie [, nimlich [, Da [, unendlich viele Untergruppen besitzt, 
so ist leicht ersichtlich, dass es auch in [ unendlich viele solcher 
Untergruppen giebt; jede beliebige in [, enthaltene Untergruppe [/ 
liefert im Allgemeinen Gruppen [,’,T,’, T,’..., die zu G,, G,, G,... 
isomorph sind, Ich will hierauf nicht naher eingehen, bemerke jedoch 
ausdriicklich, dass wenn im Folgenden von Untergruppen einer all- 
gemeinen Gruppe [ die Rede ist, stets nur solche gemeint sind, 
welche dieselbe Translationsgruppe besitzen, wie [ selbst. 


§ 6. 
Die Hilfsgruppe ist die Diedergruppe. 


1. Aus dem Vorstehenden folgt, dass sich jede allgemeine Gruppe, 
deren Hilfsgruppe die Diedergruppe ist, durch Multiplication einer der 
Gruppen ©(3), ©(4), €(6) mit einer einzigen Bewegung 


§ (x, t) 


ergiebt, deren Axe senkrecht zu den Axen dieser Gruppen liegt. 

Die fiir die Axen der allgemeinen cyklischen Gruppen eingefiihrte 
Bezeichnung Hauptaxen und Nebenaxen soll fiir die allgemeinen 
Diedergruppen beibehalten werden. Ferner sollen analog zu § 4 die 
Ebenen, welche die zu den Hauptaxen senkrechten Geraden enthalten, 
wieder Hauptebenen heissen. 
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2. Ich schicke zunichst noch einige Hilfssitze voraus. 
Aus bekannten Gesetzen tiber Zusammensetzung von Bewegungen 
ergiebt sich leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes: 


Ist (42 " ta) eine Schraubenbewegung um a als Axe, und § (z, t) 


eine Bewegung, deren Axe h in einer zu a senkrechten Ebene ¢ liegt, 
so liefert das Product aus M% und § eine Bewegung §,(z, ¢,), deren 
Axe h, in einer ebenfalls zu a senkrechten Ebene ¢, liegt, und zwar 


so, dass ¢ und e, den Abstand “ t, besitzen, und h und h, den Winkel 


n = e e ° 
= mit einander einschliessen. 


Ist daher = die kleinste Gleitungscomponente, welche in einer 
der Gruppen €(3), €(4), (6) auftritt, so folgen die Hauptebenen 


im Abstand os auf einander. 


Kommen in einer Gruppe Drehungen a’ (42.) vor, so liegen in 
jeder Hauptebene Axen aller Richtungen. 

Axen, welche in zwei benachbarten Hauptebenen liegen, kénnen 
nicht gleichberechtigt sein. Dagegen muss es in zwei Hauptebenen, 


deren Abstand < ist, stets gleichberechtigte Axen geben. 


7 Diese Siatze sind wichtig, um ftr jede Diedergruppe die Lage der 
in die Hauptebenen fallenden Axen zu bestimmen. Ich habe dieselben 
ausfiihrlich angefiihrt, um nicht bei jeder einzelnen Gruppe darauf 
zuriickkommen zu miissen, 

3. Wir betrachten zunichst die aus den Gruppen €(3)*) ab- 
leitbaren allgemeinen Diedergruppen (3). Die zugehdérige Hilfsgruppe 
enthilt Umklappungsaxen von drei verschiedenen Richtungen, welche 
simmtlich gleichberechtigt sind. Das analoge gilt daher auch fiir die 
allgemeinen Gruppen. 

Die Translationsgruppen der Gruppen ©(3) haben (§ 3) die Eigen- 
schaft, dass die primitiven Translationen, die in eine Hauptebene 
fallen, gleich und parallel zu zwei Seiten eines reguliren Dreiecks 
sind, also jedenfalls nicht auf einander senkrecht stehen. Daraus folgt 
(§ 3, 7), dass die Axen h einer Hauptebene fiir jede Richtung je eine 
Gruppe ©,’ bilden; und daraus folgt weiter, dass, welches auch die 
Richtung dieser Geraden h ist, stets eine zu h parallele Gerade h’ 
existiren muss. Die allgemeinen Diedergruppen D(3) lassen sich daher 


*) Von je zwei Gruppen des § 3, welche sich nur durch den Windungssinn 
der Schraubenbewegungen unterscheiden, werde ich in dieser Abhandlung immer 
nur eine zur Erzeugung neuer Gruppen benutzen, Dies geschieht deshalb, weil 
die Axenvertheilung vom Windungssinn unabhingig ist. 








54 A, Scuénrtizs. 


stimmtlich durch Multiplication der Gruppen © (3) mit einer Umklappung 
H’ erzeugen. 

4, Fiir jede der Gruppen ©(3) bestimmen (§ 3, 11 und 12) die 
Hauptaxen auf den Hauptebenen ein Netz von reguliren Dreiecken. 
Die Umklappung §’ soll aber die Gruppen ©(3), resp. das zugehdrige 
Dreiecksnetz in sich tiberfiihren; also muss h’ mit einer Seite oder Hohe 
eines der Dreiecke zusammenfallen*). 

Die eben fiir die Lage von h’ gefundene Bedingung ist zwar noth- 
wendig, es ist aber jedesmal noch zu untersuchen, ob sie auch hin- 
reichend ist. Dies wird nur dan» der Fall sein, wenn die Umklappung 
§' die Gruppen ©(3) so in sich tiberfiihrt, dass nur gleichartige Axen 
sur Deckung gelangen. 

Wir sahen bereits, dass die Geraden jeder Hauptebene Gruppen 
©,’ bilden, und dass die in die Hauptebene fallenden primitiven 
Translationen t,, t,t, sind. Damit ist (§ 3, 7) fiir jede Hauptebene 
und jede Richtung von h die zugehérige Gruppe ©,', d. h. die Ver- 
theilung der Geraden in den Hauptebenen vollstiindig bestimmt. 

Die Gesammtheit der Geraden h bildet fiir jede Richtung eine 
Gruppe ©,(2). Solcher Untergruppen giebt es fiir jede Diedergruppe 
drei; dieselben sind gleichberechtigt. Nun enthalt die Gruppe ©, (2) 
vier Schaaren gleichberechtigter Axen, also folgt, dass die zu den 
Hauptaxen senkrechten Geraden fiir jede allgemeine Diedergruppe in 
vier Schaaren gleichberechtigter zerfallen. 

Ich bemerke schliesslich, dass von den in den Hauptebenen liegenden 
Geraden diejenigen, welche den Dreiecksseiten parallel sind, von jetzt 
an stets durch h, und die den Dreieckshéhen parallelen durch k be- 
zeichnet werden sollen. 

5. Betrachten wir zunichst die Gruppen ©, (3) und ©,(3). Die 
Axen a, b, ¢ derselben sind simmilich gleichartig, diirfen also 
simmtlich mit einander zur Deckung gebracht werden. Die Um- 
klappungsaxe kanu daher sowohl mit einer Dreiecksseite als auch mit 
einer Dreieckshéhe zusammenfallen, d. h. sowohl eine Gerade h’ als 
eine Gerade k’ sein. 

Tm ersten Falle theilen sich die Hauptaxen a, b, c, wie im § 4, 
in drei Schaaren gleichberechtigter Axen; die zugehdrigen Gruppen ent- 
halten daher im Gangen 7 solcher Schaaren, Wir erhalten zuniichst 
durch Multiplication von ©,(3) mit §° die Gruppe**) 


D, (3) = {6,(3), H'}. 


*) Das Fundamentaldreieck des Netzes ist das Dreieck ABC der Fig. 11 
u. 12 der ersten Abhandlung. Mit AA,, AA,, AA, fallen daher Dreieckshéhen 
zusammen. 


*) J. 130, S. 21. Vgl. die Anmerkung zu § 3, 2 der ersten Abhandlung. 
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In jeder Hauptebene liegen (Fig. 24) Geraden aller drei Rich- 


tungen. Zwei benachbarte Hauptebenen haben den Abstand > t. Die 
Axen sind durch 


a’, b,c, hi, h, hy’, hy 


bezeichnet worden *). 
Die Multiplication der Gruppe ©,(3) mit der 
Umklappung §’ ergiebt die Gruppe**) 


D,(3) = {6,(3), G’}. rr be 
Je zwei benachbarte Hauptebenen haben 


(Fig. 25) den Abstand =. In jeder Ebene 


liegen Axen nur einer Richtung. Die 7 Schaaren 
gleichberechtigter Axen sind wieder durch 


a, b,c, h’, h, hy, h, 


reprasentirt worden. 

6. Fiir die Diedergruppen, welche durch 
Multiplication der Gruppen ©, (3) und ©,(3) mit 
einer Umklappung &’ entstehen, deren Axe i’ 
in eine Dreieckshéhe fallt, mége, um die Be- 
griffe zu fixiren, angenommen werden, dass k’ 
eine Axe a schneidet. Alsdann folgt sofort, 
dass k’ nur Axen a schneidet, und dass durch 
die Umklappung #& die Axen a nur unter sich, 
die Axen 6 und ¢ dagegen unter einander zur 
Deckung gelangen. Fiir die so ableitbaren Dieder- 
gruppen zerfallen daher die Hauptaxen nur in 
zwei Schaaren gleichberechtigter Axen; die eine 
Schaar wird von den Geraden k’ getroffen, die q 
andere nicht. Die Gruppen selbst enthalten daher , | 
nur 6 Schaaren gleichberechtigter Geraden. _- 

Im besonderen erhalten wir durch Multipli- Hy 
cation der Gruppe €,(3) mit &’ die Gruppe***) iit 


D; (3) — {G, (3), R’}. Fig. 9. 


*) Die Figuren sind nach demselben Princip gezeichnet worden, wie die 
zu § 4 gehérigen. Jede Gerade ist im Allgemeinen mit einem Buchstaben ver- 
sehen. Nur bei einigen Figuren, die an sich deutlich sind, ist dies, um die Buch- 
staben nicht zu hiufen, zum Theil unterblieben. Alle Figuren schliessen sich an 
die Figuren 11—14 der ersten Abhandlung an. 

**) J. 132 und 188, S, 19 und 20. 
***) Fehit bei J, 8, 26. 
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In jeder Hauptebene liegen wieder (Fig. 26) Axen aller drei 
Richtungen; zwei benachbarte Hauptebenen haben den Abstand 3 t. 





a, 








Fig. 26. 





Die 6 Schaaren gleichberechtigter Axen sind’ re- 
prasentirt durch 
a, bY, kh’, k, k,’, k,. 
Durch Multiplication von ©,(3) mit &’ er- 
giebt sich die Gruppe*) 


D, (3) = {6,(3), &’f. 

Die Lage der Geraden & und k’ ist (Fig. 27) 
analog zu ihrer Lage in Gruppe ®,(3). Die 
6 Schaaren gleichberechtigter Geraden sind wieder 
durch 

a, b, k’k, k,' k, 
reprasentirt worden. 

7. Es ist noch iibrig, die Gruppe ©, (3) zur 
Erzeugung neuer Gruppen zu benutzen. Dieselbe 


enthalt drei ungleichartige Schaaren von Geraden. Jede Schaar darf 
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Fig. 27. 





Fig. 28. 


durch die Umklappung nur mit sich selbst zur Deckung kommen; 
daher kann die Umklappungsaxe nur mit einer Dreiecksseite zusammen- 


*) Feblt bei J, S. 23 und 24. 
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fallen, d. h. eine Gerade h’ sein. Jede Dreiecksseite schneidet Axen a’, b,c; 
daher giebt es eine Axe h’, die eine Axe a’, d. h, eine Drehungsaxe trifft. 

Hieraus folgt, dass in der durch h’ bestimmten Hauptebene (Fig. 28) 
Geraden aller drei Richtungen vorhanden sind, und das gleiche folgt 
nun fiir jede Hauptebene. Es kénnen jedoch nur die Punkte A von 
mehr als einer dieser Geraden getroffen werden. 

Ist ABC ein Elementardreieck des Dreiecksnetzes, so sind (§ 3, 12) 
die in die Hauptebene fallenden primitiven Translationen der Gruppe 
©, (3) 3BC, 3CA, 3AB; und damit ist die Lage der Geraden h in 
den Hauptebenen wieder bestimmt. 


Die kiirzeste Entfernung zweier Hauptebenen ist < t. Die Geraden 


h’ einer Hauptebene treffen nur den dritten Theil der Axen a’; alle 
Axen a’ werden also erst von den Geraden dreier auf einander folgenden 
Hauptebenen geschnitten. 

Die Gruppe entsteht durch Multiplication von €,(3) mit §’; also 
erhalten wir*) 

D,(3) = {6,(3), 9'}. 
Es giebt 7 Schaaren gleichberechtigter Geraden; sie sind wieder 
durch 

a,b, c, h’, h, hy, hy 
bezeichnet worden. 

8. Die allgemeinen Diedergruppen (4), welche dem Fall n — 4 
entsprechen, ergeben sich durch Multiplication der Gruppen © (4) mit 
einer geeigneten Bewegung §. Die Gruppen €(4) bestimmen auf den 
Hauptebenen ein quadratisches Netz, welches von den Punkten A, B, C 
gebildet wird (vgl. Fig. 13). AA, und AA, geben die Richtungen 
der Seiten dieses Netzes, wihrend AB in eine Diagonale desselben 
fallt. Da die Bewegung § das quadratische Netz in sich tiberfiihren 
muss, so folgt zuniichst, dass die Axe h den Seiten oder Diagonalen 
desselben parallel liuft. 

Die gewodhnliche Diedergruppe » = 4 enthalt zwei Vierergruppen 
als Untergruppen; daher sind auch in der allgemeinen Diedergruppe 
(4) zwei allgemeine Vierergruppen als Untergruppen enthalten. Jede 
derselben ist mit den in einer Gruppe €(4) enthaltenen Gruppen €(2) 
gebildet; die eine iiberdies mit denjenigen Geraden h, welche den Netz- 
seiten parallel laufen, die andere mit denen, welche den Diagonalen 
parallel sind. 

Diese Vierergruppen sind aber durch die Wahl einer einzigen 
Geraden h bestimmt, und daraus folgt, dass wir alle Diedergruppen 
(4) erhalten miissen, indem wir die allgemeinen Vierergruppen auf- 
suchen, welche sich mit den in den Gruppen ©(4) enthaltenen Unter- 


*) J. 131, S. 22, 
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gruppen ©(2) bilden lassen, und iiberdies der Bedingung geniigen, nur 
gleichartige Axen der Gruppe ©(4) im einander iiberzufiihren. Alle 
Vierergruppen, die sich auf diese Weise bilden lassen, fiihren zu all- 
gemeinen Diedergruppen D(4). 

Der Grund, aus welchem ich fiir die allgemeinen Diedergruppen 
(4) diese Art der Ableitung wiihle, ist der, dass sich auf diese Weise 
sofort ein genaues Bild von der Vertheilung der zu den Hauptaxen 
senkrechten Geraden h ergiebt. 

9. Um die Begriffe zu fixiren, sollen von nun an die den Quadrat- 
seiten AA, und AA, (vgl. Fig. 13) parallelen Axen durch h, h’, und 
die den Diagonalen parallelen durch k, k’ bezeichnet werden. Analog 
modgen %, und %, die zugehérigen allgemeinen Vierergruppen sein. 

Bei der gewodhnlichen Diedergruppe » = 4 sind nur die zu ein- 
ander senkrechten Umklappungsaxen gleichberechtigt. Daraus folgt, 
dass bei den allgemeinen Diedergruppen (4) die Vierergruppen &, 
und &, nicht gleichberechtigt sein kénnen. Wenn wir daher fiir Bj, 
wie fiir B, die Zahl der ungleichberechtigten Geraden einer einzigen 2u 
den Hauptaxen senkrechten Richtung bestimmen, so erhalten wir da- 
durch die stimmtlichen wungleichberechtigten Geraden h, resp. k der 
Diedergruppe. 

10. In den Gruppen G,(4), ©,(4), ©,(4) sind die primitiven 
Translationen 

t, | =AA,, 1, = AA,, 
und die Bewegungen %*, B*, © bilden eine Gruppe €(2). Dieselbe 
bestimmt mit den Axen h die Gruppe %,, deren primitive Trans- 
lationen im Sinne von § 4 durch 


Tl" £ Tz, Ty) Tt; 





zu bezeichnen sind, dagegen mit den Axen k 
eine Gruppe &,, fiir welche im Sinne des § 4 








be 
t rs ° 1 
| { t Tay Ty, Try (tz + Ty) 











die Translationsgruppe bestimmen. 
A LEZ Im besondern bilden fiir die Gruppe ©, (4) 
aa Loy die Bewegungen %?, B?, © eine Gruppe ©, (2). 
FAG Wi Die Gruppe %; ist daher die Gruppe %,, und 
:, . %, kann nur eine der beiden Gruppen %, oder 
%, sein; denn dies sind die einzigen all- 
gemeinen Vierergruppen, die sich mit der Gruppe ©,(2) und den 
vorstehenden Translationen bilden lassen. 
Im ersten Fall erhalten wir (Fig. 29) eine Gruppe*) durch Multi- 
~ *) J. 116, 8. 36, 




















Fig. 29. 
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plication von ©,(4) mit einer Umklappung §’, deren Axe eine Netz- 
seite ist. Sie ist gegeben durch die Gleichung 


D, (4) = {6,4), 9. 
Der kiirzeste Abstand zweier Hauptebenen ist + t. Da alle Axen 


von ©,(4) Drehungsaxen sind, so liegen in jeder Hauptebene Geraden 
aller vier Richtungen. Durch jeden Punkt A und B gehen zwei 
Geraden h’ und zwei Geraden k’. Die Axen a’ und 0’ sind nicht 
gleichberechtigt. Die Gruppe enthalt daher 11 Schaaren gleichberech- 
tigter Axen, bezeichnet durch 


a, 0, c, Wh’, hy’, hy, hy, b’, &, k, k,. 
Ist zweitens G, die Gruppe &B,, so ergiebt sich die zuge- 


hérige Gruppe durch Multiplication von ©, (4) 
mit einer Bewegung 


§(z, s t); 


deren Axe h den Abstand zweier Netzseiten 
halbirt. Wir erhalten also die Gruppe*) 


D, (4) = {6, (4), H}. 
Die Gruppe &; liegt jetzt so, dass (Fig. 30) 
die Schraubenaxen sich in den Punkten A 
und B, die Drehungsaxen in C schneiden. 
Der Abstand zweier Hauptebenen ist wieder 

















oi in jeder Hauptebene liegen Axen aller 

vier Richtungen. Die Axen a’ und b’ sind 

diesmal auch gleichberechtigt; die Gruppe ent- 

hilt daher 8 Schaaren gleichberechtigter Geraden, reprisentirt durch 
a, c,h, hy, kh, k, k,’, k,. 

11. Fir die Gruppe ©,(4) bilden die Bewegungen %*, 8%, € 
eine Gruppe ©,(2); daher ist B, die Gruppe B, und &, eine der 
beiden Gruppen %, oder B,. 

In beiden Fallen ist der Abstand zweier benachbarten Haupt- 





ebenen S t, und jede Hauptebene enthilt nur Geraden einer einzigen 


Richtung. 
Insbesondere erhalten wir im ersten Fall eine Gruppe**), ab- 

geleitet aus ©,(4) und einer Umklappung §’, deren Axe h’ in eine 

Netzseite fallt. Dies giebt 

edi 3(4) = {6,(4), $F. 

*) J. 124, S. 41, 

**) J. 117 und 119, §, 32 und 33. 
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Von den Geraden der Gruppe % gehen (Fig. 31) die Drehungs- 
axen durch A und B, die Schraubenaxen durch C. Die Axen a@ und b 
sind nicht gleichberechtigt; die Gruppe enthalt daher 7 Schaaren gleich- 
berechtigter Axen, bezeichnet durch 


a, 6, ¢, BW, kh, B, & 
Im zweiten Fall kann die Diedergruppe*) aus ©,(4) und der Be- 
wegung § (x, 4 t;) abgeleitet werden, deren Axe A den Abstand 


zweier Netzseiten halbirt. Also erhalten wir 


D,(4) = {6, (4), H}. 
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Die Gruppe B; liegt jetzt so, dass (Fig. 32) die Schraubenaxen 
durch A und B, die Drehungsaxen durch C gehen. Die Axen a und b 
sind diesmal gleichberechtigt; also enthilt die Gruppe 6 Schaaren 
gleichberechtigter Geraden; sie sind bezeichnet durch 

a,c, h, h,, k’,k. 
12. Bei der Gruppe ©,(4) bilden die Bewegungen %?, B*, © 





*) J. 125 und 127, S. 38 und 89. 
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weder B, oder B,. Der Abstand zweier benachbarten Hauptebenen 
ist beidemal — «. 


Im ersten Fall ergiebt sich eine Gruppe durch Multiplication von 
(4) mit der Umklappung §’, deren Axe h’ eine Netzseite ist; also*) 
D; (4) = {6,(4), HF. 

In jeder Hauptebene liegen (Fig. 33)**) Axen von zwei zu ein- 
ander senkrechten Richtungen. Von den Geraden der Gruppe % gehen 
die Drehungsaxen durch A und B, die Schraubenaxen durch C. Da 
a und b nicht zusammenfallen kénnen, enthiilt die Gruppe 11 Schaaren 
gleichberechtigter Axen; sie sind reprisentirt durch 


a, b,c’, W’, hy’, he’, hy, kh’, h, hey’ ky. 
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Die dem zweiten Fall entsprechende ts entsteht durch 
Multiplication von ©,(4) mit einer Bewegung (zx, = «); deren Axe 
h den Abstand zweier Netzseiten halbirt; d. h. 

D, (4) — {6, (4), H}. 

Jetzt gehen die Drehungsaxen der Gruppe %, durch C (Fig. 34), 

*) J. 118, 8, 35. 

**) Die Figur ist mit Riicksicht auf §8 so gezeichnet, dass die Punkte C 


in die Ecken der Grundfliche falien. 
***) J. 126, S 40. 
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und die Schraubenaxen durch A und B. Da a und b zusammenfallen 
kénnen, so enthalt die Gruppe 8 Schaaren gleichberechtigter !Axen ; 
sie sind reprasentirt durch 


a, ¢, h, h,, k, k, ky’, k,. 


13. Werden bei den Gruppen ©,(4) und ©, (4) die in die Haupt- 
ebene fallenden Translationen 


24A,—=1,, 244, =, 


gesetzt, so haben die primitiven Translationen dieser Gruppen die 
Werthe 


SGq+%), Set, (+m) 


Ferner folgt, dass diese Gréssen im Sinn des § 4 gleichzeitig die primi- 
tiven Translationen der Gruppe &%, sind, wahrend sich als primitive 
Translationen der Gruppe %;, ebenfalls im Sinne des § 4, die Werthe 


1 
Tz, Ty, Tr > (te + Ty + t) 


ergeben. Die Gruppe &, ist also in jedem Fall eine Gruppe &%,, 
waihrend %, entweder die Gruppe ¥, oder &, ist. 

Im besonderen entsprechen bei der Gruppe ©,(4) die Geraden c 
den Schraubenaxen, die Geraden a und b den Drehungsaxen von %, 
(vgl. Fig. 16). Es kénnen sich daher nur in den Punkten A oder B 
zwei zu einander senkrechte Geraden h’ schneiden. Nun zeigt die 
Fig. 16, dass beides gleichzeitig stattfindet, jedoch so, dass in den 
einzelnen Hauptebenen abwechselnd nur die Punkte A oder nur die 
Punkte B von zwei Geraden h’ getroffen werden. 

Um daher aus ©,(4) eine Diedergruppe abzuleiten, haben wir 
diese Gruppe mit einer Umklappung §° zu multipliciren, deren Axe 
eine Netzseite, z. B. AA, ist; so ergiebt sich die Gruppe*) 


D,(4)= {6,(4), §'}. 

Der Abstand zweier benachbarten Hauptebenen (Fig. 35 und 36) **) 
ist +t. Da die Gruppe ©, (4) die Drehung a’ (=) enthialt, so liegen 
in jeder Hauptebene Geraden aller vier Richtungen. Im besonderen 
folgt, dass durch A vier Drehungsaxen h’, k’ gehen. .Die Gruppe &, 


enthalt also drei sich schneidende Geraden und ist demnach die 


Gruppe &,. 








*) J. 120, S. 37, 
**) Von Fig. 36 haben wir spiiter in §8 Anwendung zu machen. Die Grund- 
fliche dieser Figur ist ein Quadrat mit der Seite 2.4 B. 
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Aus der Gruppe ©,(4) entsteht daher nur eine Diedergruppe. Sie 
enthalt 10 Schaaren gleichberechtigter Geraden, welche durch 


a’, b, c, h’, h, hy’, hy, K, k, hy’ 


bezeichnet worden sind. 
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14, Bei der Gruppe ©,(4) liefern die Geraden c die Drehungs- 
axen, die Geraden a und b hingegen die Schraubenaxen von B,. Es 
schneiden sich daher nur in den Punkten C zwei zu einander senk- 
rechte Geraden h’. Wir gelangen demnach zu einer Diedergruppe nur 
dadurch, dass wir die Gruppe ©, (4) mit einer Umklappung §’ multi- 
pliciren, deren Axe eine Netzseite ist; d. h, es ist*) 


D; (4) = {6 (4), $'}- 

Die Gruppe &%; ist die Gruppe %,. Die Gruppe %, enthilt 
namlich drei zu einander senkrechte Drehungsaxen. Da aber &? und 
%? keine reiflen Umklappungen sind, so kénnten nur die Geraden ¢’ 
von den Drehungsaxen der Gruppe %, geschnitten werden. Dies ist 
aber nicht méglich, weil dadurch die ungleichartigen Axen a und b 
zur Deckung gelangen wiirden. 








*) J. 121, 8. 34, 
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Der Abstand zweier benachbarten Hauptebenen (Fig. 37 und 38) *) 
ist diesmal + t. In jeder Hauptebene liegen nur Geraden \von zwei 


zu einander senkrechten Richtungen. Dieselben gehéren abwechselnd 
den Gruppen %, und %; an. 
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Die Gruppe enthalt im Ganzen 10 Schaaren gleichberechtigter 
Geraden, bezeichnet durch 


a, b, ¢, W’, hy, h, hy, k’, k, ky. 


15. Die allgemeinen Diedergruppen (6) ergeben sich mit Hilfe 
der cyklischen Gruppen €(6). Die gewdhnliche Diedergruppe » = 6 
besitzt Umklappungsaxen von sechs verschiedenen Richtungen; das 
gleiche gilt daher auch von den allgemeinen Gruppen. 

Ebenso wie fiir die Gruppen (3) beweist man, dass fiir jede 
dieser sechs Richtungen eine Umklappungsaxe h’ existirt; alle Gruppen 
(6) lassen sich daher durch Multiplication von Gruppen ©(6) mit 
einer einzigen Umklappung §' erzeugen. 

Bei den Gruppen €(6) sind alle Hauptaxen a gleichberechtigt. 
Die Punkte A bestimmen (vgl. Fig. 14) ein. Netz von reguliren 


*) Vgl. die Anmerkungen zu Fig. 33 und 36, 
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Sechsecken, resp. Dreiecken. Die Gerade h’ kann daher nur mit den 
Seiten oder den Héhen dieser Dreiecke zusammenfallen. 

Um die Begriffe zu fixiren, werden wir 
die den Netzseiten parallelen Geraden durch 
h, die andern durch k& bezeichnen, und tiber- 
dies stets annehmen, dass die Umklappungs- 
axe in eine Netzseite fiallt, also eine Gerade 
h’ ist. Dies ist erlaubt, da, wie oben gezeigt, 
fiir jede der abzuleitenden Gruppen sowohl 
Geraden h’ wie k existiren. 

Die Lage der Axen h und k in jeder 
Hauptebene ist durch die primitiven Trans- 
Jationen t,, t,, tT, dieser Ebenen wieder be- 
stimmt. 

16. Zuniichst ergiebt sich durch Multi- 
plication von ©, (6) mit §’ die Gruppe*) 
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; ina . Fig. 39 
D, (6) = {€, (6), 9'}. , 
Hier liegen (Fig. 39) in jeder Hauptebene Axen so 
aller sechs Richtungen, Je zwei benachbarte ~~ % |! tas 
: fy ‘ ‘ i ‘} 
Hauptebenen haben den Abstand tT. it me” 44 
Die in einer Hauptebene liegenden Geraden tN it fon. i a 
zerfallen in 4 Classen gleichberechtigter. Die rae His iit 1 
Gruppe selbst enthalt daher im Ganzen 11 solcher ( nt th’: hd 
Schaaren; sie sind durch itt Lit r | 
a, dé, d’, Wh, hy, h,, B, k, by, k, eg Li " i 
bezeichnet worden, AL! i} A 
17. Die Multiplication von ©,(6) mit § |)! {he 4 
giebt die Gruppe**) 
D, (6) = {6,(6), Oh. 








Je zwei benachbarte Hauptebenen haben (Fig. 40) 





den Abstand o t. In jeder Hauptebene liegen 


nur Geraden einer einzigen Richtung; dieselben 
zerfallen in je zwei Schaaren gleichberechtigter. 
Die Gruppe enthalt daher 7 solcher Schaaren, 
namlich 








a, c, ad, h', h, k, k. 


*) J. 108, 8. 53. 


**) J, 109 und 113, 8S. 48 und 49. Die Figur enthilt eine Hauptebene weniger, 
als sonst, 


Mathematische Annalen, XXIX. 5 
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18. Ferner leiten wir aus ©,(6) und §' die Gruppe*) 
D; (6) = {©;(6), 9'} 


ab. Fiir sie haben je zwei benachbarte Hauptebenen (Fig. 41) den 


Abstand ; t. Die Umklappung D’ bestimmt mit §' eine gewdhnliche 


Vierergruppe; also enthilt die durch h’ gelegte Hauptebene Geraden 
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von zwei zu einander senkrechten Richtungen. Dies gilt fiir jede 
Hauptebene. 

In jeder Hauptebene liegen vier Schaaren gleichberechtigter Axen. 
Die Gruppe selbst enthilt daher 11 solcher Schaaren, bezeichnet durch 


a,c, d', Wi’, h, hy, h,, &, &, k,’, k,. 
19. Endlich ergiebt sich aus ©,(6) und §’ die Gruppe**) 
D, (6) = {€, (6), 9} . 
Je zwei benachbarte Hauptebenen haben (Fig. 42) den Abstand + ¢. 


Die Existenz der Bewegung ©’ zeigt, dass fiir diese Gruppe die durch 





*) J. 110 und 112. S. 50 und 51. 


o*) J. 111. 8. 58. 
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h’ gelegte Hauptebene Axen h' von drei verschiedenen Richtungen 
enthilt; analog enthilt die benachbarte Ebene Axen k’ von drei ver- 
schiedenen Richtungen. 

Die in einer Hauptebene liegenden Geraden bilden zwei Schaaren 
gleichberechtigter Axen. Die Gruppe enthalt daher 7 solcher Schaaren, 


bezeichnet durch 
a,c, d,h, hl’, k, k. 


20. Setzen wir in den Gruppen D, (3), D,(3), D,(4), D,(4) und 
D,(6) die Translation t= 0, so ergeben sich die speciellen Gruppen 
Dy (3), Do (3), Do(4), Do (4), Dy(6)*). Dieselben sind dadurch cha- 
rakterisirt, dass bei ihnen alle Geraden h nnd k in dieselbe Ebene 
fallen. 


§ 7. 
Die Hilfsgruppe ist die Tetraedergruppe. 
1. Die gewohnliche Tetraedergruppe lisst sich durch Multiplication 
der Vierergruppe mit einer einzigen Drehung SV’ (=) erzeugen. Ihre 


Axe r’ liegt so, dass §t' die drei Axen der Vierergruppe in einander 
iiberfiihrt. 

Das analoge gilt nach § 5 fiir die allgemeinen Tetraedergruppen. 
Dieselben enthalten also allgemeine Vierergruppen als Untergruppen, 
und die drei verschiedenen Axenschaaren derselben miissen durch die 
Bewegungen der Tetraedergruppen in einander iibergefiihrt werden 
kénnen. Es lassen sich daher nur diejenigen Gruppen des § 4 zur 
Erzeugung von allgemeinen Tetraedergruppen benutzen, bei welchen 
die Axen symmetrisch nach den drei Richtungen liegen; d. h. die 
Gruppen B,, B,, B,, B, By. Gleichzeitig folgt, dass 


Tz = Ty = T, 
wird. 

2. Die zu §4 gehérigen Figuren, welche die Vertheilung der 
Geraden xz, y, # fiir die beziiglichen Vierergruppen zur Darstellung 
bringen, sind im Allgemeinen rechtwinklige Parallelepipeda. Wenn 
Tz, Ty, t, der vorstehenden Gleichung geniigen, gehen sie in Wiirfel 
iiber. Von diesen Wiirfeln werden wir im Folgenden stets ausgehen 
miissen; ich bezeichne dieselben durch w. Sei O irgend ein Eckpunkt 
eines solchen Wiirfels w, und denken wir uns einen Wiirfel mit den 
doppelten Kantenlingen, der mit w den Eckpunkt O und die durch O 
gehenden Kanten gemein hat, so soll dieser Wiirfel mit den in ihm 
liegenden Geraden x, y, 2 durch W bezeichnet werden. 


*) Do (3) fehlt bei J. Die iibrigen Gruppen sind J. 129, 115, 123, 107. 
5* 
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3. Jede allgemeine Tetraedergruppe enthilt Bewegungen von der 
Form 


(=, 4), 


sie enthilt daher irgend welche der Gruppen €(3) zu Untergruppen. 
Nun ist die Axe r von Xt einer Kérperdiagonale des Wiirfels W 
parallel; daher sind die primitiven Translationen der Gruppen B,, B,, 
B,, B;, By sdimmilich so gerichtet, dass sie mit KR eine Gruppe G,(3) 
bestimmen. Dies gilt fiir alle vier Wiirfeldiagonalen. 

Die Gruppe ©,(3) enthilt reme Drehungen. Daraus folgt, dass 
wir die allgemeinen Tetraedergruppen erhalten, wenn wir die Gruppen 
B,, B, B,, By, By so mit einer Drehung K (=) multipliciren, dass 
thre drei Axenschaaren in einander tibergehen, und nur gleichartige 
Axen zur Deckung gelangen. 

Dies wird, wie wir bereits hinzufiigen kénnen, sicher nur dann 
der Fall sein, wenn r’ in eine Diagonale des Wiirfels w hineinfiillt. 

4. Khe wir an die Aufstellung der einzelnen Gruppen gehen, sind 
noch einige Bemerkungen tiber die in ihnen enthaltenen Untergruppen 
©, (3) voranzuschicken. In jeder allgemeinen Tetraedergruppe kommen 
vier solche Untergruppen vor; es geniigt jedoch eine 
derselben zu untersuchen, da sie sich alle vier in 
\ einander iiberfiihren lassen. 

\\ Wir hatten in § 3 die Translationsgruppe von 

\\ % ©, (3) durch 
ON T, Ti, Tm, Tr 
\\ * definirt, und zwar bestand die Gleichung 
| A \ j T+ Tm + tT —T. 

a ty | Die Translationen 1, = OA;, t, = OA,, tT, = OA, 
i \|/  bilden (Fig. 43) eine gerade Pyramide mit regulirer 
\\ Basis, deren Héhe OA => t ist. Verlingern wir die 

— Héhe OA iiber A hinaus bis O', so dass OO'=r 
ist, und verbinden O’ mit A,, An, A,, so sind OO'A,,A,, OO' A, A,, 
OO’ A, A, primitive Tetraeder. Aus den in der ersten Abhandlung 
bewiesenen Siitzen ($1, II) folgt daher, dass auch 

OO =t, OAn=tr, OA, = t%, 

OO =t, COA, =—t,, OA, —t, 

OO =—=t, COA =z, CAn = te 
als primitive Translationen betrachtet werden kénnen. Die Trans- 
lationen t;', t,, Tt, bilden allerdings kein primitives System; dagegen 
sind, wie das vorstehende lehrt, t,, t,,, t, durch t;, t,,, t unmittel- 
bar bestimmt, 
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5. Die Axen der Untergruppen ©,(3), welche im §3 a’, b, ¢ 
genannt wurden, sollen von nun an durch »’, p, q bezeichnet werden. 
Ferner seien 7,', 7, 7; die Axen, welche aus r° durch Umklappung 
um die z-,' resp. y- und z-Axe hervorgehen.*) Die analoge Bedeutung 
mogen P;, P., Ps, G1» Yo» Ys haben. Diese Axen entsprechen gleich- 
zeitig den andern drei Untergruppen ©, (3), welche noch in den Tetraeder- 
gruppen enthalten sind. 

Bei der gewdhnlichen Tetraedergruppe sind einerseits die vier 
Wiirfeldiagonalen , andrerseits die drei Geraden der Vierergruppe gleich- 
berechtigte Axen. Um daher fiir eine allgemeine Tetraedergruppe & 
die Schaaren gleichberechtigter Axen zu untersuchen, ist zu priifen, wie 
viel ungleichberechtigte Geraden die Gruppe ©,(3) und wie viel ungleich- 
berechtigte Geraden derselben Richtung die in & enthaltene Vierer- 
gruppe enthiilt. 

6. Wir betrachten im besonderen zuniichst die Gruppe %,. Ihre 
Translationen sind 


1 
Tx, Ty, Try To zy (tetty +t). 


‘ ' — in 2 
Nun sind die Projectionen von t,, ty, t, auf t gleich =z 73 also ent- 


sprechen t,, Ty, tT, den oben eingefiihrten Translationen 1;, t,,, t;, und 
wir erhalten t;, Tm, T,, Wenn wir 7 
den Endpunkt von t mit den End- 4 A 
punkten von t,, ty, t, verbinden. ao 
Der Endpunkt von tr ist aber der 
Mittelpunkt des zur Gruppe %, ge- 
hérigen Wiirfels W,, und wir 
sehen, dass drei beliebige der vier 
halben Wiirfeldiagonalen zu primi- 
tiven Translationen gewdhlt werden 
konnen. 

Da alle Kanten des Wiirfels 
w, (Fig. 44)**) gleichartige Axen 
reprisentiren, so kann die Drehungs- 
axe x mit einer beliebigen Diagonale dieses Wiirfels zusammenfallen. 
Sei O einer der Endpunkte dieser Diagonale, so gehen durch O noch 
drei andere Drehungsaxen r,', 7,, 7; In jeder Ecke, sowie im Mittel- 




















*) In allen Tetraedergruppen werden wir unter 7’ dieselbe Wiirfeldiagonale 
verstehen. Alsdann bedeuten auch 1r,, 7,,7;\ in allen Gruppen Geraden der niim- 
lichen Richtung. 

**) In den Figuren dieses Paragraphen sind die in der Grundfliche von W 
enthaltenen Geraden simmtlich gezeichnet, die zu ihr senkrechten Axen zum 
Theil nur angedeutet worden. Die punktirten Linien sind keine Axen, 
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punkt des Wiirfels W, schneiden sich vier Drebungsaxen 1”, 1’, r,', r,. 
Im Innern des Wirfels W, liegen iibrigens noch acht Punkte, in 
denen sich je drei Schraubenaxen der Gruppe %, treffen; und zwar 
sind dies die Mittelpunkte der acht Theilwiirfel, in welche W, zerfallt, 
Durch jeden dieser Punkte geht nur eine Drehungsaxe, und zwar so, 
dass jede Drehungsaxe zwei der acht Mittelpunkte enthiilt. 
Wir erhalten daher eine Gruppe*) 
T= {B,, W} 
mit 6 Schaaren gleichberechtigter Geraden, die sich durch 
r, P,Q, 0%, %, 2 
reprisentiren lassen. 
7. Fir die Gruppe %, hat (Fig. 16 und 45) der Wiirfel w, die 


1 1 1 : ; ; 
Kanten Fite Zt Zt: In zwei Ecken desselben schneiden sich 





drei Drehungsaxen. Wir denken 


A \\ r A uns den Wiirfel W, so bestimmt, 

Pa] * * dass er eine dieser Ecken von w, 

° —aapeny . oa “4 . enthilt; alsdann gehen durch jede 
- 4 ¢ 


Ecke von W, drei Drehungsaxen 
hindurch. 

Die Translationen der Gruppe 
BY, sind 

















1 as ‘ 
2 (ty + T;) > > (T; + Tx), 











- » 
Fig. 45. ry (Tz aa Ty) ° 


Hier haben wir direct 


zu setzen; denn die Summe 


Ti + tm + T. = Tz + Ty + T= T 
giebt in der That die kleinste Translation lings der Diagonale. Die 
primitiven Translationen lassen sich iibrigens auch als die Flaichen- 
diagonalen des Wiirfels W, definiren. 
Die Drehungsaxe ry kann wieder mit einer beliebigen Korper- 
diagonale des Wiirfels W, zusammenfallen. In jedem Eckpunkt, sowie 
im Mittelpunkt von W, schneiden sich vier solcher Drehungsaxen. 


*) J. 151. S. 56. 
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Wir erhalten eine Gruppe*) 
T, = {B,, K’} 
mit 7 Schaaren gleichberechtigter Geraden; dieselben lassen sich durch 
P,Q, By yy Ly & 


reprasentiren. 
8. Die Translationen der Gruppe &, sind 


Te, Ty, Ts} T= Ty + Ty + 7,3 

sie entsprechen direct den Translationen t;, t,, t,, t der Gruppe ©, (3). 

Die Drehungsaxe r’ kann mit einer beliebigen Diagonale des zu 

%, gehdrigen Wiirfels w, (Fig. 18 und 46) zusammenfallen. In jeder 

Ecke, sowie im Mittelpunkt des 

Wiirfels W, schneiden sich wieder 
vier soleher Drehungsaxen. 

Die Gruppe**) ist durch ~~ ov Tr, 





| 














= {Bo ®} SAN 

darstellbar; sie enthalt im Ganzen ae TY] | 
7 Schaaren gleichberechtigter Ge- Af 
raden , namlich A / 

a | Zw tA ts @ 

> P,Q, %, X%, %, U- XA [-¥ , 

9. Die Vertheilung der Ge- ar a a 

raden 1’, p, q der Gruppe ©,(3) 0,2 L-” 











ad s 
ist fiir die drei vorstehenden Fig. 46. 


Tetraedergruppen innerhalb des Wiirfels W dieselbe. Sind nimlich 
O,, O,, O; die Endpunkte der von O ausgehenden Kanten dieses 
Wiirfels, so entsprechen O,, O,, O, den Punkten A,, An, A, der 
Fig. 43. Dies ist fiir die Gruppen T, und &, unmittelbar ersichtlich; 
fiir T, ergiebt es sich, wenn fiir O der O gegeniiberliegende Eckpunkt 
O’ gesetzt wird. Es gehen daher 3 Geraden p und 3 Geraden g durch 
das Innere von W. 

Das analoge gilt fiir die drei andern Gruppen ©,(3). Ausser den 
Geraden 7’, r,', 7’, 7; gehen also noch 24 andere Geraden durch das 
Innere von W. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass dieselben vier 
windschiefe Sechsecke bilden, deren Ecken in den Seitenflichen liegen; 
jede Seitenflache von W enthilt vier solcher Eckpunkte, niimlich jede 
Diagonale deren zwei. 

10. Die drei Gruppen {&,, ©, &, sind dadurch ausgezeichnet, 
dass sie Punkte enthalten, in denen sich je vier Drehungsaxen 1’, 1,’, 
r,, 3 schneiden. Dies ist bei den Gruppen, die sich aus B, und By 
ableiten lassen, nicht mebr der Fall. Denn wenn zwei der vier Axen 





*) J. 164. S. 55, 
**) J. 150. 8. 54, 
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r’, 1\', 2, Y3 durch denselben Punkt O gehen, so wird dadurch die 
Existenz einer gewdhnlichen Vierergruppe bewirkt, deren Mittelpunkt 
O ist; aber keine der Gruppen %, und &, enthilt drei sich in einem 
Punkt schneidende Axen. 

Betrachten wir im Besondern zuniichst die Gruppe %;. Ihre Trans- 
lationen sind mit denjenigen der Gruppe %, identisch; die oben (8. 69) 
fiir die Translationen der Gruppe ©,(3) gezogenen Folgerungen bleiben 
also hier bestehen. 

Jede Diagonale des Wiirfels w, resp. W, kann als Drehungsaxe 
gewahlt werden; wir wiihlen dazu diejenige, die auch sonst durch 7’ 
bezeichnet worden ist. Transformiren wir sie (Fig. 19, 47 und 48)*) 
mit den Bewegungen X, 9), 3, deren Axen auf den Seitenfliichen des 
Wiirfels w, liegen, so erhalten wir die Drehungsaxen 1,’, 1,', 33 jede 


. u = i 
ts ~ a ill lt : 
\ A ad j 
\ 2 , ie ~ ‘ ? “— i 
\ x ? i, ; / ; 
g® y i - 
\ 3 7 . i 2 7 
A : / \ j 
P \i+ ~ Fs \-- 4 ; f t ' 
\ / \ y i H 
/ LZ A | / 
pe VA ae \ PG y ’ j 
ee: JS a eo Oe pore : ; ‘ --+-2 S — 
~. Yt ae a. Sa aa 
4 > =e Tl mS i a+ a yo Pi 
A. ae ae ee ae eee A 
eit eee 7 or ee 
Fig. 47. Fig. 48. 


derselben liegt in einem der acht Theilwiirfel, in welche W, zerfallt. 
Transformiren wir sie nochmals mit den Translationen t,, t,, t,, 80 
erkennen wir, dass durch jede Ecke jedes dieser Theilwiirfel eine 
Drehungsaxe hindurchgeht. Die Drehungsaxen, welche die 4 Ecken 
derselben Seitenfliche eines solchen Theilwiirfels treffen, haben saimmt- 
lich verschiedene Richtung. 

Da zwei Drehungsaxen verschiedener Richtung sich nicht schneiden, 
so folgt, dass auch zwei verschieden gerichtete Axen p und q niemals 
durch denselben Punkt hindurchgehen. Die Axen irgend zweier Gruppen 
©, (3) liegen also simmtlich windschief zu einander, Fiir jede einzelne 
derselben bleiben tibrigens die oben (S. 68) angegebenen Higenschaften 
bestehen. 

Die Gruppe**) lasst sich in der Form 





*) Fig. 47 zeigt die Lage der Drehungsaxen innerhalb W,; die Axen a, y, z 
sind nicht mitgezeichnet worden. Fig. 48 und 49 dagegen enthalten nur die eine 
Drehungsaxe 7”. 

**) J. 156. 8S. 57. 
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T, = {B,, KR} 
darstellen. Sie enthilt 6 Schaaren gleichberechtigter Axen, nimlich 
7, Pr @, &, B, &. 

11. Die Translationen der Gruppe %, sind mit denen von &%, 
identisch; es gelten daher fiir jede der Gruppen ©,(3) dieselben Gesetze, 
wie bei der Gruppe Ty. EL ae ee We 

Die Axe vr kann wieder mit Pa rol 
irgend einer Diagonale des Wiirfels 9 ~~ | Ps 
w, resp. W, (Fig. 20 und 49) 2u- 6——-—— oe 
sammenfallen; wir wiahlen sie, wie — 4 ob 
bei der vorstehenden Gruppe. “ fs 

Durch Transformation von * 
mittelst der Bewegungen X, 9), 3, 
deren Axen in den Seitenflichen 
von w, liegen, ergeben sich wie- 
der die Axen 7,', 7,, 73-*) Sie 
haben dieselbe Lage wie bei der 
Gruppe &,. Auch die andern fiir 
&, gezogenen Folgerungen iiber die Gruppen ©,(3) bleiben hier be- 
stehen. 

Die Gruppe*) ist durch 


T,, = {B,, KR} 


definirt; sie enthilt 5 Schaaren gleichberechtigter Geraden, nimlich 





Y, P,Q, Uv, %. 


§ 8. 
Die Hilfsgruppe ist die Oktaedergruppe. 


1. Die gewéhnliche Oktaedergruppe entsteht durch Multiplication 
der Tetraedergruppe mit einer Drehung vom Winkel 90° um eine 
Oktaederdiagonale, d. h. um eine Gerade der in der Tetraedergruppe 
enthaltenen Vierergruppe. 

Analog erhalten wir die allgemeinen Oktaedergruppen ©, indem 
wir die allgemeinen Tetraedergruppen mit einer Bewegung 


% (F, &) 


multipliciren, welche, wie folgt, zu wihlen ist; 


*) Vgl. Fig. 47. 
**) J. 155. 8. 58. Die iibrigen bei J. aufgeziihlten a ema at ait geben 
nichts Neues. 
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Erstens muss thre Axe a einer Geraden der in der Tetraedergruppe 
enthaltenen Vierergruppe parallel sein, und zweitens hat sie das Axen- 
system der Tetraedergruppe in sich selbst iiberzufiihren, und zwar so, 
dass nur gleichartige Axen zur Deckung gelangen. 

2. Die elementare Oktaedergruppe enthalt drei gleichberechtigte 
Diedergruppen als Untergruppen; das analoge gilt daher fiir die all- 
gemeine Oktaedergruppe. Sei I eine allgemeine Tetraedergruppe, und 
© eine aus ihr ableitbare Oktaedergruppe. Ist nun (4) eine Dieder- 
gruppe, die in dieser Oktaedergruppe als Untergruppe enthalten ist, 
so besitzen D(4), XT und O dieselbe Translationsgruppe. Ist daher a 
eine Hauptaxe von (4), so miissen alle Geraden der Tetraedergruppe, 
welche zu @ parallel sind, der Gruppe ©(4) als Haupt- oder Neben- 
axen angehéren; umgekehrt miissen aber auch simmtliche Haupt- oder 
Nebenaxen der Diedergruppe sich unter den zu a parallelen Axen der 
Tetraedergruppe vorfinden; d. h. die zu @ parallelen Axen der Tetraeder- 
gruppe sind mit den Haupt- resp, Nebenaxen der Diedergruppe (4) 
identisch. 

Jedesmal, wenn die Axe a der Bewegung % dem Vorstehenden 
gemiss gewihlt werden kann, erhalten wir eine Oktaedergruppe. 
Gleichzeitig bestimmt die Lage von a diejenige Diedergruppe, welche 
in der Oktaedergruppe als Untergruppe enthalten ist. Die Vertheilung 
der neu auftretenden Axen liisst sich dann aus den zu den Gruppen 
(4) gehérigen Figuren leicht erkennen. Ist diese Vertheilung fiir 
eine Diedergruppe bestimmt, so ist sie es fiir alle drei, da diese drei 
Gruppen unter sich gleichberechtigt sind. 

3. Die gewéhnliche Oktaedergruppe enthilt drei ungleichberech- 
tigte Geraden; sie sind parallel einer Kante, einer Flichendiagonale 
und einer Ké6rperdiagonale eines Wiirfels. Die wngleichberechtigten 
Geraden einer allgemeinen Oktaedergruppe D werden daher représentirt 
von den drei Axen r', p, g der Gruppe ©, (3), von den ungleichberechtigten 
Haupt- und Nebenaxen der in D enthaltenen Diedergruppe, und von den 
ungleichberechtigten Geraden h, resp. k dieser Gruppe. Von den letzteren 
Geraden sind diejenigen zu wihlen, die nicht mit den Haupt-, resp. 
Nebenaxen der Diedergruppe zur Deckung gelangen. Hierauf werde 
ich im Folgenden noch ausfihrlicher eingehen. 

4. Die wirkliche Aufstellung und Beschreibung der Oktaeder- 
gruppen © kann wieder an die Betrachtung der im vorigen Paragraphen 
eingefiihrten Wiirfel W angeschlossen werden. Die Grundfliiche 
derselben bildet jedesmal ein Quadrat, dessen Seiten resp. Diago- 
nalen die kleinsten in die Grundfliche fallenden Translationen sind, 
und zwar sind es die Diagonalen nur beim Wirfel W,, resp. der 
Gruppe &,. 

Die zu den Diedergruppen ,(4) gehérigen Figuren sind eben- 
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falls so gezeichnet, dass ihre Grundflaiche ein Quadrat ist, dessen Seiten 
resp. Diagonalen die kleinsten in die Hauptebenen fallenden Trans- 
lationen darstellen. Nun haben wir aber gesehen, dass die Haupt- 
und Nebenaxen der Diedergruppe mit den auf der Grundfliche von 
W senkrechten Axen identisch sind; daher kann jede Oktaeder- 
gruppe nur solche Diedergruppen als Untergruppen enthalten, welche 
oder deren Figuren die EHigenschaft haben, dass ihre Grundfliche 
der Grésse nach der Grundfliche von W gleich ist, und dass die zu 
den Seiten der Grundfliche parallelen Geraden dieselbe Lage zu 
einander haben, wie die in der Grundfliche von W _ enthaltenen 
Geraden. 

Im besonderen folgt daher bereits, dass die Grundfliichen von W, 
und W, nur den Grundflichen der Figuren 36 und 38, die Grund- 
fliche von W, den Grundflichen von Fig. 35 und 37 und die Grund- 
flichen von W, und W, denjenigen der Fig. 29 bis 34 entsprechen. 
Ich werde bei den einzelnen Gruppen hierauf noch zuriickkommen. 
Damit ist dann auch bestimmt, ob die Geraden h oder k der Dieder- 
gruppen die dritte Art ungleichberechtigter Geraden der Oktaeder- 
gruppen liefern. 

Ist die in der Oktaedergruppe enthaltene Diedergruppe gefunden, 
so ist damit die Axenvertheilung der Gruppe vollstiindig bestimmt und 
kann mit Hilfe von W und der beziiglichen Diederfigur leicht her- 
gestellt werden. 

Die zu der Grundfliche des Wiirfels W senkrechten Axen sollen, 
wie in § 6, wieder a, b, ¢ heissen. 

5. Die primitiven Translationen der Gruppe {, sind 


1 
Tey Ty) Tey SF (Tat ty +). 


Die Diedergruppe ist daher, wie auch oben gefunden, D,(4) oder D, (4). 
Nun geht die Gruppe {,, resp. der Wiirfel W, (Fig. 44) in sich selbst 
iiber, wenn er Drehungen vom Winkel 90° um diejenigen Axen erfahrt, 
welche durch die Ecken oder die Mitte der Grundfliiche gehen, ebenso 
bei Schraubenbewegungen (=, > t,) um die in den Seitenflichen 
liegenden Axen. Die Diedergruppe kann daher nur D,(4), und die 
zugehérige Figur, wie schon erwihnt, Fig. 36 sein; auch sieht man, 
dass die Gruppe D, (4) alle eben genannten Bewegungen enthilt, welche 
W,, resp. Z, in sich tiberfiihren. 
Aus &, ergiebt sich daher nur eine Oktaedergruppe*) 


9, = {%,, x} e 





*) J. 167, 8. 61. 
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Die Hauptebenen (parallel den Wiirfelflichen) folgen in Abstinden 


1 1 1 . 
Zt GW Tt auf einander. 
Es folgt, dass die Gruppe ©, im Ganzen 10 Schaaren gleich- 


berechtigter Geraden enthilt, niimlich 
r, P,Q, @, b,c, Wi, h, hy’, hy. 

6. Die primitiven Translationen der Gruppe T, stimmen wiederum 
nur mit denjenigen der Gruppen D,(4) und ,(4) iiberein. 

Die Kanten des Wiirfels W,, der zur Gruppe fT, gehért, haben 
die Lingen = Ses . Ty, > 3 nur die Diagonalen der Grundflaiche 
liefern Translationen der Gruppe. Die Grundfliche von W, kann, 
wie schon erwihnt, nur den Hauptebenen der Fig. 35 und 37 gleich sein. 

Die Bewegungen, welche den Wiirfel W, resp. die Gruppe {, in 
sich iiberfiihren, sind 

1) Die Drehungen (2) um die Axen, welche durch die Ecken 
und die Mitte der Grundfliche gehen, 

2) Schraubenbewegungon % G, 


t,) um dieselben Axen, und 


t.) um die in den Seitenfliichen 


aio ro | 


3) Schraubenbewegungen % GC. 


liegenden Axen, 
Im ersten Falle erhalten wir die Oktaedergruppe*) 
©. = {f,, w} . 
Die in ihr enthaltene Diedergruppe ist die Gruppe 9, (4). In der 
That entsprechen die in der Grundfliche von W, liegenden Geraden 
den Geraden h der Grundfliiche von Fig. 35. Die in den Seitenfliichen 
von W, liegenden Axen sind die Nebenaxen der Diedergruppe. 


° ‘ - J 1 1 ° 
Die Hauptebenen folgen in Abstiinden = t,, Tm 7% auf einan- 


der; jede derselben enthailt Geraden aller vier Richtungen. 
Die Gruppe enthalt 9 Schaaren gleichberechtigter Axen, die sich 
durch 
r, p,q, a, b, c, kK, k, k,’ 
reprasentiren lassen. 


7. Da die vorstehende Gruppe auch eine Bewegung % (=, = t.) 


um die Mittelhéhe des Wiirfels W, enthilt, so ergiebt sich eine neue 
Gruppe **) nur durch Multiplication von T, mit der Bewegung 


*) J. 168, S. 60. 
**) J, 172. 8S. 63. 
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um die Axe einer Seitenfliche von W,; also 


D; = {T, W}. 


Diese Gruppe hat die Gruppe D,(4) zur Untergruppe. Die Grund- 
fliche von W, entspricht der Grundfliche von Fig. 37; aber jetzt sind 
die in den Seitenflichen des Wiirfels W, liegenden Axen die Haupt- 
axen der Diedergruppe, wihrend die Nebenaxen durch die Ecken und 
die Mitte der Grundfliche gehen. 

1 


Die Hauptebenen folgen in Abstinden = te zt t, auf 


1 
8 
einander, jede enthilt Axen von nur zwei Richtungen. 

Die Gruppe enthilt 9 Schaaren gleichberechtigter Axen; sie lassen 
sich durch 

r, p,q, a,b, c, kK, k, k, 

charakterisiren. 

8. Die Translationen der Gruppe {, sind t,, ty, t,. Der zu ihr 


gehérige Wiirfel W, (Fig. 46) kann durch Drehungen a (=) um die 
Kanten oder die Mittelhshe und durch Schraubenbewegungen U (= > 3 t.) 


um die in den Seitenfliichen liegenden Axen mit sich zur Deckung 
gebracht werden. 
Im ersten Fall erhalten wir die Gruppe*) 


©, a= {%;, x} . 
Ihre diedrische Untergruppe kann zuniichst noch D,(4) oder D,(4) 
sein; die Axen der Grundfliche von W, stimmen aber nur mit den 
beziiglichen Axen h der Grundfliiche der zu D, (4) gehérigen Fig. 29 


iiberein. Die Kanten und die Mittelhshe des Wiirfels W, geben die 
Hauptaxen, wihrend die Nebenaxen in die Seitenflichen fallen. 


Die Hauptebenen folgen in Abstiinden + Ts; > Sy, > t, auf einan- 
der, jede enthilt Axen aller vier Richtungen. 
Die Gruppe enthilt 10 Schaaren gleichberechtigter Geraden, die 
sich durch 
r,p, 4, @,0,¢, K, k, ky, k, 
kennzeichnen lassen. 
9. Die zweite aus , ableitbare Gruppe**) kann durch 


D; = {T;, A} 


dargestellt werden. Die zugehérige Diedergruppe kann zuniichst D, (4) 
oder D,(4) sein; allein nur die Grundfliche von D, (4), (Fig. 33) stimmt 





*) J. 166. S, 59, 
**) J. 169. S. 64, 
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mit der Grundfliiche von W, iiberein. Die Hauptaxen. der Dieder- 
gruppe fallen jetzt in die Seitenfliichen des Wiirfels, wihrend Kanten 
und Mittelhéhe die Nebenaxen liefern. 


. : ‘a 1 1 1 . 
Die Hauptebenen folgen in Abstiinden + t,, > ty, Zt auf einan- 


der; jede enthilt Geraden von nur zwei Richtungen. 

Die Gruppe zerfallt in 9 Schaaren gleichberechtigter Geraden; 

namlich 
r’, p, q, a, b, ¢, kK, k, k,. 

10. Um aus den Gruppen &, und {, Oktaedergruppen abzuleiten, 
werde ich den umgekehrten Weg, wie bisher einschlagen. Es soll 
nimlich zuerst die Diedergruppe bestimmt werden, welche in der be- 
ziiglichen Oktaedergruppe als Untergruppe vorkommen kann; dadurch 
ist dann auch die eventuelle Oktaedergruppe selbst bestimmt. 

Die Translationen der Gruppe T, zeigen, dass die fragliche Dieder- 
gruppe nur die Gruppe D,(4) oder D,(4) sein kann. In der Grund- 
fliche des zu T, gehdrigen Wiirfels W, (Fig. 48) sind die zu einander 
senkrechten Axen ungleichartig; dies ist (Fig. 38) nur bei der Gruppe 
D,(4) der Fall, also ist sie die Diedergruppe. Ferner lehren Fig. 38 
und 48 dass die zur Grundfliche von W, senkrechten Drehungsaxen 
die Nebenaxen der Diedergruppe liefern, und die zur Grundfliche von 
W, senkrechten Schraubenaxen die Hauptaxen. 


> 


Die aus {, ableitbare Oktaedergruppe liisst sich also durch Multi- 
plication von {, mit einer Bewegung % (Z, 1 ¢,) erzeugen, deren 
Axe a in eine auf der Grundfliiche von W, senkrechte Schraubenaxe 
fallt. Die Gruppe enthilt tiberdies die Bewegungen B(Z, ++) um 


andere dieser Schraubenaxen.*) In der That findet sich auch sonst, 
dass diese Bewegungen die einzigen sind, die den Wiirfel W, in sich 
iiberfiihren. 

Wir erhalten demgemiiss die Gruppe**) 

Oo = {T,, A}. 

Die Hauptebenen folgen in Abstiinden = Ses + fy, ; t, auf einan- 
der; in jeder derselben liegen Geraden von nur zwei Richtungen. 

Die Gruppe enthilt im Ganzen 10 Schaaren gleichberechtigter 
Geraden, darstellbar durch 

r, p,q, 4, b, ¢, hi, h, hy, hy. 

11. Die Translationen der Gruppe {, sind t,, ty, t,, ausserdem 

enthalt dieselbe keine einzige reine Drehungsaxe. Die zugehdrige 


*) Die Vertheilung der Axen a und b ist aus Fig. 38 zu ersehen. 
**) Fehlt bei J; S. 62. 
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Diedergruppe kann daher nur die Gruppe D,(4) oder D,(4) sein. Nun 
enthalt die Grundfliiche des zu {, gehérigen Wiirfels W, (Fig. 49) nur 
Schraubenaxen; die Diedergruppe ist daher D,(4). Wir erhalten daher 


eine Oktaedergruppe, indem wir {, mit einer Bewegung a (<, + t.) 
multipliciren, deren Axe eine zur Grundfliche von W _ senkrechte 
Gerade von {, ist. Es ergiebt sich somit als letzte Gruppe*) 

O, = {3;, A}. 

Die Bewegungen % sind in der That die einzigen, welche den 
Wiirfel W, in sich iiberfiihren. Welche Axen von &, als Hauptaxen 
resp. als Nebenaxen der Diedergruppe zu wihlen sind, hingt von dem 
Richtungssinn der in W, liegenden Geraden +’, r,', 7, 1, ab. 
Damit haingt auch zusammen, ob der Gruppe rechts oder links gewun- 
dene Schraubenbewegungen zukommen. Die Axenvertheilung ist in 
beiden Fallen nur dem Sinne nach verschieden.**) 


1 f ej 
3 7 auf einan- 


Die Hauptebenen folgen in Abstiinden 7 ts; : Sy» 


der; in jeder liegen nur Axen einer einzigen Richtung. 
Die Gruppe zerfillt in 7 Schaaren gleichberechtigter Geraden, die 
wir durch 
r, p,q, 4a, ¢, kK, k 
bezeichnen kénnen. 


§ 9. 
Zusammenhang der Bewegungsgruppen mit den regelmissigen 
Punktsystemen. 


Die allgemeinen Bewegungsgruppen hingen, wie Herr Camille 
Jordan bemerkt hat,***) mit den reguldren Punktsystemen von unend- 
licher Ausdehnung eng zusammen. Unter einem solchen reguliren 
Punktsystem versteht man nimlich ein System discreter Punkte, bei 
welchem um jeden Punkt herum die Anordnung aller tibrigen Punkte 
die gleiche ist.~) Derartige Systeme haben die Higenschaft, dass sie 
auf unendlich viele Weisen mit sich zur Deckung gebracht werden 
kénnen, und zwar kann, wie aus der Definition folgt, stets bewirkt 
werden, dass ein beliebiger Punkt P mit irgend einem beliebigen 
Punkt Q zusammenfillt. Es giebt daher unendlich viele Bewegungen, 
welche ein regelmissiges Punktsystem in sich selbst tiberfitihren, und 
alle diese Bewegungen bilden eine Gruppe. 


*) J. 170 und 171. S. 65 und 66, 
**) Das Nihere bei Sohncke, pg. 171. 
***) a, a. O. pg. 168. 
+) Sohncke, a. a. O. pg. 28 und 28. Chr. Wiener: Grundziige der Welt- 
ordnung. Zweite Ausgabe, Bd. I, pg. 82 ff. 
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Umgekehrt ist ersichtlich, dass jede allgemeine Bewegungsgruppe 
regelmissige Punktsysteme von unendlicher Ausdehnuntg liefert. Ist 
nimlich [ eine solche Gruppe, ist P ein beliebiger Punkt des Raumes, 
und bestimmen wir alle Lagen, in welche P in Folge der in [ ent- 
haltenen Bewegungen iibergeht, so bildet die Gesammtheit dieser 
Punkte stets ein regelmiissiges Punktsystem. Alle iiberhaupt mdglichen 
regelmissigen Punktsysteme kinnen daher auf die angegebene Art aus 
den vorstehenden Bewegungsgruppen abgeleitet werden. 

In dieser Weise sind die siimmtlichen regelmiissigen Punktsysteme 
von Herrn Sohncke aufgestellt worden. Eine genavere Untersuchung 
derselben ist in dem vielfach erwihnten Buch ,, Entwickelung einer 
Theorie der Krystallstructur“ zu finden. 


Gottingen, October 1886. 


Berichtigung zur ersten Abhandlung, Bd. XXVIII. 
Seite 328, Zeile 12 von unten: 6G,’ statt G;. 

















Die Flachen vierter Ordnung hinsichtlich ihrer Knotenpunkte 


und ihrer Gestaltung. *) 
(Mit einer Figurentafel). 


Von 


Karz Roun in Dresden. 


Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Theilen, von denen sich 
der erste mit den Flichen 4. Ordnung mit Knotenpunkten, der zweite 
aber mit den gestaltlichen Verhiiltnissen der Flichen 4. Ordnung tber- 
haupt beschaftigt. Der erste Theil kniipft an gewisse Untersuchungen 
von Herrn Cayley an, die sich in drei Abhandlungen: First, second 
and third memoir on Quartic surfaces, im ILI. Bande der Proceedings 
of the London Math. Society finden. Bei Behandlung der gleichen 
Frage gelangt Herr Cayley nur bei den Flichen mit 8 und 9 Knoten- 
punkten zur vollstiindigen und bei den Flichen mit 10 Knotenpunkten 
zur theilweisen Lésung, wihrend hier in systematischer Weise alle 
Fliichen 4. Ordnung mit 8 bis 16 Knotenpunkten aufgestellt werden. 
Demgemiiss finden sich hier die Flichen 4. Ordnung, zu welchen Herr 
Kummer in den beiden Abhandlungen: Die algebraischen Strahlen- 
systeme, inmsbesondere der 1. und 2. Ordnung in den Abhandlungen der 
Berliner Academie von 1866 und: Flichen, welche von einer Schaar 
von Flichen 2. Grades eingehiillt werden in den Monatsberichten. der 
Berliner Academie 1872, gelangt. 

Der zweite Theil behandelt rein gestaltliche Betrachtungen. Es 
wird daselbst der Begriff der Grenzfliichen eingefiihrt und durch sie 
ein gewisser Einblick in den Gestaltenreichthum gewonnen. Ferner 
wird fiir die Flichen mit einem Knotenpunkt der Zusammenhang ihrer 
Gestalten mit den Projectionscurven 6. Ordnung untersucht, welche 
man durch Wahl des Knotens zum Projectionscentrum erhilt. Im 
Folgenden soll nun ein kurzes Referat tiber den Inhalt der Abhand- 
lung gegeben werden. 


*) Referat iiber eine von der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft 2u 
Leipzig gekrinte Preisschrift gleichen Titels, welche im Verlag von Hirzel in 
Leipzig (1886) erschienen ist. 
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Erster Theil. 


1) Diesem Theile liegt der Gedanke zu Grunde die Fliche 4. Ord- 
nung mit einem (oder mehreren) Knotenpunkte und gewisse Schnitt- 
eurven auf derselben aus diesem Knotenpunkte zu projiciren und von 
dieser Projection riickwiirts auf die Eigenschaften der Fliiche zu 
schliessen. Ist «= y= 2 = 0 der Knotenpunkt, so ist die Gleichung 
der Fliche 4. Ordnung: 

u,w? + 2u,w + u, = 0, 
WO U,, Us, u, homogene Ausdriicke vom 2., 3. und 4. Grade in 
xy @ sind. 

Die Gleichung des Tangentenkegels aus dem Knotenpunkte wird 
dann: 

UyU, — U,? = 0; 
sie stellt mit w—( zusammen eine Curve 6. Ordnung mit einem 
Beriihrungskegelschnitt u,=—0 dar, welche die Projection unserer 
Fliche 4. Ordnung reprisentirt. 

2) Von Bedeutung fiir die weiteren Untersuchungen sind dann 
die Projectionen der Curven, welche erstens eine beliebige Ebene 
t,w + t, = 0, zweitens eine Fliche 2. Grades durch z = y = ¢ = 0: 
t,w + ¢, = 0, und drittens eine Fliche 3. Ordnung mit dem Knoten 
s—=y=e=—0: t,w+t, —0 aus der Fliche 4. Ordnung ausschneiden. 
Die Projection des ebenen Schnittes ist: u,t,? — 2u,t,t, + ut)? — 0. 
Aus dieser Gleichung lisst sich schliessen, dass jede Curve 4. Ordnung, 
welche die Curve u,u, — u,2 == 0 zwolf Mal beriihrt, und deren 12 
Beriihrungspunkte mit den 6 Beriihrungspunkten von wu, = 0 auf einer 
Curve 3. Ordnung liegen, die Projection eines ebenen Sch nittes unserer 
Fliche 4, Ordnung ist. 

Die Gleichung der Projection der Curve 8. Ordnung, welche aus 
der Fliiche 4. Ordnung durch jene Fliche 2. Grades ausgeschnitten 
wird, ist analog: u,t,? — 2u,t,t, + u,t,2—0. Aus derselben folgt, 
dass jede Curve 4. Ordnung, welche durch die 6 Beriihrungspunkte 
von “. = 0 hindurchgeht, die Curve uu, — u,? = 0 noch in 18 Punkten 
schneidet, in denen dieselbe von einem Biischel von Curven 6. Ord- 
nung beriihrt wird; unter den Curven des Bischels giebt es eine mit 
zwei Doppelpunkten, sie ist die Projection der Schnittcurve unserer 
Fliche 4. Ordnung mit einer Fliche 2. Ordnung. 

In ganz gleicher Weise giebt die Gleichung 

U,t.? — 2u,t, t, + u,t,? = 0 
Anlass zu folgendem Resultate. Legt man durch die 6 Beriihrungs- 
punkte von u, = 0 eine beliebige Curve 5. Ordnung, welche u, = 0 
noch in 4 und u,u, — wu, = 0 noch in 24 Punkten schneidet, so giebt 
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es noch 6-fach unendlich viele Curven 8. Ordnung, welche die Curve 
6. Ordnung in diesen 24 Punkten beriihren. Unter den Curven 8. Ord- 
nung giebt es noch doppelt unendlich viele, welche die 4 weiteren 
Schnittpunkte der Curve 5, Ordnung mit u, =O passiren, und unter 
diesen noch einfach unendlich viele Curven 8. Ordnung, welche sechs 
Doppelpunkte besitzen; die letzteren Curven sind Projectionen von 
Schnittcurven unserer Fliche 4. Ordnung mit Flichen 3. Ordnung, die 
in 2 = y = z¢ =0 einen Knoten haben. 

3) Als specieller Fall des ersten der hier angefiihrten Sitze ist 
zu erwihnen: Besitzt die Curve u,u,—u,? == 0 sechs Doppelpunkte 
und liegen dieselben mit den 6 Berihrungspunkten von u, = 0 auf 
einer Curve 3. Ordnung, so liegen sie auch auf einem Kegelschnitt. 
Die entsprechenden 6 Knotenpunkte der zugehérigen Fliche 4. Ord- 
nung liegen alsdann in einer Ebene und zwar auf einem Kegelschnitt. 

Auch ein specieller Fall des zweiten Satzes ist zu erwahnen, naém- 
lich: Besitzt die Curve u,u, — us? = 0 sieben Doppelpunkte und giebt 
es durch diese unendlich viele Curven 3. Ordnung, welche die Curve 
noch zwei Mal beriihren, so wird die zugehdérige Flaiche 4. Orduung 
von den Flichen 2. Grades, die man durch den Knoten z=y=s=—0) 
und die 7 weiteren Knoten — entsprechend jenen Doppelpunkten — 
hindurchlegen kann, in je zwei Raumcurven 4. Ordnung erster Species 
geschnitten. Die 8 Knotenpunkte der Fliche 4. Ordnung bilden also 
den gemeinsamen Schnitt dreier Flichen zweiten Grades, wir bezeichnen 
sie als acht syeygetische Punkte oder als syeygetisches Punktsystem. 

4) Um nun zu den verschiedenen Flichen 4, Ordnung mit 16, 15,..,8 
Knotenpunkten zu gelangen, hat man nur néthig die verschiedenen 
Curven 6. Ordnung mit einem Beriihrungskegelschnitt und 15, 14,...,7 
Doppelpunkten aufzustellen, die gegenseitige Lage ihrer Doppelpunkte 
zu studiren, und mit Hilfe der Siitze in Nr. 2 und Nr. 3 die Lage 
der Knotenpunkte der zugehirigen Flichen 4. Ordnung zu erschliessen. 

Die gegenseitige Lage der Doppelpunkte einer Curve 6. Ordnung 
mit Bertihrungskegelschnitt kann bei den meisten der hier in Betracht 
kommenden dadurch erschlossen werden, dass dieselbe sich als Pro- 
jection einer Raumcurve 6. Ordnung auf einer Fliche 2. Grades auf- 
fassen lisst. Fir solche Raumcurven gilt aber der Satz: Die Schnitt- 
curve 2”. Ordnung einer Fliche 2. Grades mit einer Fliaiche ». Ord- 
nung schickt durch jeden Raumpunkt m(m—1) Doppelsecanten; die- 
selben bilden den Durchschnitt eines Kegels (n—1). Ordnung und 
eines Kegels ». Ordnung, welcher durch die 2” Schnittpunkte der 
Polarebene jenes Raumpunktes, in Bezug auf die Fliche 2. Grades, 
mit der Curve 2m, Ordnung hindurchgeht. 

5) Beginnen wir mit den Fliichen 4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten, 
welche sich als Curven 6. Ordnung mit 15 Doppelpunkten, d. h. als 
6* 
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6 Tangenten ¢,, ¢,,..., ¢; eines Kegelschnittes projiciren. .Fassen wir 
diese 6 Tangenten als Projectionen von 6 Erzeugenden einer Fliche 
2. Grades auf, so sind folgende zwei Méglichkeiten von Belang. Ent- 
weder wir haben es mit 3 Erzeugenden der einen Schaar, etwa ?,, ¢,, ¢; 
entsprechend, und mit dreien der andern Schaar, etwa ¢,, ¢,, ¢ ent- 
sprechend, zu thun; alsdann liegen die 6 Punkte ¢,¢,, ¢,¢,, tt;, t¢,, 
t,t,, t;¢, auf einem Kegelschnitte und also auch die zugehdérigen 
Knoten unserer Fliche 4. Ordnung; dieser Fall tritt 10 Mal ein. Oder 
wir haben es mit 4 Erzeugenden der einen Schaar (f,, ¢,, ¢,, ¢,) und 
2 Erzeugenden der andern (¢,, ¢,) zu thun, welche zusammen mit einer 
beliebigen doppelt geziihlten Erzeugenden der letzteren Schaar (deren 
Projection ¢ sei) einen vollstindigen Durchschnitt bilden. Es giebt 
demnach eine Curve 3. Ordnung durch die Punkte ¢,¢,, t,¢,, t,¢,, tots, 
t,t,, t,t, t,¢,, welche ¢; und ¢, in ihren Schnittpunkten mit ¢ tangirt; 
die entsprechenden 7 Knoten unserer Fliiche 4, Ordnung bilden also 
mit dem Knoten, von dem aus die Fliche projicirt wurde, ein syzy- 
getisches System; dieser Fall tritt 15 Mal ein. 

Die Fliiche 4. Ordnung mit 16 Knoten hat hiernach die Eigen- 
schaft, dass ihre Knoten 16 Mal zu 6 in 16 Ebenen liegen, und dass 
sie 30 Mal zu 8 ein syzygetisches System bilden; der Tangentenkegel 
6. Ordnung aus jedem Knoten zerfallt in 6 Ebenen. 

6) Nachdem bei der Fliche mit 16 Knoten kurz die Schlussweise 
angegeben wurde, welche die Gruppirung der Knotenpunkte erkennen 
liisst, sollen fiir die weiteren Flachen nur die Resultate angegeben 
werden, und zwar wenden wir uns zuerst den Flidchen mit 8 Knoten 
zu und steigen dann zu Flichen mit mehr Knoten auf. 

Die Curven 6. Ordnung mit Beriihrungskegelschnitt und 7 Doppel- 
punkten zerfallen in 2 verschiedene Arten, je nachdem es durch die 
7 Doppelpunkte unendlich viele Curven 3. Ordnung giebt, welche jene 
Curve noch zwei Mal beriihren oder nicht. Im ersteren Falle bilden 
die 8 Knoten der zugehérigen Fliiche 4. Ordnung ein syzygetisches 
System, im letzteren Falle ist dieses nicht der Fall. Die allgemeine 
Gleichung der ersteren Fliiche, welche wir als syzygetische Fliche be- 
zeichnen, ist: 

aA? + BB? + yf? + 2xBr + 2ArTA+ 2uAB=0. 

wo A=0, B=0, f =O drei Fliichen 2. Grades bedeuten. Bei der 
letzteren — asyzeygetischen — Fliche kénnen 7 Knoten beliebig an- 
genommen werden, der achte Knoten muss dann auf einer gewissen 
Fliiche 6. Ordnung liegen, die sich auf folgende Weise bestimmt. Ist 

= 0 eine Flaiche 4. Ordnung mit 7 Knoten und sindA=0, B=0, 
[ =O drei Flichen 2. Grades durch dieselben, so ist die allgemeinste 
Fliche 4. Ordnung mit 7 Knoten: 

aA? + BB? + yf? + 2xBr + 2a4TA+ 2uAB+ 20F—0. 
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Soll eine derartige Flaiche noch einen achten Knoten besitzen, ohne 
irreducibel zu werden, so muss derselbe auf der Fliche*) 6. Ordnung 


liegen. 

7) Bei den F'lichen mit 9 Knoten sind ebenfalls zwei Arten zu 
unterscheiden. Eine syzygetische Flache mit 8 Knoten kann noch einen 
neunten Knoten besitzen, derselbe muss auf der Jacobi’schen Curve: 
han A, A; A, | 
|B, B, B, B, |—0 
IT, T, Ts Cyl 


legen. 

Die Gleichung der syzygetischen Fliche mit 9 Knoten kann dem- 
nach in die Form: 

A?— e0K.B=0 

gebracht werden, wo A = 0 ein Filiche 2. Grades durch alle 9 Knoten, 
B= 0 eine solche durch das syzygetische Knotensystem und K = 0 
einen Kegel durch eben dieses Knotensystem, dessen Scheitel im 
neunten Knoten liegt, bedeutet. Der Tangentenkegel aus dem neunten 
Knoten am die Fliiche 4. Ordnung zerfallt in einen Kegel 2. Ordnung 
und einen Kegel 4. Ordnung. 

Ist T = 0 eine asyzygetische Fliiche mit 8 Knoten und sind A=0, 
B=0 zwei lichen 2. Grades durch dieselben, so ist die allgemeinste 
derartige Fliache: 


aA? + BB? + 2xAB + 2eT = 0. 
Der neunte Knoten einer solchen asyzygetischen Fliche muss in Folge 
dessen auf der Curve 18. Ordnung**): 
A, A, As A, 
T, T, Ts Ty 


== 0 











liegen. 

8) Um die Fldchen mit 10 Knotenpunkten zu gewinnen, muss mau 
die Curven 6. Ordnung mit Beriihrungskegelschnitt und 9 Doppel- 
punkten studiren, und zwar sowohl die reduciblen als die irreduciblen. 


*) Die Eigenschaften dieser Fliche sind in der Preisschrift ausfiihrlich dar- 
gelegt. 

**) Verschiedene Eigenschaften dieser Curve finden sich in der Original- 
abhandlung. 
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Die irreduciblen Curven kénnen erstens ohne weitere besondere Eigen- 
schaften sein; zweitens kann es durch sieben von ihren Doppelpunkten 
unendlich viele, zwei Mal beriihrende Curven 3. Ordnung geben; drittens 
kénnen 6 Doppelpunkte auf einem Kegelschnitt liegen. Die erst- 
genannte Curve liefert die asyzygetische Fliche mit 10 Knoten; die 
Tangentenkegel aus allen 10 Knoten sind irreducibel. Die folgende 
Curve fiihrt zu der syzygetischen Fliche mit 10 Knoten; acht Knoten 
bilden ein syzygetisches System, ihre Tangentenkegel sind irreducibel, 
die Kegel aus den beiden tibrigen Knoten zerfallen in je einen Kegel 
zweiter und einen vierter Ordnung. Dem dritten Fall entsprechend 
erhalt man Fldchen mit 10 Knoten, von denen sechs in einer Ebene 
liegen; bei dieser Fliache zerfillt der Tangentenkegel fiir die 6 Knoten 
in der Ebene in diese Ebene und einen Kegel 5. Ordnung. 

Von den reduciblen Curven erwihne ich nur diejenigen, welche 
nicht zu den bereits genannten Flichen zuriickfiihren. Zerfallt die 
Curve 6. Ordnung in zwei Curven 3. Ordnung, so wird die zugehdrige 
Flache ein Symmetroid; die Tangentenkegel aus allen 10 Knoten zer- 
fallen in zwei Kegel 3. Ordnung*). Eine solche Fliche erhilt man 
durch Nullsetzen einer symmetrischen vierreihigen Determinante, deren 
Glieder lineare Ausdriicke in den Variablen sind. Zerfallt die Curve 
6. Ordnung in eine Curve 4. Ordnung und zwei Geraden, so liegen 
von den 10 Knoten der zugehérigen Fliche 4. Ordnung zwei Mal 
sechs auf zwei Ebenen, weichen 2 Knoten gemeinsam sind. Fiir diese 
beiden Knoten zerfallen die Tangentenkegel in je zwei Ebenen und 
einen Kegel 4. Ordnung, fiir die tibrigen in eine Ebene und einen 
Kegel 5. Ordnung. 

9) Die asyzygetischen Flichen mit 9 gemeinsamen Knoten bilden 
ein Biischel; ist P =O eine solche Fliche, so hat das Biischel die 
Gleichung, A? + 2eP =0, wo A=O eine Filiiche 2. Grades durch 
die 9 Knoten bedeutet. In diesem Biischel giebt es noch eine Anzahl 
Flichen mit einem zehnten Knoten, der zehnte Knoten muss ein Punkt 
der Gruppe: 

JA, Ay As Ag 


{| | — 0 

|P, P, Ps P,| 
sein. Dieses Gleichungssystem hat 40 Lésungen, wozu jedoch dreifach 
zihlend die 9 Knoten des Biischels gehéren. Unter den Fliichen des 
Biischels A? + 2eP =O giebt es also 13 Flichen mit einem zehnten 
Knotenpunkte; unter diesen 13 Fliichen sind 12 asysygetische Flichen 


*) Herr Cayley hat zuerst bewiesen, dass die Tangentenkegel aus allen 
10 Knoten in zwei Kegel 3. Ordnung zerfallen, wenn dieses fiir einen Knoten der 
Fall ist; auch bei mir findet sich ein Beweis, der sich vor dem andern durch 
grosse Einfachheit auszeichnet. 
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und ein Symmetroid. Den Beweis erbringt man, indem man das 
ganze Flichenbiischel aus einem seiner 9 Knoten projicirt; es entsteht 
dann ein Biischel von Curven 6. Ordnung mit 8 gemeinsamen Doppel- 
punkten und zwei gemeinsamen Beriihrungsstellen. Unter den Curven 
des Biischels giebt es eine, welche in zwei Curven 3. Ordnung zerfillt, 
ihr entspricht das Symmetroid. 

Die syzygetischen Flachen mit 10 Knoten lassen sich in der Form 
schreiben A? — @K,K, = 0, wenn K, = 0, K, = 0 irgend zwei Kegel 
2. Ordnung und A= 0 eine Flache 2. Grades durch ihre Scheitel ist. 
Die Flichen mit 10 Knoten endlich, deren Knoten auf zwei Mal zu 
sechs auf zwei Kegelschnitten liegen, haben die Gleichung: 

A?— @BE,E, = 0; 
wo A=0, B= 0 zwei Flichen 2. Grades und E, = 0, E, =0 zwei 
Ebenen sind, 

10) Die Curven 6. Ordnung mit Beriihrungskegelschnitt und 10 
Doppelpunkten sind entweder irreducibel, oder reducibel. Die irredu- 
cibeln Curven bilden noch 3 Arten, indem entweder 6 Doppelpunkte 
auf einem Kegelschnitte liegen, oder durch 7 Doppelpunkte unendlich 
viele, zwei Mal beriihrende Curven 3. Ordnung gehen, oder durch je 
9 Doppelpunkte eine Curve 4. Ordnung geht, die im zehnten einen 
dreifachen Punkt hat. Es folgt dieses daraus, dass die genannten 
Curven stets als Projectionen von Raumcurven 6. Ordnung auf einer 
Fliche 2. Grades angesehen werden kénnen. 

Die erste Art von Curven liefert eine Fldche 4. Ordnung XI, mit 
elf Knoten, von denen 6 auf einem Kegelschnitte liegen; der Tangen- 
tenkegel aus diesen Knoten zerfallt natiirlich in eine Ebene und einen 
Kegel 5. Ordnung. Die zweite Art von Curven fiihrt zu den syeyge- 
tischen Flichen X1, mit elf Knoten; 8 Knoten bilden ein syzygetisches 
System, die zugehérigen Tangentenkegel sind irreducibel; die 3 weiteren 
Knoten liegen auf der Jacobi’schen Curve des syzygetischen Systems, 
ihre Tangentenkegel zerfallen also in je einen Kegel zweiter und einen 
vierter Ordnung. In einem Biischel von Flaichen mit 10 gemeinsamen 
Knoten: A? — eK, K, = 0 giebt es noch 12 Flichen XI,. 

Die dritte Curvenart ergiebt Fldchen von elf Knoten XI,, wovon 
10 gleichberechtigt sind. Diese Flichen sind Symmetroide mit 11 Knoten; 
aus einem Knoten ist der Tangentenkegel irreducibel, aus allen andern 
zerfallt er in einen Kegel 3. Ordnung mit und einen Kegel 3. Ordnung 
ohne Doppelkante ; die Doppelkanten gehen alle durch den erstgenannten 
Knotenpunkt. Die reduciblen Curven 6. Ordnung mit Beriihrungs- 
kegelschnitt und 10 Doppelpunkten fiihren nur zu einer einzigen neuen 
Fliichenclasse; sie bildet einen speciellen Fall der Flichen: 


A? — eBE,E, =0 
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und hat die Gleichungsform: 
A? — eKE,E, = 0, 

wo E, = 0, E, = 0 wieder zwei Ebenen, K = 0 ein Kegel 2. Ordnung 
und A=O0 eine Flaiche 2. Grades durch den Scheitel des Kegels be- 
deuten. Aus 8 Knoten zerfillt der Tangentenkegel in eine Ebene und 
einen Kegel 5. Ordnung, aus zweien in 2 Ebenen und einen Kegel 
4, Ordnung, und aus einem in zwei Kegel von der zweiten und vierten 
Ordnung respective. 

11) Die Flichen mit zwolf Knoten werden von Curven 6, Ordnung 
mit elf Doppelpunkten abgeleitet, die also nothwendig reducibel sein 
miissen und entweder in eine Curve 5. Ordnung und eine Gerade, oder 
in eine Curve 4. Ordnung und zwei Geraden, oder in eine Curve 
4. Ordnung und einen Kegelschnitt, oder in zwei Curven 3. Ordnung, 
oder endlich in eine Curve 3. Ordnung, einen Kegelschnitt und eine 
Gerade zerfallen. Es werden hieraus vier Arten von Flichen 4. Ord- 
nung gewonnen. 

Es giebt eine Fldche XII, mit 12 Knoten. welche die Schnittpunkte 
der Kanten eines Tetraeders mit einer Fliche 2. Grades bilden; sie hat 
die Gleichung: 


A? — @E,E,E,E, = 0. 
Die Tangentenkegel aus allen 12 Knoten zerfallen in 2 Ebenen und 
einen Kegel 4. Ordnung. 
Es giebt eine Fildche XII,, deren 12 Knoten in drei Quadrupel 


zerfallen; je zwei Quadrupel bilden ein syzygetisches System. Der Tan- 
gentenkegel aus jedem Knoten zerfallt in einen Kegel 2. Ordnung und 
einen Kegel 4. Ordnung mit 3 Doppelkanten, welche durch die drei 
Knoten verlaufen, die mit jenem ein Quadrupel ausmachen. Um ein 
solches Knotenpunktsystem zu construiren, gehe man von 8 syzygetischen 
Punkten aus, theile dieselben beliebig in zwei Quadrupel, etwa D,, D,, 
D,, D, wad D,, D,, D;, Ds, dann liegt das dritte Quadrupel auf der 
Jacobi’schen Curve dieser 8 Punkte. D, kann noch beliebig auf dieser 
Curve angenommen werden, dann schneiden sich in D,,, D,,, Dj, vier 
Kegel, deren Scheitel in D,, D,, D,, D, respective liegen und die 
durch D,,..., Dy hindurchgehen. 

Einen Specialfall des Symmetroids bildet die Fliche X1I,, von ihren 
12 Knoten liegen sechs auf einem Kegelschnitt, etwa D,, D,, ..., Dg 
wiihrend acht ein syzygetisches System bilden, etwa: D,, D,, D;, D,,.. 
..,D,,. Die Tangentenkegel aus den 6 Knoten: D,, D,,..., Dj» zer- 
fallen in zwei Kegel 3. Ordnung mit Doppelkanten, die alle durch 
D, und D, hindurchgehen. Die Tangentenkegel aus D, und D, zer- 
fallen je in eine Ebene und einen Kegel 5. Ordnung, dessen Doppel- 
kanten durch D,,,.., D,. verlaufen; die Kegel aus D,, D,, D,, D, 
endlich zerfallen in je eine Ebene, einen Kegel zweiter und einen 
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dritter Ordnung. Um ein solches Knotenpunktsystem zu erhalten, 
wihle man irgend 8 syzygetische Punkte, lege durch zwei von ihnen 
eine beliebige Ebene, dann schneidet die Jacobi’sche Curve jener acht 
Punkte aus dieser Ebene die vier weiteren Knoten aus (und ausserdem 
noch 2 Punkte, die auf der Verbindungslinie jener beiden Punkte 
liegen). 

Endlich gewinnt man noch eine Fldche XIla, bei welcher zwei Mal 
sechs Knoten auf zwei Kegelschnitten liegen, sie ist ein specieller Fall 
der Fliche XIz. In dem Biischel: 

A? — o0K.E,E, =0 
giebt es noch 10 Flachen, welche einen zwélften Knotenpunkt besitzen. 
Die Tangentenkegel aus 8 Knoten zerfallen je in einen Kegel 5. Ord- 
nung und eine Ebene; die Kegel aus zwei weiteren Knoten zerfallen 
je in 2 Ebenen und einen Kegel 4, Ordnung, und die Kegel aus den 
beiden iibrigen Knoten zerfallen je in einen Kegel zweiter und einen 
Kegel vierter Ordnung. 

12) Die Curven 6. Ordnung mit 12 Doppelpunkten zerfallen ent- 
weder in eine Curve 4. Ordnung und zwei Geraden, oder in eine Curve 
3. Ordnung, einen Kegelschnitt und eine Gerade, oder in eine Curve 
3. Ordnung und drei Geraden, oder endlich in drei Kegelschnitte. Aus 
den Eigenschaften dieser Curven, welche einen Beriihrungskegelschnitt 
besitzen miissen, erschliesst man zwei Arten von Flichen 4. Ordnung 
mit dreizehn Knoten. Die eine Art bildet einen Specialfall der Fliche 
XII.; in dem Biischel: A? — 9E,E,E,E, = giebt es noch acht Flichen 
mit einem Knoten XIII,. Die Tangentenkegel in den 12 Knoten, welche 
die Durchstosspunkte der Kanten eines Tetraeders mit einer Fliche 
2. Grades bilden, zerfallen in je zwei Ebenen und einen Tangenten- 
kegel 4. Ordnung; der Kegel aus dem dreizehnten Knoten zerfallt in 
drei Kegel 2. Grades. 

Die andere Art von Flichen mit 13 Knoten XIII, ist ein Special- 
fall des Symmetroids, ihre Knoten sind folgendermassen gruppirt. Die 
13 Knoten liegen zu je 6 in drei Ebenen; ein Knoten ist den drei 
Ebenen gemeinsam, ferner liegt auf jeder der drei Schnittgeraden der 
Ebenen noch je ein Knoten, so dass es in jeder Ebene noch drei 
weitere Knoten giebt. Der Knoten jeder Schnittgeraden bildet mit 
den drei Knoten der gegeniiberstehenden Ebene ein Quadrupel, und 
je zwei Quadrupel bilden ein syzygetisches System. Der Tangenten- 
kegel aus einem Knoten zerfallt in drei Ebenen und einen Kegel 
3. Ordnung; die Kegel aus den drei Knoten auf den 3 Schnittgeraden 
zerfallen in je zwei Ebenen und einen Kegel 4. Ordnung mit 3 Doppel- 
kanten, welche durch die 3 Knoten laufen, die jenen zu einem Quadrupel 
erginzen. Die Tangentenkegel aus den 9 tibrigen Knoten zerfallen je 
in eine Ebene, einen Kegel 2. Ordnung und einen Kegel 3. Ordnung 
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mit einer Doppelkante; dieselbe liuft stets durch den Knoten der 
Schnittgeraden, welche der Ebene des beziiglichen Knotens gegen- 
iibersteht. 

Zur Construction eines solehen Knotensystems nehme man 4 Knoten 
D,, D,, D,, D, beliebig an, dann vertheilen sich die 9 tibrigen Knoten 
auf die Ebenen durch D, D, D,, resp. durch D, D, D,, resp. durch 
D, D, D,. n der ersten Ebene wihle man drei weitere Knoten D,, 
D,, D;, welche mit D,, D,, D, auf einem Kegelschnitt liegen; ebenso 
wahle man in der zweiten Ebene zwei weitere Knoten D, und D,, so 
ist der Knoten D,, dieser Ebene eindeutig bestimmt, seine Construction 
liegt auf der Hand. Legt man nun noch durch die Punkte D,, D,, 
D;, D,, D, zwei Kegel, deren Scheitel in D,, resp. D, liegen, so 
schneiden dieselben aus der dritten Ebene zwei Kegelschnitte aus, die 
ausser D, noch die drei Punkte D,,, D,,, D,; gemeinsam haben. 

13) Die Curven 6. Ordnung mit 13 Doppelpunkten zerfallen ent- 
weder in zwei Geraden und zwei Kegelschnitte, oder in drei Geraden 
und eine Curve 3. Ordnung mit Doppelpunkt; sie fiihren zu derselben 
Fliche 4. Ordnung mit 14 Knotenpunkten, welche ebenfalls ein Special- 
fall des Symmetroides ist. Die Knoten dieser Fliichen liegen 6 Mal zu 
sechs in 6 Ebenen und bilden 7 syzygetische Systeme. Die 6 Ebenen, 
welche die Knoten enthalten, bilden drei Ebenenpaare, die sich in 8 
syzygetischen Knoten schneiden, ferner liegen auf der Axe jedes 
Ebenenpaares noch zwei Knoten. Zwei Ebenenpaare durchschneiden sich 
in vier Geraden, die paarweise windschief sind, und es bilden jedes Mal 
die vier Knoten der Axen zweier Ebenenpaare mit den vier Knoten 
zweier windschiefer Schnittgeraden der Ebenenpaare ein syzygetisches 
System. 

Um das Knotenpunktsystem einer Fliche mit 14 Knoten zu con- 
struiren, gehe man von drei Ebenenpaaren aus, deren Schnittpunkte 
8 Knoten 7, 8, ..., 14 bestimmen, welche in folgender Weise vertheilt 
sein mégen. Das erste Ebenenpaar spalte die 8 Knoten in 7, 8, 9, 10 
und 11, 12, 13, 14, das zweite in 7, 9, 12, 14 und 8, 10, 11, 13, das 
dritte in 7, 10, 12, 13 und 8, 9, 11, 14. Auf der Axe des ersten Ebenen- 
paares wihlen wir zwei Knoten 1 und 2, welche mit 7, 8, 9, 10 auf 
einem Kegelschnitt liegen, und ebenso auf der Axe des zweiten Ebenen- 
paares zwei Knoten 3 und 4, welche mit 7, 9, 12, 14 auf einem Kegel- 
schnitt liegen. Ein bestimmter Kegelschnitt durch die Punkte 7, 10, 
12,13 wird nun die dritte Axe in den Knoten 5 und 6 schneiden. 
Um diesen Kegelschnitt zu erhalten construire man zuniichst den Kegel- 
schnitt durch 7, 10, 12,13, der auf der Fliche 2. Grades durch die 
bereits bekannten 12 Knoten liegt. Dieser Kegelschnitt theilt mit dem 
gesuchten die Winkel der beiden Geradenpaare 7, 10; 12,13 und 7, 12; 
10,13 harmonisch , wodurch letzterer bestimmt ist. 
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14) Die Curven 6. Ordnung mit 14 Doppelpunkten zerfallen noth- 
wendig in 4 Geraden und einen Kegelschnitt, in Folge dessen giebt 
es eine einzige Flichenart mit 15 Knoten. Diese Knoten liegen 10 Mal 
zu sechs in 10 Ebenen und bilden 15 Mal zu acht fiinfzehn syzygetische 
Gruppen. Die Gruppirung der Knotenpunkte in Ebenen giebt das 
Schema: 





1/ 1] 1] 2 2} 3! 3/ 3 
12/11/10] 9 7 8| 7 
15 | 14] 13 | 15 13 11 | 10 
6 4 5| 4 
10 11 13 | 14 
11 12 15 | 15 









































Die Knoten jeder Ebene bilden zwei Tripel; durch zwei Knoten, welche 
verschiedenen Tripeln einer Ebene angehéren, geht immer noch eine 
zweite singulire Ebene. Der Tangentenkegel 2. Ordnung (nicht Tan- 
gentialkegel) aus einem Knotenpunkte geht noch durch alle Knoten- 
paare hindurch, die mit ersterem ein Tripel bilden; so geht z. B. der 
Tangentenkegel mit dem Scheitel 1 durch die Knoten: 2, 3; 12, 15; 
11, 14; 10, 13; soleche 8 Knoten bilden nattrlich ein syzygetisches 
System. 


Zweiter Theil. 


15) In gestaltlicher Hinsicht wird man die einzelnen Theile 
einer Fliche in paare und unpaare Gebilde zu trennen haben; die 
ersteren zerfallen weiter in ganzpaare Gebilde — oder paare Gebilde 
schlechthin — und in halbpaare Gebilde, je nachdem auf denselben 
nur paare, oder paare und unpaare Curven gezogen werden kénnen. 
Die paaren Flichentheile kénnen die Form eines Ovals, eines Ringes, 
oder eines ringformigen Gebildes mit mehreren Durchbrechungen, oder 
Oeffnungen haben; ebenso kénnen die halbpaaren Flachentheile eine 
oder mehrere Oeffnuungen aufweisen. 

Sehen wir von den Flichen ab, welche einen und also noch einen 
zweiten unpaaren Theil und demnach eine Doppelcurve besitzen, so hat 
man es nur mit Flichen zu thun, die aus paaren und halbpaaren 
Flichenstiicken bestehen. Erstere werden in Ovale, einfache, Doppel- 
und mehrfache Ringe unterschieden, je nachdem sie das Geschlecht 
0, 1, 2, 3,...haben; letztere kénnen ebenfalls das Geschlecht 1, 2, 3,... 
besitzeu. 

16) Aus der Definition der Flichen 4. Ordnung folgen leicht die 
drei Siatze: 

Erstens: In den beiden Raumen, in welche der ganze Raum durch 
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einen halbpaaren Flachentheil gespalten wird, giebt es wnpaare Curven- 
ziige, unter anderen auch gerade Linien. 

Zweitens: Durch jeden Raumpunkt giebt es entweder Geraden, 
welche eine ganz beliebige Ringfliche vier Mal schneiden, oder solche, 
welche die Oeffnung des Ringes passiren, ohne ihn zu schneiden. 

Drittens: Besitzt eine Fliche 4. Ordnung zwei ringférmige Theile, 
so giebt es immer Geraden, welche durch die Oeffnungen der beiden 
Ringe hindurchgehen, ohne die Flaiche zu schneiden. Ebenso giebt 
es durch die beiden Oeffnungen eines Doppelringes immer Geraden, 
die den Ring nicht treffen. 

Diesen Siitzen entsprechend kann eine Flache 4. Ordnung ohne 
Knotenpunkt: 

a) aus zwei in einander liegenden Ovalen bestehen, dann aber 
kein weiteres Flichenstiick mehr besitzen. Keines der Ovale kann 
ringférmig sein. 

b) aus zwei Ringen bestehen, von denen jedoch keiner ein Doppel- 
ring ist; weitere Theile kann es nicht geben. 

c) aus zwei halbpaaren Theilen vom Geschlecht 1 bestehen, dann 
aber kein weiteres Flichenstiick mehr enthalten. 

d) aus héchstens 12 Ovalen bestehen. Neben einem Ringe vom 
Geschlecht p kann eine Fliiche 4. Ordnung noch héchstens (11—yp) 
Ovale aufweisen; auch ein halbpaarer Flichentheil vom Geschlecht p 
erlaubt héchstens noch (11—y) Ovale, die jedoch nicht auf verschie- 
denen Seiten des halbpaaren Fliichentheils liegen diirfen. 

Aus den angezogenen Siitzen folgt noch weiter, dass eine Fliche 
4. Ordnung nicht gleichzeitig einen Ring und einen halbpaaren Flichen- 
theil enthalten kann; auch zwei halbpaare Flichentheile kénnen nur 
existiren, wenn ihr Geschlecht beiderseits gleich 1 ist. 

Um die Resultate unter d) zu erhalten, muss man ausser den obigen 
Siitzen noch folgende Betrachtungen anstellen. Aendert man die Con- 
stanten einer vorliegenden Fliiche 4. Ordnung stetig, bis dieselbe einen 
Knotenpunkt erhilt, und projicirt dieselbe aus diesen Knoten, so erhiilt 
man eine Curve 6. Ordnung mit Beriihrungskegelschnitt. Da das Ge- 
schlecht der Curven 6. Ordnung ohne Doppelpunkte gleich 10 ist, so 
giebt es nach Herrn Klein Curven 6. Ordnung mit 11 Ovalen, und 
aus dieser Bemerkung folgt unmittelbar das unter d) Gesagte. Dabei 
ist noch zu bemerken, dass hieraus keineswegs folgt, dass es wirklich 
Flichen mit 12 Ovalen gebe, denn dazu wire erforderlich, dass die 
11 Ovale der Curve 6. Ordnung eine bestimmte Lage gegen den Be- 
riihrungskegelschnitt besiissen. 

Die Projectionen der Flichen 4, Ordnung mit einem oder mehreren 
Knotenpunkten, vorgenommen aus einem derselben, kénnen benutzt 
werden, um Aufschliisse tber die gestaltlichen Verhiltnisse dieser 
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Flichen zu gewinnen. Es lisst sich leicht aus der Form dieser Curven 
6. Ordnung auf die der zugehdrigen Flichen 4. Ordnung schliessen, 
wobei natiirlich die Lage der Curvenzweige gegen den Beriihrungs- 
kegelschnitt von fundamentaler Bedeutung ist. Studirt man demnach 
die Formen der Curven 6. Ordnung mit Beriihrungskegelschnitt, so 
erhiilt man dadurch auch diejenigen der Flachen 4. Ordnung. Dabei ist 
noch auf zweierlei zu achten. Kinerseits kénnen Flichen mit mehreren 
Knotenpunkten ganz verschiedene Projectionen ergeben, je nach der 
Wahl des Knotenpunktes, aus dem man projicirt, andererseits miissen 
auch Flichen als gestaltlich gleich angesehen werden, deren Projectionen 
wesentlich verschiedene Formen besitzen. Um dieses zu verstehen 
bedarf es einer kurzen Erliiuterung. Besitzt die Curve 6. Ordnung 
auf dem Beriihrungskegelschnitte einen Doppelpunkt, so giebt es auf 
der zugehérigen Fliche 4. Ordnung eine Gerade, welche durch den 
Knoten verliuft, von dem man projicirt. Das Entstehen und Auflésen 
von Doppelpunkten der Curve auf dem Berihrungskegelschnitt wird 
desshalb keine gestaltliche Aenderung der Fliche 4. Ordnung nach 
sich ziehen, weil bei dieser weder ein Knoten entsteht noch verschwindet. 
So wird es also z. B. ganz gleich sein, ob ein Oval, das den Kegel- 
schnitt nur ein Mal beriihrt, ausserhalb oder innerhalb desselben liegt, 
denn beide Male kann dasselbe auf einen isolirten Doppelpunkt aut 
den Kegelschnitt zusammengezogen werden. Zwei Ovale, welche auf 
verschiedenen Seiten des Beriihrungskegelschnittes liegen und von derien 
das eine denselben beriihrt, kénnen in einen Curvenzug mit Doppel- 
punkt verwandelt und dieser dann so aufgelést werden, dass das andere 
Oval den Kegelschnitt beriihrt. Auf diese Weise kann man Ovale von 
der einen Seite des Kegelschnittes auf die andere bringen, ohne die 
zugehérige Fliche gestaltlich zu andern. In Bezug auf die Details 
dieser Untersuchungen muss ich auf die Originalarbeit verweisen. 
Zum Schluss soll noch eines Mittels gedacht werden, das uns einen 
bequemen Ueberblick iiber die meisten Flachen 4. Ordnung gewihrt; 
es sind dieses die Grenzfldichen. Betrachtet man namlich das Biischel 
von Flichen 4. Ordnung: e®? — F?—0, wobei ®=O eine ganz 
beliebige Fliiche 4. Ordnung und F' = 0 eine solche 2. Grades bedeutet, 
so sieht man, dass die doppelt geziihlte Fliche 2. Grades durch con- 
tinuirlichen Uebergang aus den Flichen 4. Ordnung bei abnehmendem 
Parameter @ entsteht. So lange @ einen endlichen, wenn auch sehr 
kleinen Werth hat, ist die zugehérige Flaiche eine wirkliche Flaiche 
4, Ordnung, erst wenn g =O wird, entsteht die Fliche 2. Grades, 
indem je zwei Punkte der Fliche 4. Ordnung coincidiren. Hierbei 
zeigt sich folgendes Verhalten. Die Raumcurve 8. Ordnung > = 0, 
F = 0) theilt die Oberfliche 2. Grades in verschiedene Gebiete; einen 
Theil derselben nennen wir positive, den andern negative Gebiete, und 
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zwar sollen je zwei Gebiete, welche lings eines Curvenstiicks an- 
einanderstossen, entgegengesetztes Vorzeichen erhalten. Beim Grenz- 
iibergang, d. h. bei verschwindendem eg, wird die Fliche a> — F*? = 0 
die simmtlichen positiven, resp. negativen Gebietstheile der Fliiche 
2. Grades doppelt iiberdecken, je nachdem @ sich von der positiven 
oder negativen Seite der Null niahert. Die Fliche 2: Grades mit ihrer 
Raumcurve 8, Ordnung kann demnach als Bild von zwei verschiedenen 
Flichen 4, Ordnung aufgefasst werden, je nachdem man die positiven 
oder negativen Gebiete mit zwei Bliittern tiberdeckt, welche lings der 
Raumcurven 8. Ordnung zusammenhingen. Solche Fliichen nenne ich 
Grenefldchen. Hier muss jedoch sogleich hinzugefiigt werden, dass 
nicht jede Fliche 4. Ordnung stetig, d. hb. ohne dass dabei gelegent- 
lich ein Knotenpunkt entsteht oder verschwindet, in eine Grenz- 
fliche iibergefiihrt werden kann, jedoch ist dieses bei den meisten 
Flaichen der Fall. 

Die Grenzflichen bieten, abgesehen von der grossen Bequemlich- 
keit fiir das Studium der Gestalten, auch fiir die Erkenntniss vieler 
Eigenschaften der Flichen 4. Ordnung eine ungemeine Erleichterung. 
Hierher gehéren vor allen Dingen die Erkenntniss der Reducibilitat 
der Tangentenkegel aus den Knotenpunkten, sowie des Strahlensystems 
12. Ordnung und 28. Classe, welches die Doppeltangenten bilden. 
Man kann an der Grenzfliche sofort erkennen, in welcher Weise die 
einzelnen Tangentenkegel und wie das Strahlensystem zerfallt. Es soll 
hier nur kurz an einigen Beispielen erliutert werden; vorher aber will 
ich fiir die Flichen 4. Ordnung mit 8 bis 16 Knoten kurz die Grenz- 
flichen angeben. Die unteren Indices geben dabei die Ordnung der 
bez. Curve, die oberen die Anzahl ihrer Doppelpunkte. 

Flachen mit 8 Knoten: 1) C,§, 2) C,° + C,°, 3) C, + C,?. 

Flachen mit 9 Knoten: 1) C,°, 2) C,'+ C,°, 3) C, + C,°. 

Flichen mit 10 Knoten: 1) C,'°, 2) C,1+ C,', 3) C,+ C,, zwei 
Curven 4. Ordnung zweiter Species, 4) C, + C,', 5) C, + C, + C,°. 

Flichen mit 11 Knoten: XI,: C, (zweiter Species) + C, + C,, 
XI,: C,3-+C, +C, (zwei Erzeugende derselben Schaar), XI,: C,*-+ C, +C, 
(zwei Erzeugende verschiedener Schaaren), XI4: C,! + C, + C,. 

Flachen mit 12 Knoten: XII,: C,+C,+C,+ C, (zwei Erzeugende 
verschiedener Schaaren), XII,: C, + C, + C, + C, (zwei Erzeugenden 
derselben Schaar), XII,: C,+C,+C,+C,, XIla: C'+C,+0C,+€C,. 

Flichen mit 13 Knoten: XIII,: C,-+ C,-+ C,+C,+0C,, XIII: 
C3+O,+0,+0,+ CG. 

Fliche mit 14 Knoten: C,-+ C,+C,+C,+C,+0C,; Flache 
mit 15 Knoten: C,-+-6 Erzeugende; Fiche mit 16 Knoten: 8 Erzeugende. 

Gehen wir nun zu den Tangentenkegeln aus den Knotenpunkten 
iiber. Hat die Raumeurve 8. Ordnung, welche die Grenzfliiche bestimmt, 
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&d Doppelpunkte, so besitzt der Kegel, der sich auf die Raumcurve 
stiitzt und seinen Scheitel in einem ihrer Doppelpunkte A hat, d + 1 
Doppelkanten, indem die beiden Erzeugenden der Fliche 2. Grades 
durch A ebenfalls Doppelkanten dieses Kegels sind. Der Tangenten- 
kegel aus A an die Grengfliche wird mit jenem Kegel identisch sein; 
d — 1 Doppelkanten des Kegels werden durch die Knotenpunkte der 
Grenzfliche bedingt, wiihrend die beiden iibrigen erst bei dem Grenz- 
iibergang von der allgemeinen Flache zur Grenzfliche entstehen. Will 
man also den Tangentenkegel der Grenzfliiche durch Bewegung einer 
Kante entstehen lassen, so wird dieselbe die d — 1 Doppelkanten, 
welche den Knoten entsprechen, in gewdhnlicher Weise durchlaufen, 
nicht so aber die beiden iibrigen Doppelkanten. Hier wird die be- 
wegliche Kante auf dem einen Mantel in die Doppelkante hineinriicken ; 
um sie auf dem andern wieder zu verlassen. In Figur 1 wird die 
Kante, durch deren Bewegung der Tangentenkegel entsteht, der Reihe 
nach die Punkte: 1, 2,3 — 4 vorn, 5, 6,3 = 4 riickwiirts, 1 passiren; 
die Schraffirung deutet die Grenzfliiche an. 

Etwas anders gestaltet sich die Sache bei einer reduciblen Raum- 
curve 8. Ordnung, wenn eine oder beide Erzeugende durch A Theile 
dieser Curve bilden, indem die Erzeugende zur dreifachen Kante des 
bez. Tangentenkegels wird. Figur 2 giebt das Verhalten des Tangen- 
tenkegels in der dreifachen Kante, wobei unter a), b), c) die drei 
Aeste der Beriihrungscurve dargestellt sind, welche der Grenzfliche 
angehéren. 

Mit Riicksichtnahme auf das Gesagte, wird z. B. in Figur 3 der 
Kegel aus den simmtlichen Punkten A irreducibel sein, aus den beiden 
Punkten B aber in je einen Kegel zweiter und einen Kegel 4. Ordnung 
zerfallen. In Figur 4 werden die Kegel aus den Punkten A in je 
einen Kegel dritter, einen zweiter Ordnung und eine Ebene zerfallen; 
die Kegel aus den Knoten B spalten sich in zwei Kegel 3. Ordnung 
mit je einer Doppelkante, wiihrend die Kegel aus den Knoten C je 
aus einem Kegel 5. Ordnung und einer Ebene bestehen. 

Auch fiir das Strahlensystem 12. Ordnung und 28. Classe ergiebt 
sich die Reducibilitit auf das einfachste. Es zeigt sich, dass beim 
Grenziibergang von der allgemeinen zur Grenzfliiche die Strahlensysteme 
der allgemeinen Fliche theilweise zerfallen; aber man kann leicht 
erkennen, welche Strahlensysteme*) der Grenzfliche zusammengehéren 
und bei der allgemeinen Fliche nur ein einziges Strahlensystem bilden. 
Es gilt niimlich der Satz: Zwei Strahlensysteme, deren Leitcurven die 
eine Schaar von Erzeugenden der sie enthaltenden Fliche 2. Grades 


*) Die Doppeltangentensysteme der allgemeinen Fliche werden bei der 
Grenzfliiche Doppelsecantensysteme der Raumcurve 8. Ordnung. 
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in vier getrennten Punkten schneiden, gehdren zusammen; dieselben bilden 
Theile eines Strahlensystems, welches bei der allgemeinen Fliche 4. Ord- 
nung irreducibel ist. 

Als Beispiel mag die Fliche mit 16 Knotenpunkten dienen, Figur 5. 
Die Strahlensysteme 1. Ordnung und 1. Classe, welche g, und g,, 
resp. g, und g, treffen, gehéren zusammen; demgemiiss giebt es sechs 
Strahlensysteme 2. Ordnung und 2. Classe, nimlich:*) 

I:192 +IsG9x» D193 + G929s» W192 + G29s> Myke + hghy, hyhs + hyh,, 
hyhy + hghs, 
ferner 16 Strahlensysteme 0. Ordnung und 1. Classe, namlich: 
giky(i=1, 2, 3, 4; K—1, 2, 3, 4). 

Als zweites Beispiel wihlen wir die Flache XII,, Figur 4. Diese 
Fliche besitzt ein Strahlensystem 0. Ordnung und 1. Classe: gh, ferner 
zwei Strahlensysteme 2. Ordnung und 6, Classe: gC, + C,’C, und 
hC,’ + C,C,, endlich ein Strahlensystem 8. Ordnung und 15. Classe: 
gC, + C,C, +hC,. Hiermit diirfte der Vortheil der Einfiihrung der 
Grenzflichen geniigend dargethan sein, besonders wenn man bedenkt, 
welche Schwierigkeit sowohl die Aufstellung der Tangentenkegel aus 
den einzelnen Knotenpunkten, wie es im ersten Theil dieser Arbeit 
geschieht, als auch die der Strahlensysteme, wie es Herr Kummer 
gethan hat, bietet. 


Dresden, im Oktober 1886. 


*) Die Strahlensysteme sind in leicht verstiindlicher Weise durch ihre Leit- 
curven charakterisirt. 








Die Congruenzgruppen der sechsten Stufe*). 


(Mit einer Figurentafel.) 
Von 
Rosert Fricke in Braunschweig. 


Durch die nachfolgende Mittheilung beabsichtige ich eine voll- 
stiindige Darstellung der zu den Congruenzgruppen der sechsten Stufe 
gehérenden elliptischen Modulfunctionen zu entwickeln. Die Stellung 
meiner Arbeit zu den allgemeinen hier in Betracht kommenden Unter- 
suchungen der Herren Klein**) und Hurwitz***) lisst sich mit kurzen 
Worten kennzeichnen. Zuvérderst erinnere ich daran, dass Herr Klein 
Modulsysteme nur fiir den Fall ungerader Stufenzahlen aufstellt, wiihrend 
auch die Erweiterung des Herrn Hurwitz, tiber welche man § 5 der 
citirten Abhandlung vergleichen mége, den Fall der sechsten Stufe als 
solechen nicht umfasst. Bleibt dieser letztere hiernach iiberhaupt noch 
unerledigt, so darf man iiberdies behaupten, dass durch die gedachten 
Verallgemeinerungen die directe functionentheoretische Untersuchung 
auch der tibrigen Stufen noch keineswegs iiberfliissig geworden ist, 
wie es denn wahrscheinlich ist, dass insbesondere fiir zusammengesetzte 
Stufenzahlen » die gefundenen Modulsysteme noch nicht die ein- 
fachsten sind +). 

Zugleich gedenke ich hier noch zweier speciellen Absichten, welche 
ich mit meiner Arbeit verfolge. Einmal fiibrt die ausfiihrliche Be- 
trachtung der sechsten Stufe mit Nothwendigkeit zu weitergehenden 


*) Die Resultate des vorliegenden Aufsatzes habe ich zum Theil bereits im 
vierten Kapitel meiner Inaugural- Dissertation entwickelt (Leipzig, 1885). 

**) ,,Ueber die elliptischen Normalcurven der ne" Ordnung etc.’ Abhand- 
lungen der mathem.-phys. Classe der Kgl. Siichsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften, Bd. 13 Nr, IV. 

***) Ueber endliche Gruppen linearer Substitutionen, welche in der Theorie 
der elliptischen Transcendenten auftreten.* Math. Ann. Bd. XXVII p. 183. 

+) Untersuchungen, die sich in dieser Richtung bewegen, hat schon seit 
lingerer Zeit Hr. Kiepert angestellt; ich hoffe, dass dieselben bald verdffent- 
licht werden sollen. F. Kl 


Mathematische Annalen. XXIX, 
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Untersuchungen, die tiber das Gebiet der Congruenzgruppen/ hinaus- 
reichen und fiir die ich meine gegenwiirtige Darstellung als Einleitung 
ansehen médchte. Andrerseits schien mir die Untersuchung der sechsten 
Stufe deshalb der Mittheilung werth, weil sie und mit ibr die Stufen- 
zahlen 2p [unter p eine der ersten ungeraden Primzahlen verstanden] 
in einer speciellen Beziehung zur Theorie der elliptischen Functionen 
stehen, welche freilich wohl nur in der historischen Entwicklung dieser 
Theorie begriindet erscheint. Ich denke hier an die Relationen, welche 
zwischen den Nullwerthen der Thetafunctionen #,, #,, #, und den 
aus ihnen durch Transformation p'* Ordnung entstehenden Gréssen 
bestehen. Fiir die Aufstellung dieser Relationen, von denen sich Bei- 
spiele bereits im Gauss’schen Nachlass*) vorfanden und die seither 
wiederholt Gegenstand der Untersuchung geworden sind**), liefert die 
Betrachtung der Stufe 2p einheitliche Gesichtspunkte, wie ich solches 
fiir Transformation dritter Ordnung ausfiihrlich erliutern werde. 

Meine Arbeit, die fiir die sechste Stufe erschépfend sein soll, hat 
dieselbe zuerst in arithmetisch-gruppentheoretischer Beziehung zu be- 
trachten. Es wird sich darum handeln, simmtliche durch Congruenzen 
(mod. 6) definirbaren Untergruppen aufzuziihlen. Besondere Beachtung 
werden die ausgezeichneten Untergruppen verdienen. Indem sich die 
Untersuchung sodann den algebraischen Moduln zuwendet, dtrfen die- 
jenigen als die einfachsten angesprochen werden, welche als Haupt- 
moduln ***) den Gruppen sechster Stufe vom Geschlecht p=—0O zu- 
kommen. Zwei unter diesen wiihlen wir aus, die geeignet sind, ein 
volles Modulsystem sechster Stufe zu bilden, und stellen die iibrigen 
Hauptmoduln als rationale Functionen dieser beiden dar. Eine trans- 
cendente Modulfunction sechster Stufe, welche ich sodann drittens be- 
trachte, ergiinzt-wesentlich die Untersuchung der algebraischen Moduln. 

Die hiermit abgeschlossene Entwicklung vervollstiindige ich weiter 
dadurch, dass ich die betrachteten Hauptmoduln als Quotienten von 
Thetafunctionen darstelle und gewinne insbesondere hierdurch die be- 
reits oben erwaihnten Thetarelationen., 


*) Gauss, Werke Bad. III, pag. 470 ff. 

**) Man vergl. hier namentlich die Habilitationsschrift von Hrn, Schroeter 
und im Anschluss daran eine Abhandlung von Giring: ,,Ueber die Theilwerthe 
der Jacobischen Thetafunctionen‘* Math. Ann. Bd. VII, p. 311, sowie aus neuerer 
Zeit zwei Notizen von Herrn Krause im 25'** Bande der Annalen resp. im 3" der 
Acta mathem., an welche sich dann wieder die Untersuchungen der Herren Miiller 
und Rohde anschliessen, die unter dem gleichen Titel ,,Zur Transformation der 
Thetafunctionen“ in Grunert’s Archiv (Zweite Reihe, Bd. 1 und 3) erschienen sind. 

***) Beziiglich der hier gebrauchten Terminologie vergl. man Hrn. Klein’s 
Abhandlung ,,Zur Theorie der elliptischen Modulfunctionen“. Math. Ann, 
Bd, XVII, p. 62. 

















Die Congruenzgruppen der 6" Stufe. 


§ 1. 
Aufzaihlung aller Congruenzgruppen sechster Stufe. 


Eine lineare w-Substitution von der Determinante 1: 


ao + 8 
yo+o 


will ich der Abkiirzung wegen in der Folge stets durch die symbolische 


Bezeichnung: . 
a, B 
(3: é ) 


andeuten. Zwei Substitutionen boy 5) und (¢ 6) heissen dann 
? > 
jedesmal einander congruent beziiglich der Zahl 6: 


be 5) = (7 5’) WP Me 


wenn entweder die erste oder die .weite Reihe der folgenden Con- 
gruenzen erfillt ist: 
ae, B= 8’, y=Y; i= 
c=— ae, = — 6, =-—-y, ‘=— 


o = 





»} (mod, 6). 


Man weiss, dass es im Ganzen 72 incongruente Substitutionen giebt 
und dass sich somit die Gesammtheit der linearen @ -Substitutionen 
auf eine Gruppe der endlichen Ordnung 72 zusammenzieht, sofern wir 
alle die Substitutionen, die (mod. 6) tibereinstimmen, als nicht ver- 
schieden ansehen. Jede Congruenzgruppe der sechsten Stufe wird, 
falls wir auch sie (mod. 6) reduciren, eine Untergruppe der G,,*) 
werden, deren Existenz wir soeben erkannten und umgekehrt fiihrt 
jede Untergruppe der G,,, sofern wir ihr simmtliche Substitutionen 
hinzugesellen, welche den in ihr enthaltenen (mod. 6) congruent sind, 
auf eine Congruenzgruppe der vorliegenden Stufe, also dass die Auf- 
zihlung aller dieser Untergruppen und die vollstindige Zerlegung der 
G,. im Grunde dieselben Aufgaben sind. 

Die Substitutionen der G,, ordnen sich in Ansehung ihrer Perio- 
dicitét in folgende cyklische Untergruppen ein: 

1) Zwolf mit einander gleichberechtigte Cyklen der Ordnung 6, 
G, z. B. die Gruppe: 


1,1 1, 2 _s 1, 4 (G$ 1,0 
0° i): 0° 1) (0° 1)» 0,1)» \o, 1) 0° 1): 


Dabei ist zu beachten, dass von den zwdlf erzeugenden Substitu- 
tionen jedesmal drei dieselbe zweite Potenz, bez. immer vier verschiedene 


*) Der untere Index bedeutet, wie gewohnt, die Ordnung der Gruppe; ein 
oberer Index soll zur Unterscheidung von Gruppen gleicher Ordnung dienen. 
q* 
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dieselbe dritte Potenz haben, sodass in den zwélf G, vier gleichbe- 
rechtigte cyklische G, und drei ebensolche G, enthalten sind. 
Denken wir uns entsprechend den 72 incongruenten Substitutionen 
innerhalb der a-Halbebene einen Complex von 72 Doppeldreiecken ab- 
gegrenzt, der dann zugleich das Fundamentalpolygon fiir die Gruppe 


der Substitutionen abgiebt, die mod. 6 der Identitiat (0° 1) congruent 


sind, so itibersehen wir sofort die geometrische Deutung der ge- 
nannten G,. Sie sind die Drehungen dieses Polygons um die zwilf 
bei J = oo gelegenen Punkte desselben. 

2) Acht gleichberechtigte Cyklen G,” der Ordnung drei, z. B. 


0, 1\ 1, 2 Oh. 
(5” t)> \1,0)> \o,1 
Bei der einzelnen Substitution bleiben immer drei von den 24 bei 


J =O gelegenen Punkten des Polygons erhalten. 
3) Neun gleichberechtigte Cyklen G,” der Ordnung 2 z. B. 


‘0, 1 ‘1, 0). 

(5, 0)» (0,1 
Die einzelne Operation ist eine Drehung um vier bei J = 1 gelegene 
Punkte. 


4) Es restiren drei gleichberechtigte Cyklen G,' der Ordnung sechs, 
welche ich ihrer Bedeutung wegen vollstiindig angebe: 


3,1 3, 0, 1) | 

5, 0 2, 3, 5, 3) 
1,1 (2, 3 1,4 = 2, 5 1, 0), 
(77 2) ¢ (5) 1 G5) ¢ (8 10) 4 G4) | (ord) 
(5; 2) (2; 5) (1; 1) 
5, 2 | (2, 5 | \, 1 
Diese zw6lf Substitutionen, von denen jede iiberdies noch mit 
ihrer inversen Operation gleichberechtigt ist, bilden zusammen eine 
ausgezeichnete Untergruppe G,,’ der Ordnung 12, welche ich hier an 
die Spitze der nichtcyklischen Untergruppen stelle. Die weitere Zer- 


legung der Giz ist einfach: 
Ausser den drei G,’, der ausgezeichneten G,': 


2,3 -e 1, 0 
(3° 5) 3, 10)> \o, 1)» 

















sowie den drei gleichberechtigten G,': 


3,4) /1,0 
(2° 3): (o, 1) ete. 
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ist eine ausgezeichnete Vierergruppe G, zu notiren: 


3, 4) ed 1,2 (1: 9). 
2,3)> \4,5)> \2, 5)> 0° 1) 


Zur Aufstellung der noch fehlenden nichtcyklischen Untergruppen 
ordne ich die 72 Substitutionen in dem wohlbekannten Schema an: 


8, a <t See 
(a) U,.8, U,.83... U,.8*, 0, 


U,.S, 


wobei wir unter S in gewohnter Weise die Substitution (0 i)s unter 
? 


1, U,, U,,... die zwdlf Substitutionen der ausgezeichneten Gj ver- 
stehen. Eben dieserhalb geniigen die Substitutionen U; der Gleichung: 


Ss. U; = U;. S, 
welcher man sofort auch die allgemeinere Form: 
(b) U;.8*.U;,. 88 = U,. Sete 


verleiht. Es folgt hieraus, dass die Combination zweier Substitutionen, 
welche bez. der «'*® und 6" Colonne unseres Schemas angehéren, auf 
eine Substitution der (@ + 8)" Colonne fiihrt, wobei wir natiirlich 
die Zahl « + 8B vorkommenden Falls mod, 6 zu reduciren haben. Im 
Weiteren folgt, dass die Untergruppen der G,, entweder Substitutionen 
aus allen sechs Colonnen enthalten, oder aber nur solche aus der 
zweiten, vierten, sechsten oder aus der dritten und sechsten oder letzten 
Endes allein aus der sechsten Colonne. Wichtig ist hierbei, dass die 
Colonnen, welche sich iiberhaupt an der Bildung einer Untergruppe 
betheiligen, die gleiche Anzahl von Substitutionen zu diesem Zwecke 
stellen, wie man solches sehr leicht erkennt, wenn man die betreffende 
Untergruppe wieder nach dem Schema (a) anordnet. Die Substitu- 
tionen U, welche in einer Untergruppe enthalten sind, bilden offenbar 
fiir sich eine Untergruppe, welche somit eine der unter 4) genannten 
ist. Diese Verhialtnisse lassen uns leicht die noch zu nennenden 
Gruppen tibersehen. Ich ordne dieselben in folgender Reihenfolge: 

I. Gruppen, welche Substitutionen aus allen sechs Colonnen ent- 
halten : 

a) Drei gleichberechtigte Untergruppen der Ordnung 24, G,,. Die 
einzelne G,, enthalt diejenigen vier G,, welche dieselbe dritte Potenz 
besitzen , ausserdem aber die ausgezeichnete G,’ und drei G,”. 

b) Vier gleichberechtigte G,,, deren einzelne die drei G, enthiilt, 
die in der zweiten Potenz der Erzeugenden iibereinstimmen. Ausser- 
dem finden sich in einer G,, noch zwei G,” und die G,’. 
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II. Gruppen, die nur Subslitutionen der zweiten, vierten und 
sechsten Colonne enthalten. Voran stebt sie alle umfassend: 

a) Eine ausgezeichnete G,,, welche ausser der Gyz alle Cyklen der 
Ordnung drei enthalt. Weiter ordnen sich hier die Gruppen der Sub- 
stitutionen an, welche der G,, bez. mit den eben genannten G,, und 
G,, gemeinsam sind. Es sind dies: 

b) Eine ausgezeichnete G,,, dem Tetraedertypus angehorend, 

c) Vier gleichberechtigte G,, den 4 G,, entsprechend. 

Schliesslich gehéren hier noch her: 

d) Zwei gleichberechtigte Gruppen der zwélften Ordnung, ebenfalls 
dem Tetraedertypus angehérend. Beiden Gruppen gemeinsam ist die 
Vierergruppe G,’, wiihrend die einzelne ausserdem noch vier G,” 
enthiilt. 

III. Gruppen, welche Substitutionen der 3' und 6'" Colonne 
enthalten. Voran steht wieder, alle iibrigen hierher gehérenden Gruppen 
umfassend: 

a) Die ausgeseichnete G,,, welche aus der Gy, im Verein mit den 
Substitutionen der Periode zwei gebildet ist. Indem wir dann wieder 
den Antheil feststellen, welchen die hierher gehdrigen Substitutionen 
an den unter I genannten Gruppen haben, finden wir weiter: 

b) Drei gleichberechtigte G,, den G,, entsprechend und 

c) Eine ausgezeichnete Ditdergruppe G,’, den G,, entsprechend. 

Eine Reihe weiterer Untergruppen ordne ich mit Riicksicht auf 
die Gruppen von Substitutionen U, welche in ihnen enthalten sind: 

d) Gruppen, welche die G,’ einzeln euthalten: 

«) Drei gleichberechtigte Gruppen der Ordnung zwélf, deren 
jede eine G,’, die drei G, und je drei G,” enthiilt. 

B) Drei gleichberechtigte Gruppen der Ordnung zwilf, deren 
jede eine G, im Verein mit sechs bestimmten G,” enthiilt. 

Die ausgezeichnete G,’ giebt zur Bildung der unter b) genannten 
Gruppen Anlass. Die ausgezeichnete G,’ ftihrt neben der in c) ge- 
nannten G,” auf: 

e) Drei gleichberechtigte Diédergruppen G,"”, welche einzeln noch 
drei G,” enthalten. 

f) Endlich sind noch die Cyklen der Periode zwei G,' heran- 
zuziehen, deren Vereinigung mit den G, resp. G,” auf zwei Arten 
von je neun mit einander gleichberechtigten Vierergruppen fiihrt.*) 


*) Die Kenntniss einiger von den hier aufgezihlten Untergruppen danke ich 
einer Mittheilung von Hrn. Gierster. 
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§ 2. 
Die ausgezeichneten Congruenzgruppen der sechsten Stufe. 

Indem wir zu den Substitutionen einer einzelnen Untergruppe der 
G,. alle Substitutionen hinzugesellen, welche jenen mod. 6 congruent 
sind, gewinnen wir ebensoviele Congruenzgruppen der sechsten Stufe. 
Indessen ist es doch gerechtfertigt, wenn wir den Namen der Gruppen 
sechster ‘Stufe nur fiir diejenigen vorbehalten, deren Substitutionen nicht 
bereits durch Congruenzen mod. 2 oder mod, 3 einzeln charakterisirt 
werden kénnen. Fragen wir tiberdies nur nach ausgezeichneten Gruppen 
der Stufe 6, so ist deren Anzahl nur gleich vier. Sie sind gebildet 
durch die Substitutionen, welche bez. der Giz, der G,’, der G,’ und 
endlich nur der Identitiit congruent sind mod. 6, 

Wenn ich diese Gruppen, die in der Folge vielfach zu nennen 
sind, durch [,, [,,, [.,, [,. bezeichne, so hat man unter der unten 
angefiigten Zahl den Index zu verstehen, welcher der einzelnen Gruppe 
in Beziehung auf die Gesammtheit der @-Substitutionen zukommt. Von 
den vier Gruppen enthiilt die erste die drei tibrigen, wihrend die [,, aus 
allen Substitutionen besteht, die zugleich der [,, und der [,, angehdren. 

In den Figuren 1 bis 4 der beigegebenen Tafel habe ich die 
Fundamentalpolygone angegeben, welche den Gruppen [ zukommen. 
Dieselben sind nicht in der Form angenommen, wie sie sich in der 
«-Halbebene anordnen, sondern entstehen aus diesen Figuren dadurch, 
dass man gewisse von den freien Kreiskanten dieser Figuren in der 
Folge, wie sie durch die Substitutionen der Untergruppe einander an- 
gehéren, wirklich zur Deckung bringt. Wie man sieht, konnte es 
hierbei insbesondere erreicht werden, dass die Kreisbogendreiecke der 
4 


ak... 
2’ 3° 6 
verwandelten. Aber man hat diesen Gestalten, in denen wir aller- 
dings spiter conforme Abbildungen der urspriinglichen Polygone in der 
«@-Halbebene erkennen werden, zuvorderst nur eine schematische Be- 
deutung zu geben. 

Auch bei den mitgetheilten Figuren bleiben noch mehrere be- 
grenzende Kanten frei. Die Reihenfolge, in der sie durch die Sub- 
stitutionen der bez. Untergruppen in einander tiberfiihrt werden, ist 
jedesmal neben der Figur angegeben. Dabei gilt fiir Fig. 3 die unter 
I stehende Tabelle. Durch wirkliches Zusammenfiigen der zusammen- 
gehdrenden Kanten erhalt man in jedem Falle eine im Raume ge- 
legene Riemann’sche Fliiche des Geschlechtes p= 1, sodass die vier 
Gruppen [ tibereinstimmend dem Geschlechte Eins angehéren. Fig. 5 
giebt fiir die [, die fiir Polygone dieses Geschlechtes typische Ge- 
stalt an und man ergiinzt ohne jede Miihe die analogen Formen fiir die 
drei andern Gruppen [. 


« -Halbebene sich in geradlinige Dreiecke mit den Winkeln 
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§ 3. 
Das volle Modulsystem sechster Stufe. 

Die [,. war in jeder andern Congruenzgruppe der vorliegenden 
Stufe enthalten. Wenn wir demnach jetzt nach den algebraischen 
Moduln der sechsten Stufe fragen, so kénnen wir als eine sie alle 
umfassende Definition diese an die Spitze stellen: Ein algebraischer 
Modul der 6'" Stufe ist eine eindeutige Function von @, welche bei 
den Substitutionen der [,, unveriindert bleibt und auf der geschlossenen 
Riemann’schen Fliche, in welche wir am Schluss des vorigen Para- 
graphen das Polygon der Gruppe [,, verwandelten, keine Unstetig- 
keiten héherer Ordnung zeigt. Des Niheren haben wir aus der grossen 
Zahl von Functionen dieser Kategorie diejenigen als die einfachsten 
anzusehen, welche als Hauptmoduln den Gruppen sechster Stufe vom 
Geschlecht Null zuakommen, und werden ihnen allein die weitere Unter- 
suchung widmen. Aber auch hierbei habe ich noch einer Restriction 
zu gedenken. Vollstiaindig sollen die Hauptmoduln nur fiir die cyklischen 
Untergruppen des Geschlechts Null angegeben werden, d. h. nur fiir 
diejenigen Congruenzgruppen 6'* Stufe, welche sich mod. 6 auf die 
Cyklen des Paragraph 1 reduciren, einmal weil die nichtcyklischen 
Untergruppen des Geschlechts Null z. Th. gar nicht der sechsten 
Stufe angehéren, dann vorziiglich, weil in jedem Falle der Haupt- 
modul einer nichtcyklischen Gruppe des Geschlechts Null als einfache 
rationale Function vom Hauptmodul einer cyklischen Gruppe angegeben 
werden kann. 

Vom Geschlecht Null sind die Gruppen G,, G,, G,, G,", G,”, 
so dass wir im Ganzen 5 Arten von Hauptmoduln 6'* Stufe betrachten 
werden. Wenn ich hierbei den beiden Hauptmoduln der Gruppen: 


1,2 1,4 1, 0 1,3 La wr 
0, i) 0,1) (0 1) resp. (0, 1): (0' 1) eine principielle 


Stellung gegeniiber den andern einraume, so hat dieses nur den tech- 
nischen Zweck, fiir die iibrigen Functionen eine bequeme Ausdrucks- 
weise als rationale Functionen jener beiden zu erhalten. Sie bilden 
ein volles Modulsystem sechster Stufe, so dass jeder Punkt auf dem 
Polygon der [,, durch ein Paar zusammengehériger Werthe jener 
Moduln eindeutig bestimmt werden kann. 

Und nun stellen uns die Figuren 6, 7, 8 die Polygone der drei 


Gruppen 
wr hax (5 | ft, 2 a £8 
om nk det ot sania 0; 1)» =(03 1) 
= (5 1) (mod. 6) 
ae 


= 5) =(0; i), =(0' i), = 
(S: 5) = 0° 4) =(2 %) 
y, )=\0,1)> =\0, 1 


ll 















~~ *®. = we wo ao, 
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dar, wobei die ausfiihrlich angedeutete Zusammengehérigkeit der Kanten 
das Geschlecht der Flichen als Null bestimmt. Die Orientirung der- 
selben in der w- Halbebene ist durch die beigesetzten Zahlen angedeutet. 
Als Riemann’sche Fliche iiber der Ebene der absoluten Invariante J 
lagert das Polygon der ersten Gruppe zwdlfblittrig und ist bei J = oo 
derart verzweigt, dass ein Blatt dem Werthe @ = ico entsprechend 
isolirt verliuft, wihrend sechs Blatter fir @—0O, zwei Blitter fir 


1 
o= 3? 


J = 0 ordnen sich die Blatter zu je drei in vier Verzweigungspunkte, 
bei J = 1 zu je zwei in sechs solche. 

Den Hauptmodul der nun beschriebenen Fliiche nenne ich 1(o) 
und setze fest, dass: 


(1) 1(0)=0, t([)=1, tic) =o 


wird, wodurch rt vollig bestimmt ist*). Eine Reihe von Zahlen, die 
in Fig. 6 angebracht sind, soll uns die Lagerung der reellen r- Axe 
zur Anschauung bringen. Wie dieselben in Erfahrung gebracht sind, 
zeige ich an einem Beispiel. Handelt es sich um die Bestimmung des 


drei dagegen fiir o = — cyklisch zusammenhingen. Bei 


9° 
“ 


Zahlwerthes r(<), so fiihre ich die Congruenzgruppe 3' Stufe: 


(58) =(2 1), =(2%), = (6:9) cana 5 


in die Betrachtung ein. Das Polygon derselben entsteht durch dieselbe 
Kiirzung aus dem Polygon derT,,, welche uns oben vom Polygon der 
[,. auf die Fliche des Moduls rt fihrte. Dasselbe ist vom Geschlecht 
Null, definirt also einen Hauptmodul m(@), des Niheren festgesetzt 
durch die Bestimmung: 


9(0)=90, » (24879) =1, (ico) = oo. 


Die Beziehungen der Figuren 3 und 6 lassen erkennen, dass »(@) 
eine rationale Function dritten Grades von t ist und die specielle Ver- 
zweigungsart fiihrt auf die explicite Form dieser Function: 


(tr — 1) 


<C> (c¢— ay? 





wobei wir unter c eine Constante und unter a den fraglichen Werth 
« (4) zu verstehen haben. Hierbei tritt die Besonderheit ein, dass 


die 3 Punkte, fiir welche gy —1 wird, in einen einzigen Punkt der 





*) Herr Gierster braucht in Band XII der Annalen p. 541 eine mit rt nahe 
verwandte Function, um die Modulargleichung fiir Transformation 6" Grades 
von J(m) aufzustellen. 
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t-Ebene, naimlich rt (*: — ) , zusammenfallen. Somit muss die 
2 





Gleichung: 
et? (te — 1) — (t — a)? = 0 


eine dreifache Wurzel haben, was uns sofort die Resultate 
AR - i. | (2225)... £ 
cma Gap tE)=5 
ergiebt, 
Nennt man die Hauptmoduln der Polygone in Fig. 7 und 8 bez. 
y(@) und w(@), mit der Bestimmung: 


yO)=3, y(l)—=—3, (icc) = x = 
(2) a(>)—s, #(<)—=—1, a(>)—«  : 


so iiberblickt man ohne Miihe, dass wir y und x als Wurzeln der 
Function t darstellen kénnen. Ks ist: 


y(@) = 3/1—r, 


@) a(@) = 8 — 9r; 


y(@) ist auf dem Polygon der [,, dreiwerthig und zwar kehren die- 
selben Werthe in den 3 Punkten o, a +2, a+ 4 wieder. Ent- 
sprechend kehrt derselbe Werth von x(@) in den beiden Punkten 
ao, o+3 wieder. «# und y zugleich nehmen somit ein bestimmtes 
System von zusammengehdorigen Werthen nur in einem einzigen Punkte 
des Polygons der [,, an. Die Zusammengehorigkeit der Werthe regelt 
sich nach der Relation, welche diese beiden Gréssen auf Grund von 
(3) mit einander verkniipft: 

(4) y= e+. 

Deuten wir (4) geometrisch als Curve dritter Ordnung, so sind Curve 
und Polygon Punkt fiir Punkt einmdeutig auf einander bezogen und 
jede algebraische Modulfunction der sechsten Stufe ist eine rationale 
Function von # und y. Uebrigens weicht diese Curve dritter Ordnung 
von der Weierstrass’schen Normalform fiir Curven des Geschlechts 
p=1 nur unwesentlich ab. 


§ 4. 
Die Moduln der Gruppen [,,, ,,, T,. 
Den Hauptmodul der zweiten Stufe, der bekanntlich mit dem 


Legendreschen Integralmodul identisch ist, nenne ich 4(@) und fixire 
ihn durch Angabe der drei Werthe: 


4(0)—=0, A(1)—1, Alico) —oo. 











er 
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Den Hauptmodul der dritten Stufe, die Tetraederirrationalitit, be- 
zeichne ich durch a(@) und setze fest: 


a(0)=1, a(l)—e, a(2)=— #, (. = e*), 


Die Gruppe der Function y() ist eine Untergruppe der Con- 
gruenzgruppe zweiter Stufe, welcher 4 angehért, sodass A eine rationale 
Function von y ist. Die Betrachtung der bez. Verzweigung der Flichen 
giebt sofort: 


—_ S—yi+y) | 
(1) ae 


Ein analoger Gedankengang fiihrt fiir die Grésse a() auf: 


@) a 


82° 





Unier Riicksichtnahme auf die Formeln des letzten Paragraphen 
berechnen wir hieraus die beiden Beziehungen 


(3) ye —ie SHY, NT—DH—- SM. 


sta —y) 28 (ot +1) 


Die beiden Gréssen Ya® —1, VA(1— 4) sind rationale Func- 
tionen resp. von y und a, d. h. sie sind Congruenzmoduln der 
6ten Stufe. 

Im Speciellen bilden die beiden Gréssen a, /a*—1 ein volles 
Modulsystem fiir die ausgezeichnete [,,; ein gleiches System fiir die 
[,, bilden die Functionen j/A(1 — 4), 4 und letztes Endes iibernimmt 
dieselbe Rolle fiir die [, das System J und WJ — 1. 

Alle diese Systeme nehmen zu ihren Gruppen genau dieselbe 
Stellung ein, wie x, y zu der [,,, wie denn auch die in jedem Falle 
eintretende Relation zwischen den beiden Moduln im Wesentlichen die 
Weierstrass’sche Normalform annimmt: 


(/a* — 1)? =a? —1, 
(4) (a— +f =a —T) + 5, 
(VJ — 1? = (VJ) —1. 


Dabei fehlt jedesmal rechter Hand das lineare Glied, sodass wir 
es stets mit dem dquianharmonischen Falle der Fliche vom Geschlecht 
p = 1 zu thun haben. 
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§ 5. 
Die mit x und y gleichberechtigten Hauptmoduln. 
Die Einfiihrung der Moduln t, x, y geschah in unsymmetrischer 
Weise. t blieb erhalten bei der Substitution (0° i)» die doch nur 


eine unter zwolf gleichberechtigten war. Indem wir in diesem Sinne 
der Symmetrie gerecht werden wollen, haben wir neben die Sub- 


stitution S oder (0° 1) die elf andern mit ihr gleichberechtigten S,, 


S, ... S,, zu stellen und neben die Function t(@) in entsprechender 
Weise elf andere 1;(@), die den Bedingungen: 
1;(S;(@)) = %(@) 
genitigen. 
Gehen wir von hier aus, wie es oben geschah durch Wurzel- 
ziehung zu y, so stellen sich neben das urspriingliche y elf andere y; 
den Gleichungen geniigend: 


yi (S?(@)) = y:(@). 


Aber unter den S;* sind, wie oben gezeigt, nur vier von einander 


verschiedene: 
1.2 0 1,4 3,4 
(071)> (a4) (323) 1): 


Es folgt, dass auch unter den y; nur vier wesentlich verschiedene 
sind, je drei aber Hauptmoduln derselben Flache und also linear von 
einer unter ihnen abhingig. 

Die nahere Untersuchung der y; bestiitigt dieses. Neben y treten 
in dem eben erérterten Sinne als gleichberechtigt die beiden linearen 
Functionen: 


Ferner bestiitigt man sofort, dass y(—), y(=>): (4 
resp. bei der zweiten, dritten und vierten der obigen Substitutionen 
unverandert bleiben, so dass wir diese Gréssen im Verein mit y selbst 
als vier wesentlich verschiedene Functionen y; annehmen kénnten. 
Indessen empfiehlt es sich, an Stelle der drei letztgenannten y; drei 
mit ihnen gleichberechtigte lineare Functionen einzufiihren, indem 
man setzt: 


—(S) ars (ye) Gea) 
= hes 
atu(=) +(e 14055) = 


Die Moduln y,, y,., y,; werden wir nunmehr als rationale Func- 
tionen auf der Curve: 


Ql) y= 
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y=2+l 
darzustellen haben. Eine etwas lingere Zwischenbetrachtung, die 
indess keinerlei Schwierigkeit darbietet, fiihrt zu dem Resultate: 


¢ jis ae ee eS - 
(2) hs (1+ 2x)?’ %.™ (1+ e- a)?’ ° (1+ e- a)? 
Dabei ist ¢ in der mehrfach definirten Bedeutung gebraucht. Es 


entspringen aus diesen Darstellungen merkwiirdige Relationen zwischen 
den reciproken Werthen der y: 


1 1 1 1 
ytntyut y= 
2 2 2 2 
G+ G+ GJ+GJ 4 
3 3 3 3 
G+ GI+G)+G) <5 @4— 
YM Yo Ys + 27 =0. 
In der dritten Gleichung ist dadurch die Symmetrie gewahrt, dass 


rechter Hand der Legendre’sche Integralmodul eingefiihrt wurde, welcher 
iibereinstimmend durch die vier y; in folgender Weise dargestellt wird: 


Br IP OFM | 
16 . y;° 


Fir die Function 2(@) sind die Verhaltnisse durchaus analog. Die 


i= 


Substitution (0? 1) ist eine von drei gleichberechtigten , sodass neben x 
? 

noch zwei gleichberechtigte Moduln treten, die nicht linear von x ab- 

hingen. Solche Functionen sind a(— y und 2(5): Aber auch 


hier wahlen wir wieder zwei lineare Functionen derselben, die mit 
ihnen gleichberechtigt sind. Man setze: 


— —i1 
ener 5 ams Eo |, 
1+2(—) i+e(5 

Die Darstellung von 2, und x, im vollen Modulsystem (2, y) ist 
geleistet durch: 


ze 2a 
” = — seg See 


so dass sich den Relationen (3) die folgenden an die Seite stellen: 


1 1 1 
atata=° 


(4) as Tae 


1 1 1 8 

at ae tar 34 
1 1 1 3 
etartar se 


Lt + ty +4 =O, 
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Auch hier musste zu Gunsten der Symmetrie in der einen Glei- 
-chung die Tetraederirrationalitit eingefiihrt werden, wobei dann: 
a3+4 


ae 


die tibereinstimmende Darstellung von a durch die drei z ist. 
Hier werden auch diejenigen Relationen einfach, welche je zwei 
Functionen x mit einander eingehen. Ein Beispiel ist: 


(7) iy? » @_? —= 4(x,+4+2,). 


§ 6. 
Das iiberall endliche Integral. 


Das Fundamentalpolygon der [,, gab durch Zusammenfiigen der 
Kanten eine Riemann’sche Fliache des Geschlechts Eins, welche sodann 
auf die Curve dritter Ordnung: 

yet i 
wechselseitig eindeutig bezogen wurde. Wenn ich nunmehr: 


@ 


(1) u(o) = 


setze und als untere Integrationsgrenze den Punkt @ = ‘oo fixire, so 
erhalte ich eine Function von @, die folgende Eigenschaften besitzt. 
Sie ist auf der zerschnittenen Riemann’schen Fliche, und als solche 
kénnen wir das Polygon der [;, in der w-Halbebene ansehen, iiberal! 
endlich und eindeutig, wachst aber bei beliebigen Ueberschreitungen 
der Querschnitte, d. h. fiir die @-Halbebene bei Ausfiihrung beliebiger 


Substitutionen 5) , die der Identitat mod. 6 congruent sind, allgemein 
? 


um Multipla eweier Perioden Q;, Q,. 

Stellen wir zunichst vor allen Dingen fest, wie sich u(@) bei den 
erzeugenden Substitutionen (0 1) ‘ ( “) verhilt. Dabei gilt fiir 
? ? 

die erste Substitution: 

(2) a(@-+1)=<«'-a(@), y(@+1)—— y(a), 

wihrend die Wirkung der zweiten auf x und y sich aus den Formeln 
des letzten Paragraphen ohne Miihe berechnen lisst. Man findet: 


(3) . Atety y(—* 3(1-+a)?+3y _ 


i—tety? Yo) = “ate ay 


Die rechter Hand stehenden x, y sind jedesmal von dem Argumente 
@ selbst abhingig zu denken. 
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Nun folgt nach leichter Zwischenrechnung: 
Seer!) ,. 48@) 


y(w-+ 1) y(@) 


dx(o) 


y(@) 


’ 


woraus durch Integration folgt: 
u(at+l)=—eu(m)+e, u =1) =—u(w)+¢. 


Die Werthe der Constanten c, ¢c, erfahren wir durch Substitution 
des Werthes @ =ico. Es zeigt sich, dass c, verschwindet, wihrend 


0 
“dx 
C.= — 
* y 


e, 
ie] 


wird. Indem wir die Substitution (0° 1) dreifach wiederholen und 
? 


die hieraus entspringende Gleichung: 


u(@+3) = — u(@) 


fiir die zweite Gleichung verwenden, ist: 
£ ? 


u (Sy) =u(@)+c,., 


Aber die links stehende Substitution ist auf Grund des § 1 die 
Erzeugende einer G,’; within ergiebt erst die sechsmalige Anwendung 
derselben eine mit der Identitiit mod. 6 congruente Substitution, d. h. 
erst 6.c¢, ist ein Multiplum von den Perioden Q;, Q,. Die niihere 
Untersuchung giebt: 

be = 24+ 2, 


wobei noch zu beachten, dass der Quotient der Perioden in Folge 
des fiquianbarmonischen Falles gleich ¢ ist: 


Q,—=&.Q,. 


Betrachten wir die Transformationen des u nur beziiglich der 
Perioden, so fiihren die beiden erzeugenden Operationen: 
(4) u(@+1l)—¢é.u(@), u (=) = — u(@) + —— +2 
durch Wiederholung und Combination auf eine Gruppe von 72 Opera- 
tionen, welche der G,, des §1 holoedrisch isomorph ist. 

Man hat in den beiden letzten Gleichungen auch das Mittel, die 
Abbildung des Polygons der [,, auf die Ebene des Integrals u(@) zu 
studiren. Dabei erweist sich die in Fig. 4 entworfene schematische 
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Zeichnung als das conforme Abbild des fraglichen Polygons, ver- 
mittelt durch die Function*) u(@). 

Nebensichlich ist an dieser Stelle die analytische Darstellung von 
u, die ich indessen doch der Vollstindigkeit halber noch anfiihren 
will. Spiterer Entwicklung vorgreifend fiihre ich hier zuniichst die 
Darstellungen von x, y als Quotienten von #-Functionen an: 


y=(G) l+e=—G- 


Hier ist in bekannter Weise #, der Nullwerth: 
a, —_ a, (0, q); 
wahrend: 
0, = a, (0, q’), 0,’ = a, (( ), q) 
zu setzen sind. 
Hierdurch findet sich: 
1 . 0, dO, — 0, dO 
(5) u(@) -{- — oe on, 
woraus man sodann durch Einsetzen der bekannten Reihen und Integra- 
tion die nachfolgende Darstellung fiir uw erhilt: 
mniw 


(6) u(o) = 27) 6 * 


m=1 


Hier durchliuft m alle positiven ganzen Zahlen, die = 1 (mod. 6) 
sind, wihrend Y(m) folgende zahlentheoretische Function von m ist: 


¥ (m) => ©) Vv. 


Die Summe bezieht sich auf alle positiven ganzen Zahlen », 
welche im Verein mit positiven oder negativen ganzen Zahlen uw die 


Zahl m in ‘der Form: 
m= 3u> + vr? 


darstellen. (=) ist das Legendre’sche Zeichen. 


§ 7. 
Fortsetzung: Die Gruppen [,,,,,, T,. 


Als Darstellung der Tetraederirrationalitiit a(@) durch die Func- 
tion x fand sich friiher: 
an 4, 
er i Sat 
*) Die Function u(@), deren Verwerthung fiir die Theorie der Modulfunc- 
tionen durch meine gegenwiirtige Arbeit iibrigens keineswegs erschipft ist, bildet, 
sofern wir sie von der absoluten Invariante J abhiingig ansehen, die nach dem 


- $$ & , > 
Schema C >>> =<) verzweigte s-Function des Herrn Schwarz. 
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Durch Differentiation dieser Gleichung ergiebt sich: 


“—8s 


da=— ° dz, 


d. h. mit Riicksicht auf die Relation zwischen y und z: 


daa p/h . 20-81... &. 
3% (1—y?) y 


Nun ist aber nach Formel (3) § 4: 


ja — , ae y(9—y*) , 
3% (1—y*) 


sodass wir das Integral w(@) auch darstellen kénnen in der Form: 


1 da 


() "0) = 5° Test” 


tm 


Dieses ist aber gerade das Integral der C,: 


(Ya* — 1)? = (a) — 1, 
welche oben eindeutig auf das Polygon der [,, bezogen wurde. Sofern 
wir daher die beiderseitigen Integrale als Functionen von @ auffassen, 
sind sie identisch, Nennen wir ein Paar primitiver Perioden fiir die [,,: 
Q,’, Qf =e. Qy, 
so giebt die Ueberlagerung des Polygons der [,, als Riemann’sche 
Fliche tiber dem der [,, folgenden Zusammenhang: 


(2) Q, + Q, = 8Q, — Q, + 2Q, — 3Q,’. 
Ein Gleiches gilt fiir die Gruppen [,,, [,. Man transformirt w(o) 
ohne Miihe in die Formen*): 
1 adi 
6(@) = —-;— ° = 
(°) 3/2 ipa 
1 dJ 
u(o)—= —— ————— 
(°) 6 V3 I. Jsyt—i ’ 
welche bez. den Curven der [,, und [, angehdren. 
Alle weiteren Einzelheiten fasse ich in Form einer Tabelle zusam- 


men, in welcher die Moduln sechster Stufe als doppelt-periodische 
Functionen von wu dargestellt sind. Dabei ist gesetzt: 


*) Die zweite Form folgt auch leicht aus der Differentialgleichung, welche 
Herr Hurwitz in Bd, XXVI der Annalen pag. 125 fiir das Integral w angiebt. 


Mathematische Annalen. XXIX. 8 
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y(o) ’ 


t-@ 


@, -f a @, = &. @;. 
Man findet dann: 
VI =u, @, @), 
VI—1=—_¢'(u, a, 9,), 


va 
Viaa—l) = p(w, 20, — @o, @, + @,), 
i 


1 
eh 7 #(U, 2a, —@,, w, + w), 
_— = eu, 2a,, 2@,), 
Ve —1 = = 9'(u, 20, 20,), 


z= 49(u, 4a, —2a,, 2, + 2a,), 
y= — 49'(u, 4a, — 2@,, 2a, + 20,), 


§ 8. 

Die 72 Transformationen der Curve dritter Ordnung in sich. 

Den 72 incongruenten w-Substitutionen ordneten wir in § 1 eben- 
soviele Verschiebungen des Polygons der [,, in sich zu. Ihnen ent- 
sprechend haben wir auch eine Gruppe von 72 eindeutigen Trans- 
formationen der Normalcurve: 

y=e+ 
in sich zu constatiren, welche sivh algebraisch aus den beiden erzeugen- 
den Transformationen: 
a = eg, y=-—yY, 
(1) dun? 1+a+y af ee 8(1-- a)? + 3y 
— Saat ty? 9 afar ay 
zusammensetzen. 

Die erste Transformation bedeutet geometrisch eine Collineation 

wihrend wir die Natur der andern sofort aus ihrer transcendenten 


Form erkennen. Die Substitution (9° ~4) war eine von neun gleich- 
berechtigten, deren Wirkung auf wu allgemein in der Form: 

(2) u=—u+te (mod. Q,, 2,) 

erscheint. Auf Grund bekannter Siitze aus der Theorie der Curven 


dritter Ordnung heisst dies, dass die Punkte der Curve mit den Argu- 
menten — ¢, u, w, von denen die beiden letzten durch die gedachte 
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Transformation in einander iibergefiihrt werden, auf einer geraden Linie 
liegen. Um den festen Punkt —e der Curve haben wir ein Linien- 
biischel zu beschreiben; dann sind jedesmal die beiden beweglichen 
Schnittpunkte der einzelnen Geraden mit der Curve durch die Trans- 
formation einander zugeordnet. 

Was die Lage der bez. neun Projectionscentren angeht, so bemerke 
man, dass bei den 72 eindeutigen Transformationen ein einzelner Punkt 
der Curve im Allgemeinen, d. h. falls in demselben die Invariante J 
keinen der Specialwerthe 0, 1, co hat, auch 72 verschiedene Lagen 
annimmt. Nur fiir den Werth Joo riicken die 72 Punkte zu je sechs in 
12 Punkte zusammen, ebenso fiir J =O zu je drei in 24 verschiedene und 
fiir J=1 zu je zwei in 36 Punkte. Da dem Argumente w—0 ein Wende- 
punkt der Curve zugehGrt, so gilt gleiches fiir die Punkte mit den Argu- 
menten: 

A+, 2 +2 
3 ? 3 
In diesen drei Wendepunkten, die iibrigens auf der Curve durch die 
y-Axe ausgeschnitten werden, wird J=oo. Von jedem derselben 
sind noch drei Tangenten mdglich, deren neun Beriihrungspunkte wir 
auf der Curve fixiren wollen. Es sind diese die neun oben gemeinten 
Projectionscentren und zugleich die neun noch fehlenden Punkte, in 
denen J —oo wird. Die 4.9 bei den Transformationen G,” fest- 
bleibenden Punkte d. h. die 36 Bertthrungspunkte der von den frag- 





lichen neun Centren noch miglichen Tangenten, sind dann die 36 
Punkte, in denen J = 1 wird. 
Die sechs noch fehlenden Wendepunkte, die bez. auf den Geraden 
y+iV~3=0 
liegen, sind Punkte, in denen J verschwindet. Durch Tangenten- 


ziehen von diesen sechs Punkten aus erhilt man 18 neue Punkte, in 
denen dann gleichfalls J = 0 ist, 


§ 9. 
Die rickstindigen Hauptmoduln sechster Stufe. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen gewonnenen Anschauungen 
kénnen wir nun insbesondere noch dazu benutzen, die Betrachtung 
der Hauptmoduln zu ergiinzen. 

Vom Geschlecht Null waren auch die neun gleichberechtigten G,”, 
so wie die acht ebenfalls gleichberechtigten G,”. Ihnen entsprechend 
giebt es noch zwei Arten von Hauptmoduln sechster Stufe. Was die 
erste Art anlangt, so betrachte ich als Beispiel den zur Gruppe: 


‘a, B 0, —1 1, 0 , 
S. 8) = (12 ~ 0): (07 1) moa. 6 


gehérenden Modul. 
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Legen wir durch den Punkt 2(3) = 2 und y(3) = — 3, welcher 
zufolge der transcendenten Form G,”: 


due ¢ 50 


das im vorigen Paragraphen besprochene Projectionscentrum fiir diese 
Transformation abgiebt, ein Biischel von Geraden: 

2 —2—r(y+3)=0, 
so entsprechen einem willkiirlichen Werthe von t stets zwei bewegliche 
Punkte der Curve, welche durch die fragliche Transformation aus 
einander hervorgehen, jedem Punkte der Curve (x, y) hingegen ein 
Werth von t. Betrachten wir somit umgekehrt t als rationale Func- 
tion auf der Curve 
s~—3 
y+3’ 
oder durch Vermittlung dieser Darstellung als elliptische Modulfunc- 
tion sechster Stufe, so nimmt t(w) auf dem Polygon der [,, jeden 


<= 


Werth in zwei Punkten an, die durch die Operation (? ~4) aus 
? 


einander hervorgehen. t ist somit gerade der Hauptmodul, den wir 
suchen. 

Es ist gestattet, statt eines Hauptmoduls auch eine lineare Func- 
tion desselben zu gebrauchen. Ich benutze dieses und setze: 

1 — 22(@) — y(@ 

(1) s(0) = oe. 
Fassen wir t als Function des Integrals u auf, so leistet dieselbe eine 
Abbildung ihrer Ebene auf die Ebene von wu, wie ich solche in Fig. 9 
zur Darstellung gebracht habe, d, h. t vermittelt die conforme Ab- 
bildung einer ganzen Ebene auf ein Rechteck mit den Seiten 1 und 
V3. Die Zusammengehirigkeit der freien Kanten, sowie eine Reihe 
von Werthen zur Orientirung tiber die Lage der reellen und imaginiren 
t-Axe habe ich in der Figur angebracht. 

Man kann + durch Wurzelziehungen aus der Tetraederirrationalitiit 
definiren, wie man aus folgender Beziehung entnehmen mige: 
‘ = (*—1) 
@ aha e 
Die mit t gleichberechtigten Moduln sind ebenfalls lineare Functionen 
von « und y. 

Die acht Substitutionen G,’, die noch iibrig sind, haben die 
transcendente Form: 

w=eu+te, =sute,, =u (mod. Q, Q), 

so zwar, dass drei beliebige Punkte, die bei der einzelnen G,” sich 
cyklisch permutiren, als Summe ihrer Argumente wu: 
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ergeben. Die acht Substitutionen vertheilen sich auf die vier fiir a, B 
méglichen Combinationen (0, 0), (0, 1), (1,0), (1, 1) so, dass der ein- 
zelnen Combination zwei G,” zugehéren. 

Fiir die Darstellung der acht entsprechenden Hauptmoduln als 
rationale Functionen auf der Curve dritter Ordnung folgt hieraus, dass 
dieselbe im Allgemeinen Functionen gweiten Grades in x, y sind; nur 
fiir die beiden speciellen Fille, welche der Combination (a, 8) = (0, 0) 
zukommen, werden wir auf lineare Functionen von x und y gefiihrt. 
Ich kann mich hier um so mehr auf die Behandlung eines dieser Fille 
beschriinken, als die 7 gleichberechtigten Moduln aus jenem durch 
lineare Transformation von @ hervorgehen und zur Ausfiihrung der 
hierdurch angezeigten Rechnungen in den voraufgehenden Paragraphen 
alle Mittel gegeben sind. 

Als Beispiel wiihle ich: 

22, + 22 


uv Seut 


= stu+t Ath, =u (mod. Q,, Q,). 


Nennen wir den fraglichen Hauptmodul o(@), so diirfen wir 6 als 
Parameter eines Linienbiischels ansehen, dessen einzelne Gerade drei 
Punkte auf der Curve ausschneidet, welche sich bei der G,” cyklisch 
vertauschen. 

Nun folgt: Die drei Punkte mit den Argumenten 


UAV _  22,-4+22, 
s * = 3 


u=0, w= 


sind Punkte der fraglichen Art. Zugleich sind sie die drei auf der 

y-Axe gelegenen Wendepunkte. Also ist diese Axe eine Linie des 

Bischels, In durchaus gleicher Weise sind die drei Wendepunkte mit 

2, a ; Sit 3% , die auf der Wendepunktsgeraden : 
y—if~3=0 

liegen, durch die G,” einander zugeordnet. Somit diirfen wir setzen: 


den Argumenten - 


8) 60) = 2 


2e—1 x 





6(@) als Function von w angesehen bildet seine Ebene auf das Sechseck 
in Fig. 3 ab, wobei nun aber die unter II genannte Deckung der 
Kanten stattfindet. Einige Zahlenwerthe geben wieder die Lage der 
reellen 6-Axe an, 
Zum Schluss gebe ich noch die einfache Beziehung von 6(@) zur 
Tetraederirrationalitét an. Nach Formel (3) § 4 war: 
ee. 
V1 - 3V—3 (1—y?*) ? 
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so dass: y- y- 
—y OF Tet 
li+/yl—a waia_y 
i+ yi-—@ = (y- é V3)" 


— 3iV3 - #3 
und endlich: 


(4) 6(@) = V'; +yYi-@ 


§ 10. 
Die Darstellung der x;, y; durch Thetafunctionen. 


Anhangsweise gebe ich hier noch den Zusammenhang meiner Ent- 
wicklungen mit der gewdhnlichen Theorie der elliptischen Functionen 
an. Man wiirde sich dabei die Aufgabe stellen kénnen, alle aus der 
genannten Theorie entspringenden Moduln der sechsten Stufe, deren 
Zahl nicht gering ist, als rationale Functionen auf der Curve dritter 
Ordnung darzustellen. Wenn ich hier nur einige wenige aus den 
Thetafunctionen hervorgehende Moduln betrachte, so schien diese Aus- 
wahl einerseits wegen ihrer sehr nahen Beziehung zu den Moduln 
des § 5, andrerseits in Riicksicht auf die sogleich zu machenden An- 
wendungen geboten. 

Ich verstehe unter 6,,,(@,,@,) oder kurz 6; diejenigen Theil- 
werthe der Sigmafunction, welche Herr Klein im ersten Abschnitt § 1 
der Abhandlung iiber ,,Elliptische Curven und Moduln m'* Stufe* 
definirt und setze als den Theilungsgrad den zweiten fest. Den speciellen 
Theilwerth 6,9 bilde ich fiir die beiden Perioden: 


a mle a @2 = @, 


und nenne die hierdurch transformirte Function 61,03 dann ist die vierte 
Potenz des Quotienten der transformirten durch die urspriingliche 
Function eine Function des Periodenquotienten @, fiir welche man auf 
Grund bekannter Formeln der o-Function constatirt, dass sie bei der 
Untergruppe sechster Stufe: 


‘a, B ‘4 Lan... f 8 1, 0 . 

y, =(0 i) (0; 1 (0 1): (G 1) Gand: ©; 
unveraindert bleibt. Wir schliessen somit auf die Existenz der Glei- 
chung 


3 4 
(= ) = rat. funct. (r), 


910 


wobei t die in § 3 so benannte Grosse bedeutet. Die Reihenent- 
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wicklungen der 6-Fuuction gestatten, die Form dieser rationalen Func- 
tion zu erkennen und fiihren auf die Gleichung: 


(22 }< - 

() 6; 9 ~ 9t—8? 

so dass das Quadrat dieses Quotienten als lineare Function von t im 
Wesentlichen mit dieser Grésse gleichwerthig ist. 

Fiir die Function y finden wir ein Resultat von ahnlicher Ein- 
fachheit auf folgende Weise. Die Discriminante A bilde ich ebenfalls 
fiir die beiden Perioden @;, @2 und nenne die so transformirte Func- 
tion A. Der Quotient dieser durch die urspriingliche Function A bleibt 
dann bei allen Substitutionen erhalten, die mod. 3 der Identitit con- 
gruent sind; d. h. jener Quotient ist eine rationale Function von a 
und die Reihenentwicklungen von A geben dieselbe in der Form: 

A 27 \2 
i Bie a1)" 
In Folge des Zusammenhanges zwischen a und t ergiebt sich hieraus: 


ys (=! 1 


=< 


so dass im Verein mit (1) sich findet: 


(S “2s 
—— l — T, 
Va 510 


Aus der Verbindung der Functionen #, und 6 leitet man ab: 


VB > 60=// =: %, VA. O10= ys. Q,, 


wo #, in bekannter Weise den Nullwerth der Function @,(x, q) be- 
zeichnet und ©, durch die mehrfach definirte Transformation dritten 
Grades aus @, entsteht. Durch Einfiihrung der Thetafunctionen 
findet sich: 


(2) (St) = 8vi-t—y. 


Fiir die tibrigen drei Repriisentanten der Transformation dritten 
Grades fiihre ich die abkiirzenden Bezeichnungen ein: 


9.(0, (*)—/a3e., @ (6, &? . /—3 0,” 
P. (0, aaa e.”, 


wobei tibrigens die im Folgenden auftretenden Wurzeln aus ©, so zu 
wiihlen sind, dass im unendlich fernen Punkte der imaginiren @-Axe 
die ersten Anniherungen gelten: 
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3 
V90,=/2q°, Ye, =1, V0, = 1, 
1 
V—3Y0,=v2q"*, V—3/0,=1, —/—3/ye, =1, 
wihrend die Formeln fiir 0,’ und ©,” aus den entsprechenden fiir ©,’ 
: 2 ] 
durch die Operationen resp. (Q i) , (Q 1) hervorgehen. 
Nehmen wir nunmehr die Bezeichnungen des § 5 wieder auf, so 
reiht sich neben die Darstellung von y das folgende System von 
Formeln: 


@,\2__ @\2_ y+3 %\2_ y—3 
(a) = ee" (0;) =r 


a, a Y¥i:+3 Bo ae %—§ 
ar) ~~ (<7) ~ Ht? (a7) oe 


Die Darstellung der Function y, im vollen Modulsystem war: 
oe 
oe (1+2)? 
Hieraus fliesst ohne Weiteres die Darstellung von x durch Thetafune- 
tionen. Ich stelle sogleich die drei zusammengehérigen Formeln neben 
einander: 
5 Oy" —z_ @' —;z 2, 
(4) 1+o—y/—3O, 142,—/—38-2, 144,—/—3%. 
2 0 3 
Eine etwas andere Darstellung von x entspringt aus der Mulipli- 
cation der zweiten und dritten Gleichung: 
’ . ——— 0,0; ‘ 
(1+-2,) (1+ 24) — 3 0,0; 
Die am Schluss von § 5 angegebenen Relationen gestatten hieraus 
die erste der drei folgenden Formeln zu berechnen: 


yf RO —— 
(5) 1—-—=/y—3/ 3 1-2 = y-3)/ 2%, 


9 
x 


09s ’ 


» 


Die Thetarelationen fiir Transformation dritten Grades. 


Der nun gewonnene Zusammenhang der Grossen 2;, y; mit den 
Thetafunctionen lisst sich fiir die Theorie der letztern verwerthen. 
Bereits in der Einleitung erwiihnte ich eine Reihe von Untersuchungen, 
welche zu ihrem gemeinsamen Thema die Aufstellung von Thetarela- 
tionen haben, die zwischen den Thetamoduln getheilter und trans- 
formirter Perioden bestehen. 
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In den Formeln (3), (4), (5) des vorigen Paragraphen im Verein 
mit Formel (1) § 4 haben wir alle Mittel beisammen, um die gedachten 
Relationen fiir den Fall der Transformation dritten Grades aufzustellen. 
Zum Belege dessen fiihre ich einige Beispiele an. 

Es war: 


o} _ “ #2 y+3 a, (%_ y—3. 
(y—-» @ y-t4#, @ @y-3 

Nehmen wir hinzu, dass die Darstellungen des Moduls 4 durch 
Theta die folgenden sind: 


a \! a, \4 
——(3), 1—a=(3), 
und dass sich somit diese Thetaquotienten als Functionen von y in 
dieser Weise darstellen: 
(4) B® _ (y— 8)° (y+) a; \'— y+3) ed 1) 
De 16y° ’ ®, 16y° ’ 
so berechnet man aus den Formeln (1) bis (4) sofort die vier neuen 
Gleichungen: 
/ 059, 2 (6) y 2% 2 


9,0, y—1’ = 


(9) #05 ~ y+1° 


y/ 980s _ 2 3) of Ee _ 2. 
(7) 0, 3;° y+3’ (8) 0, 4,° y—3 
Indem wir nun den Werth von y aus (1) in (5), (6), (7), (8) nach 
einander einsetzen, erhalten wir die folgenden Relationen: 
—0* _7/ ae 42+ 0% _ 7/0, 
ae Ve 


2,0, Be’ 
9,2 + 30,? = 2/8,0, V® , ? — 30,7 = 278,06, / 2. 
0 


Einige weitere Beispiele entstehen durch Elimination von y aus 
den Formeln (1) und (2): 
(8,2 — 0,”) 8? = (87+ 30,”) 0,’, 
ebenso aus (5) und (7) 
#,20,? — 0,20,? = 24,0, / 9,0, / 9,95, 
sowie aus (7) und (8): 


a 1/8, a;° 


eo - 0, QO; 


und aus (5), (6), (7): 
Oe 4 1/ Se" 7/82 =. 


== (), 


Ich brauche kaum zu bemerken, dass aide Relationen auch fiir 
die 0, gelten. Wollen wir Formeln, in welche zwei verschiedene 
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Repriisentanten der Transformation 3'" Grades eingehen, z. B. solche 
zwischen ©, und 0,’, so haben wir zu dem Ende die x; heranzuziehen, 
Indem ich hier die vom vorigen Paragraphen in etwas abweichende 


Bezeichnungweise: 
1 


wihle, erscheinen die Beziehungen der x; zu den Theta in folgender 
Form: 

1+ a,— 2, 1+ 2, = >, 
Qo . 3 


2 = @, 0; 2 _ /0,'O2 ; 
2X; =i +} fee + a ie V 0, 9. 


Die erste zwischen den 2; bestehende Gleichung: 
t 1 1 
= a = + = = (0) 
schreibt sich dann als Thetarelation: 
0 0 8 


- == () 


= a eS CO 
0 — 0, + 0,’ — 0, + Os — 0; , 
"0," , 7/00. | 7/00, _ 
6,0, +V 66, tV oe = — >: 
Die vierte Gleichung: 


Lt +%, +4 —0 
heisst jetzt: 


(0, a Q) (0, ; Q,) (0, = Qs) + 40, 0, 0; = 0, 


(VO,0, + VO 8,) (WO, 0; + VO,’ ®,') (YO,0; + 1,9’) 
= — 20,0, 0,. 


Leicht beweist man auch noch: 


sowie: 


1/ 9s. 1/S —_2VOe 
VatV a ey—s0, 


und andere mehr, 


Braunschweig, October 1886. 





Ueber Differentiirbarkeit und Anschaulichkeit der stetigen 
Functionen. 


(Mit einer Figurentafel). 
Von 


Aurrep Képrcxe in Ottensen. 


Das Vorurtheil, eine stetige Function miisse immer einen Differen- 
tialyuotienten haben, ist schon durch eine Reihe von Beispielen wider- 
legt; der Fehler in dem Beweise Ampére’s*) fiir dieselbe Behauptung 
ist lingst aufgedeckt, und man weiss auch, was an die Stelle des dort 


benutzten Hiilfssatzes: ,,lim 4Y kann nicht in einem ganzen Inter- 


Az 
valle einer stetigen Function iiberall 0 oder iiberall co sein“ zu 
treten hat.**) 

Bei der Mehrzahl der erwihnten Beispiele faillt neben dem Mangel 
des Differentialquotienten auf, dass sie in jedem noch so kleinen 
Intervall unendlich viele Maxima und Minima haben, oder, anders 
ausgedriickt, dass sie in keinem Intervalle durchgehends zu- oder ab- 
nehmen. Das hervorragendste dieser Beispiele, weil zugleich das 
einzige, welches wirklich in keinem Punkte Differentiation zulisst, ist 
durch Herrn Prof. Weierstrass gegeben und von Wiener im Crelle’- 
schen Journal austiihrlich behandelt.***) Unsere menschliche Vor- 
stellungskraft erlahmt nun vor beiden Aufgaben, sowohl vor derjenigen, 
eine stetige Punktfolge zu denken, an die sich nirgends eine Tangente 
legen lisst, wie vor der anderen, solche Punktfolge zu denken, ohne 
dass sie in irgend einem Intervalle durchgehends steigt oder fallt. 


*) Ampére: Recherches sur quelques points de la théorie des fonctions 
dérivées; Journal de I’école polytechnique Cah. 13, p. 148. Raabe, Differential- 
und Integralrechnung I, p.7. Hankel, Artikel Grenze in Ersch und Gruber p, 201. 
Du Bois-Reymond, Versuch einer Classification der willkiirlichen Functionen. 
Borchardt’s Journal Bd. 79, p. 27. 

**) Dini, Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali. Pisa 
1878. § 145 und folgende. 

***) Du Bois-Reymond, Crelle Bd. 79, p, 29, Wiener, Crelle Bd. 90. 
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Trotzdem muss man Wiener beistimmen, dass durch das Weierstrass’sche 
Beispiel keineswegs die ,,Unbegreiflichkeit“ ins lichte Gebiet der Mathe- 
matik eingezogen sei. Solcher Ausspruch wire nicht einmal einem 
weiteren von Weierstrass gegebenen Beispiele einer stets wachsenden 
und dennoch nicht differentiirbaren Function gegeniiber gerechtfertigt. 
Durch dieses Beispiel wird nur das leicht sich einstellende Vorurtheil 
widerlegt, als seien jene zwei Schwierigkeiten fiir die Vorstellung 
untrennbar verbunden, und diese Annahme ist nicht besser, als die 
alte, es kinnten beide Schwierigkeiten tiberhaupt nicht eintreten. Immer 
wieder verfilli man dem Irrthum, eine Zuordnung von Functions- 
werthen zum Argument miisse, weil sie durch Punkte einer Ebene 
darstellbar ist, auch in der Ebene anschaubar sein; von diesem Irrthume 
miissen wir uns frei machen — das ist die einzige Lehre, die sich 
aus allen vorhandenen Beispielen ziehen lisst; jedes einzelne beweist, 
dass stetige Punktfolgen nicht immer anschaulich zu sein brauchen, 
und ausser dieser Erkenntniss bieten sie keine Unbegreiflichkeiten; in 
dieser einen Lehre selbst aber, dass Stetigkeiten allein noch keine 
Anschaulichkeit erzeugt, lisst sich kein Widerspruch aufweisen, denn 
die ,, Bestimmung Anschaulichkeit ist nicht deutlich formulirbar.‘‘*) 

Durch alle Beispiele von anschaulichen Functionen ist bisher die 
Frage unerledigt geblieben, ob eine stetige Function in jedem Inter- 
valle Maxima und Minima besitzen und dabei in jedem Punkte differen- 
tiirbar sein kénne. Hankel’s Beispiel dieser Art leidet an einem Feller 
im Beweise.**) Du Bois-Reymond ist geneigt, die fragliche Functions- 
art fiir unméglich zu halten, fiigt aber hinzu, dass sein Raisonnement 
nicht als Beweis gelten solle.***) Dini ist der gerade entgegengesetzten 
Ansicht und hilt es fiir ,,wenigstens sehr wahrscheinlich, dass auch 
differentiirbare stetige Functionen mit Maximis und Minimis in jedem 
Intervalle méglich sind.““+) Das folgende Beispiel wird Dini’s Ver- 
muthung bestitigen. 


In einer Ebene mit rechtwinkeligem Coordinatensystem sei eine 
gebrochene Linie mit den Eckpunkten 


r=, y=0;2—4, y=>3c=1, y=0 


gezeichnet; die durch dieses gleichschenkelige Dreieck mit der Basis 1 


und der Hoéhe = definirte Function werde mit ,(#) bezeichnet. 


*) Du Bois-Reymond, Ueber Doppelintegrale. Crelle, Bd. 94. 
**) Hankel, Tiibinger Universitiitsschriften 1870, (oder auch Mathematische 
Annalen Bd, 20). 
***) Du Bois-Reymond, Crelle, Bd, 79. 
+) Dini, Fondamenti pag. 283 (§ 200). 





Differentiirbarkeit und Anschaulichkeit von Functionen. 125 


Eine zweite gebrochene Linie entstehe in folgender Weise (ver- 
gleiche dazu Fig. 1): 

Lege durch den Nullpunkt eine Gerade G,, so dass fiir sie 
Ay 1 


Ar = 0? durch den Punkt x = + der Abscissenaxe aber 6 Gerade 


G, G; G, G, G, Gry 
fiir welche 
Ay beads. 3 5 7 9 11 


eo ee ee See oe 


Durch den Schnittpunkt (@,G,) von G, mit G, (a in Fig. 1) sei 
eine Parallele G,’ zu G, gelegt; dann durch (G,' G,) oder b eine 
Gerade G,' || G,, durch (G,’ G,) oder c ein G,’ || G;, endlich durch 
(G,' G,) ein G,’ || G, —dann bilden Theile der Geraden G, G,'G,’'G; G,'G,, 
(--» man beachte, dass der Zeiger 9 fehlt) eine gebrochene Linie; zwischen 


1 1 ile ' : 
“== und «= = erstrecke sich ein zu ihr symmetrischer, dann noch 
: 1 ah 
negativ genommener Ast;*) zwischen «= > und x = 1 sei die Func- 


: . , , 1 . 
tion symmetrisch zu ihrem Bau zwischen « = 0 und x =—- Diese 


vollstindige gebrochene Linie werde als Function mit g,(x) bezeichnet, 


und es sei 
Go (x) + 91 (%) = G, (2). 
g(x) sowohl, wie G,(x) bestehen zwischen x = 0 und w= 1 aus 


22 verschiedenen geradlinigen Stiicken. AO.) ist zwischen x = 0 und 


1 : — 1 . . 
“== > nur einmal negativ, nimlich = — >> von dem Maximum £ bei 


2 
63 ). as Pies 65 -, AG, (a : 

x = —— bis zum Minimum L’ bei x = =; ebenso ist AG1(@)  pwischen 
256 256 Az 


1 . ene ~*~ 3s 1 
“== und «=1 nur einmal positiv, nimlich = + >> von dem 


193 
ae «(in 


Minimum F bei «= on bis zum Maximum f” bei = 
=+ ist g,(z) = 0 und G,(x) schneidet das daselbst zunehmende 
@,(z) in einem Punkte M; in 2 = Ad ist wieder g,(~) = 0 und G, (x) 


schneidet das dort absteigende G, (a) in NW. 
Zu jedem ansteigenden geradlinigen Theile von G, (x) werde dann 
in ihnlicher Weise, wie g,(x) fiir den Theil von G,(x) zwischen =O 


und om gebaut ist, eine gebrochene Linie construirt; wenn nimlich 
fiir den betreffenden Theil, welcher von «=y bis z= reichen 


*) Wobei der erate geradlinige Theil hinter =} mit dem letzten vor 
« =} in eine Gerade zusammenfillt — Fig. 1 von e bis ¢’. 





126 Aurrep Kércxe. 


moége (4 <&), AGE) = p, ist, so werde durch 9 eine Gerade G, mit 


AY = a durch sr aber eine Reihe von 51 Geraden G, G,G,... Go; 


gelegt, fiir welche 
Ay _ 3D 5p 101 py 


Ax 102? 10? ? 10?’ ’ 102 


sei; die weitere Construction mit Hiilfe von Parallelen G,’ durch (G, G,) 
zu G,, durch (G,’G,) zu G, u. s. w. liefert dann eine gebrochene 


n+é 


Linie von —y bis «= as, 


aber negativ genommener Ast von 2 = 


an welche sich ein symmetrischer, 
n+ 


5) 
moge. Die gleiche Construction eignet sich fiir den Fall eines ab- 
steigenden geradlinigen Theils von G, (x), fiir den nur p, negativ ist, 
und fiir den die gebrochene Linie einen Bau zeigt, analog demjenigen 
' : ! 
von g,(“) zwischen = und « = 1.*) 

Die Gesammtheit der so fiir jeden einzelnen Theil von G,(#) con- 


struirten gebrochenen Linien werde als Function mit g,(«) bezeichnet, 
und es sei 


5 bis c= — anschliessen 


G,(%) + 92 (%) = G, (a); 
9.(x) und G,(x) bestehen jedes bereits aus 22 . 101 — 2222 verschie- 
denen geradlinigen Theilen. Zu jedem Theile von ,(#) finden sich 
in &,(#) Punkte, wie Z, M, E’ oder wie F, N, F’, d. h. Maximum, 


Schniitpunkt, Minimum oder die umgekehrte Folge, je nachdem = 


positiv oder negativ war. 


Bildet man ferner g, (x) unter Benutzung von Pes (~) mit 


Ps 


ior US W. und bezeichnet man die Summe 


Go (*) + 9s(@) + 922) + +++ + 9n(@) 
mit &,(2)**), so behaupte ich: 
»Die Functionen ©,(#) nihern sich mit wachsendem m einer 
Grenzfunction G(x), welche 
1) tiberall eindeutig endlich definirt ist; 
2) tiberall stetig ist; 


*) Fig, 2° zeigt die Construction fiir einen aufsteigenden, Fig, 2 fiir einen 
absteigenden Theil von G,(z). 

NB, Ein Blick auf die hinzugeschriebenen Zahlen zeigt, dass diese Figuren 
nicht mehr in richtigen Verhiiltnissen gezeichnet werden konnten; in 2* sind die 
Ordinaten von g,(@) viel zu gross, doch ist auf der Abscissenaxe noch dieselbe 
Kinheit gewihlt, wie in Fig. 1, wihrend 2 in weit griésserem Massstabe gedacht ist. 

**) Die Gestalt von @,(x) ist in Fig. 2» durch eine punktirte Linie an- 
gedeutet. 
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3) tiberall einen endlichen Differentialquotienten besitzt (vor- 
wirts und riickwiirts) ; 
4) in jedem beliebigen Intervalle Maxima und Minima bildet.“ 


I. G(x) ist tiberall eindeutig endlich definirt. 


Hat &,(v) in = §, &,... Ecken, so ist fiir dieselben z-Werthe 


9n1(”)==O0 — ausserdem auch in den Mitten zwischen jenen z-Werthen. 
15 


a : “ait ; 3 7 
So liegen die Ecken von G, (x) bei &,' = fr=a =a 


je? 1 
u. s. w. und es ist 


In allen Werthen & und ——, —, WO Gnii(x) = 0, ist auch 


Jn+m (x) —_- 0, 
8 s-+-1 
ath) durch die ferneren 
ent ts) 
—- 
sind daher durch eine endliche Zahl von Rechnungsoperationen zu finden 
als rationale Werthe. 
Aber auch fiir die tibrigen 2-Werthe, die nie unter den Grdssen 
B+ eh 


— = 
~ 


sodass sowohl G, (E3), wie auch 6, ( 


Constructionen keine Veriinderung mehr erleidet.  (§*) und G ( 


&: und 
Die geradlinigen Theile von G,(x) erstrecken sich tiber ein Inter- 
vall gt! — —* <—* (wobei die Gleichheit nur fir den Fall n = 0 


grt 
vorkommt). 


vorkommen, ist G(x) eindeutig endlich definirt. 


AG, (x) — = 
Das fiir einen solchen Theil constante — ae =p,» hat die Form 


eines Productes aus Factoren 
1 m 
— —_—— 10" — 3 
1+ sO" oder 1 - (m< ) 


1 
+ 


10" 3 
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ein solcher Werth p, liegt daher zwischen den Grenzen +- P, wenn 


(14 35) (4 ae) +a): T+ 5) - 2. 


AGn+1(®) 


In demselben Intervall von £3 bis &*" ist —— nicht constant, 


sondern schwankt von 
+ ate il (1 arr: pte ) 


halt sich also in den Grenzen +r _ und — Pit ort +) . Der 


numerisch grésste Werth, den as in diesem Intervalle erreicht, 
& + at 


; , ist daher < ar ae ; . So erreicht 


fallt noch vor « =- FI * yeti 


g,(~) sein Maximum in z = —, d. h. vor x= + ; der grésste nume- 
1 


rische Werth von g,(x) ist daher = 7° +. 9.(x) in Fig. 2° hat 


sein Maximum bei « = d. h. vor «= —_ im Werthe von 


1 1 9 P 1 
(1+ 45) “a0 ‘S38 < too °F" 


Aus dieser oberen Grenzbestimmung ist der Werth p, fortgefallen, 
d. h. gni1:(%) erreicht auch in anderen Intervallen den Werth ; aa 


nicht. Daher ist 
P 
Iguets (2) +9u12(2) +> <> (se tape +") < 
also fiir jedes m und m: 


Gr4m(x) = G, (x) + 


P 1 
2 : 20" 


*) So ist z, B. 


CRF) = +8) CRP) seri) oriy 


2—0:- ig (Fig. 2a.) 


(emis) aia] AR) ky GHsdy 
ot: ee g.1 . = 


s=35°"* a 


(2) =a} 82) -C)Ca) 


<+5 1 (Fig. 2b) 





s= 4 299 
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Da fiir grosse » aber ae beliebig klein wird, folgt nach bekannter 


Schlussweise zuniichst die Evxistenz nur eines einzigen Werthes G(z), 
in dessen beliebiger Nahe unendlich viele der G,+.(«) liegen. Ueber 
die Grésse von G(x) folgt, dass fiir jedes m gilt: 
y eo . , Pee 
¥,, (2) —— --—< 6 (z) << G, a 
also: 
P 


G(w) = G,(a) + F-—- ++ [Bl <1. 
Demnach ist fiir jedes 2 die Function G(#) eindeutig definirt und 
endlich. 
II. G(x) ist tiberall stetig. 

G, (xz) ist stetig, d. h. es giebt ein A&,, sodass fiir alle Av<A&, 
die Differenz AG, (x) = G,(x+Az) — G, (x) numerisch kleiner als 
eine beliebig kleine Grosse ¢ ist. Ausserdem gilt nach dem Vorigen 
fiir alle Werthe der Gréssen zx, Az und n: 


G(@-+A2) = G, (e+ Aa) +. "Ils? 


Ge) =G,(@) + aS 





AG (x) = AG, (a) + ffs 


und folglich fir Aw < A&E, 
AG(e) <e+—. 


20" 
Wahlt man nun » = WN so gross, dass oy <«, so ist fir alle 
AG(a) < 2e 
d. h. G(a#) ist tiberall stetig. 


III. G(x) besitzt tiberall einen endlichen Differentialquotienten. 
AG, (#) 
Ax 
vor der niichsten Ecke in G,(x) liegt, deren 2 mit §* bezeichnet werde, 


constant ist, u. z. ein Product aus Factoren der drei Formen: 


4) + (1+ e)=+ (+a) 


Unter I. wurde schon erwihnt, dass -, Solange x + Aw 


1 
10" 


B) + (1 ~ J=+(—d)-+-m< 10 —3, 


10" 
Dk 
10" 


Mathematische Annalen. XXIX. 


C) 
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Ein solches Product werde mit P*(n) bezeichnet, so definiren die 
simmtlichen P*(m) fiir dasselbe 2 ein unendliches Product P(x) mit 
vorgeschriebener Factorenanordnung. Fiir manche x-Werthe, z. B. 
alle «= §%, ist das betreffende unendliche Product wnbedingt con- 
vergent, d. h. es giebt bei der vorgeschriebenen und bei jeder be- 
liebigen andern Factorenfolge einen bestimmten von Null verschiedenen 
endlichen Werth*). Fiir andere x-Werthe ist das Product nicht con- 
vergent; es lisst sich beweisen, dass es dann fiir jede Factorenanord- 
nung den Werth Null liefert. 

Kommen nimlich Factoren von der Form C bis in’s Unendliche 
vor, so muss bei jeder Anordnung P(x) = 0 werden; es ist dies der 
einzige Fall, in welchem die P*(m) im Unendlichen das Zeichen fort- 
wiahrend wechseln. : 

Kommen aber im Unendlicheu nur Factoren von den Formen A 
und B vor, so ist zu beachten, dass die Reihe der a, unbedingt con- 
vergirt; ist daher die Reihe der b, auch convergent, so ist in 


P(e) = [J ata) 


die Reihe der «, unbedingt convergent, d. h. P(x) ist endlich und von 
Null verschieden; ist aber die Reihe der b, divergent, so sind doch 
alle b, <1 und daher: 


19 br Ra. 


a 


Weil aber a b, divergirt, ist lg [ [4-2 =—~, d.h, P(x)=0, 


gleichgiiltig, welche Anordnung der b, gewahlt wird.**) 

P(x) ist also fiir alle ~, bei denen Factoren C bis in’s Un- 
endliche vorkommen, oder bei denen die Reihe der 6, divergirt, Null, 
in allen andern Fallen dagegen endlich und numerisch < P. 

Es soll jetzt bewiesen werden: 


. AG (x) 
lm ——— = P(x 
4z=0 dev ( )s 

AG x 
*) Denn wo G, (a) eine Ecke bildet, da treten in —— ——— nur noch 
Factoren der Form A zu P*(n) hinzu. 
**) Siehe hierfiir: Pringsheim, Ueber die Werthveriinderungen bedingt 
convergenter Reihen und Producte. Math. Annalen XXII 
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d. h. es lisst sich ein A€ bestimmen, so dass fiir alle Az < Aé gilt: 


P(x) — 8 = 49) < P(e) +4, 


wenn 0 eine beliebig kleine Grésse bedeutet. 
AG(a) 
4 


Zum Beweise ist es néthig, = 


fir den Fall zu untersuchen, 


dass «+ Aw < &, mit welcher Grésse, wie schon friiher, der Argu- 
mentwerth fiir die auf G,(#) zunichst folgende Ecke der Function 
©, («) bezeichnet werden soll, wahrend y* zur zunichst vorhergehenden 
Ecke gehéren mége. 

Zur Befestigung der Vorstellung midge @,(x) von y% bis §& 
wachsen; dann folgen sich in G,4,(%) auf dieser selben Strecke ein 
Maximum in £, ein Schnitt mit G,(v) in M und ein Minimum in £’; 
Gn4i(%) als besondere Linie gezeichnet midge die entsprechenden 
Punkte e, m, e’ haben, so liegt m auf der Abscissenaxe, nimlich in 
t= 3 En » woselbst gn4:(”) = 0; die Abscisse der Punkte E und e 
sei 2,, diejenige der Punkte E’ und e’ sei 2. 


A 
A Gus) ist nun zunichst, wenn nur 2 + Az < &%, jedenfalls 


s A x 
Um auch eine untere Grenze fiir ae zu finden fiir den- 


selben Fall x + Ax < §&, beachte man, dass ja Sten den con- 

stanten Werth P*(n-+ 1) — P#(m) besitzt, falls x-++ Av< &,,. Liegt 

aber + A zwischen §,, und €, so sind zwei Fille fiir die Lage 

von « moglich, deren zweiter eine eingehende Betrachtung verlangt. 
1) Wenn z > 2,, also zwischen x, und § liegt, ist 


A (x 
tee > P*(n + 1) — P#(n); 
z : 
*) Denn unter einem Winkel mit dieser trigonometrischen Tangente an- 
steigend beginnt und endigt 9, ,(#) zwischen n,, und €%. Die iibrigen Theile 


von 9,4,(@) sind absteigend mit den Tangenten 


10"+? 4.4 
rs (—gie) (hx) ew (- AS) 


Die Tangente fiir den Theil von g,,,(#), in welchem a liegt, werde im folgenden 
durch P*(n-+ 1) — P*(n) bezeichnet, denn es ist ja tiberall 


AGnj1(@) _ AGiyi(@) AG, (@) 


Az “OX Ax om (n+ 1) — Ph). 


g* 
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denn von e aus erstreckt sich bis e’ gewissermassen eine Wendestrecke 
der gebrochenen Linie gn41(x). (s. Fig. 3°.) 

2) Wenn x < %,, also zwischen y* und 2, liegt, bildet der in 
&2,, beginnende Theil G von gn41(”) einen Winkel mit der Abscissen- 


axe, dessen trigonometrische Tangente ist: 





P*(n+ 1) — Pa(n) — 2-27 (= in Fig, 3° u. 3) 


(fue §2,,= 4, lautet das letzte Glied: — —— *) . 


Ganz dieselbe Richtung besitzt ein Theil G’ zwischen m und §?, und 


von G@ bis G’ liegt die Curve g,4:(x) fortwihrend in dem Raum 
zwischen diesen beiden Parallelen (die fiir den Fall £2., =, in eine 
Gerade, die Wendestrecke, zusammenfallen). Ist x -+- Ax gross genug, 
so kann auch jetzt noch, wie im ersten Falle, 
4 (x) 
Set > P2(n + 1) — P*(n) 
sein (Fig. 3°). 
Ist dies aber nicht der Fall, sondern ist 
AGn+1 (@) 
—— < P#(n + 1) — Pz(n) 
(wie in Fig. 3°), so fiihrt die Linie vom Punkte X mit den Coordi- 
naten 2, gnii(x) bis Y oder 7+ Az, Gais(a-+ Ax) unter dem 
Punkte p oder be Gn+s (§ a1) vorbei; daher ist die trigonometrische 
Tangente ihres Winkels mit der Abscissenaxe grésser, als diejenige 


der Geraden pY — ist die Tangente in den Figuren aller- 
dings kleiner, weil x nur positiv sein kann, wenn & in dem ersten 


in 4* beginnenden geradlinigen Theile von g,+:(%) liegt). Man er- 
richte nun in m eine Senkrechte auf der Abscissenaxe, welche die 
Riickwiirtsverlingerung von G’ in a schneiden mége; dann ist pa 
noch steiler geneigt, als pY. Es bildet aber pm der Construction 
nach einen Winkel mit der Abscissenaxe, dessen trigonometrische 


Tangente ist: 
P*(n + 1) — P*(n) — annie 
und da m in der Mitte zwischen G und G’ liegt, hat pa die trigono- 


metrische Tangente: 


_ 6. P* (n) 
A 
Dies ist daher jedenfalls eine untere Grenze fiir a , Wenn nur 
z+ Az< &. 
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Fiir G,4i(%) haben wir hiernach die wichtige Ungleichheit: 
€ . P* (n) < ( 4G,41(@) 


n p*(n) 
Aa )<P (*) +S” 


a+Ae< 
Die obere Grenze ist constant, wo auch x in dem Intervalle zwischen 
n= und & liegen mag; in dem Ausdruck fiir die untere Grenze kommt 
dagegen P*(n -+- 1) vor, dessen Werth von der Lage des x abhingig 
zwischen 





(A) Pom 1) — $22 


P*(n) (1 aa ar) und — P*(n)- ar 


schwankt. Entscheidend wird die obige Ungleichheit dadurch, dass 
bei grossen »- Werthen die untere Grenze nur wenig unter dem Werthe 


dG. ,,(x : ak dG, (x) ,. . : 
. all die obere nur wenig tiber —* liegt, diese beiden 


dx 
Differentialquotienten aber dem Werthe P(a) sich beliebig nihern. 





Es soll nun bewiesen werden, dass hierdurch wirklich £S@) = P(z) 
wird, 

Ist ¢ eine beliebig klein angenommene Grdésse, so lisst sich nach 
dem friiheren , so gross wahlen, dass fiir alle m > 1 gilt: 


P(x) — &< P*(n, + m) < P(v) +e --+m>1 





und zugleich: P <é 
10" 
Durch die zweite Bedingung ist dann auch: 
2M es md 2M; 
10 10”: 


Sei dann Az so klein, dass « + Az < &, so gilt: 


n,? 


AG (x) 
P(az) — 88S — S Pe) + 388. 


Zum Beweise wihle n, >, so gross, dass 
a<& crt oech sk. 


tg = 





Nun ist zu beachten, dass 
nim (85,43) =(Q---m™ => i, 


8 
| Petit (EF 41 + 4) | < Jowritm ~-Ares™m => 1 *. 
*) Denn In-i+m(&) steigt oder fillt nach vor- und riickwiirts von der Ecke 


7] 

: F P'™t! (n, + m) P 

bei §4, mit der Tangente — 19¢tm ger rie 

keiner andern Stelle eine steilere Steigung oder Senkung, als mit der ‘l'angente 
P 

ee 


und hat auch an 
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Wenn man also Ax = A, + A, setzt, niamlich «= &_,— A, und 
a+ Ar= i, +A4,, so folgt: 


A Gap14m(&) = A Gai (2%) + Agnepigs (7) ++ + AGnt14m(*) 


: P Fg 
= AGneti (2) ++ ep At tm aa * Ae 
= AG (0) +e (Sa +++ +e): Ae 
- M1 10% 1o™tl+m ? 


worin @,...@», und «@ numerisch < 1. 
Folglich liegt AGy,414m(%) zwischen den Grenzen 
AGaet1(2) + pr Ae, 
d. h. es ist: 

A Gri (a) — €+ Ae < AGgai4n(®) < AGaai(z) + ¢ - Az, 
woraus mit m = oo folgt: 

AGy4i (4%) — € - Ax AG(z) << AGa4:(v) + e+ Az. 

Weil aber nach unseren Bestimmungen x + Axv< &, so gilt nach 
der Ungleichheit A: 





‘ , 6. P*(n, 4G, 41 (2) 
Ps(n, + 1) — Si) < a < Pe(m) +- a, 
d. h. 
AC 
P(x) —2e< bod < P(x) +2 


und endlich: 
P(x) — 88 < SO < Pia) + 3:. 


Damit ist bewiesen: 

G(x) : Ag) _ 
(j(x) besitzt also tiberall einen soles Differentialquotienten nach 
vorwirts, und ebenfalls nach riickwirts, da die Function von 1 gegen 
0 hin ganz so gebaut ist, wie von 0 gegen 1 hin, Aus dem gleichen 
Grunde ist es keine Beschriinkung, dass wir in unserer Betrachtung 
annahmen, ©, (x) wachse von * bis §; fiir einen abnehmenden Theil 


von @,(x) gilt Alles in der Richtung 1 bis 0. 


IV. (a) bildet in jedem beliebigen Intervall Maxima und Minima. 


Sei das Intervall von z, bis 2, vorgelegt. Es ist bereits bemerkt, 
dass die geradlinigen Theile von ,(x) sich iiber Intervalle 


gH — 


e Ss ori 
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A= a. ; dann 





erstrecken. Man wihle darum ” so gross, dass - a < 


liegt mindestens ein geradliniger Theil von G, (x) munbiali im vor- 
gelegten Intervall; zur Befestigung der Vorstellung denke man sich 
diesen Theil aufsteigend, d. bh. P*(n) positiv. G,4:(x) besitzt dann 
im Intervall ein Maximum bei E und ein Minimum bei EL’. 

Nun ist vorwiirts gebildet: 


dG, («) pF (n) 
(Se2), = Pet — Be 


dG (a) PF(n) 1 1 
=: | Sn... ‘aa oe 


und riickwdrts gebildet: 





dG, 43 (x) 

(#4 ),.=— PA(n)- cai (Siehe Fig. 1, wo P#(n) = 1), 
dG («) 1 1 
(A5 a.  — PAO): seer (1+ gees) (t+ gee) 


d. h. G(x) besitzt in E ein Maximum. Ebenso ergiebt sich in E’ 
ein Minimum, denn dort gilt: 


d® (x) ; 3 
n+l 
(A) PP) he 


f dG (2) a= PE'(y). —2 
as -)ug PPO): oere (1 + appre) (1 + pees) 
(“S34 =) P¥'(n) 
E'- 











dz 10" ? 
dG (2) _ PF (x) 1 ( 1 ) 
( Ie) a ae aC z a) I+ ies) 
: amen Fr’ E dG, (a) ¢, . 
wobei iibrigens P¥'(n) = P¥(n) = - fiir alle x zwischen &* und 





&¢t+1, Wiire dieser geradlinige Theil von &,(x) absteigend, d. h, P *(m) 
negativ, so gelten die vorstehenden Gleichungen unverandert, d. h. in E 
existirt ein Minimum, in EZ’ ein Maximum sowohl fiir G,+:(7), wie 
fiir G(a). 

Dieses Functionsbeispiel hat tiberall einen Differentialquotienten, 
ist aber nicht das Integral desselben, ja der Ditferentialquotient ist 
gar nicht integrirbar; denn wihlt man zur Bildung des Integrals die 
Intervalle stets zwischen Ecken der Functionen ,(x) und als Werthe 
von fe) diejenigen am Anfange dieser Intervalle, so erhilt man 
zwar ©(zx) als Integralwerth, man hiitte aber auch in jedem Intervall 
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£9), = wihlen, also 0 als Integralwerth, und ebenso gut durch 
andere Wahlen jeden Werth zwischen 0 und G(x) als Integralwerth 
erhalten kénnen. Dieses Verhalten ist fiir jede differentiirbare Function 
mit Maximis und Minimis in jedem Intervall vorauszusehen, weil sich 
der Satz beweisen liisst, dass der Differentialquotient solcher Functionen 
in jedem Intervalle wirklich Nullwerthe haben muss,*) 


Hiermit ist die Reihe der nicht anschaulichen stetigen Functionen 
um ein neues Beispiel vermehrt, dessen EHigenschaft, differentiirbar 
zu sein, wohl einiges Interesse beanspruchen darf. Es fiillt nimlich 
durch dieses Verhalten eine Liicke, die bisher jede Untersuchung der 
Beziehungen zwischen Anschaulichkeit und Stetigkeit stérte, aus. Ueber 
diese Beziehungen michte ich die folgenden Betrachtungen wagen. 

Es ist zuniichst zu erértern, woher eigentlich unser Vorurtheil 
stammt, eine stetige Punktreihe miisse auch anschaulich sein. Die 
Antwort darauf ist: wir haben uns an zwei verschiedene Definitionen 
der Linie gewohnt, einmal als Grenze zwischen zwei Flichenstiicken, 
ein andermal als durch Bewegung eines Punktes entstandene Punkt- 
reihe. Nun sind alle stetigen Functionen Grenzen zwischen zwei 
Flichenstiicken, auch die nicht anschaulichen. Daraus folgt, dass sich 
jene zwei Definitionen nicht decken, und mit dieser Erkenntniss ver- 
liert die Existenz unanschaulicher Functionen bedeutend an _ ,,Un- 
begreiflichkeit. Zugleich erhebt sich die Frage, ob alle durch Be- 
wegung eines Punktes entstehenden Linien anschaulich sind? Indessen 
lisst sich unter einer ,,unanschaulichen Bewegung“ wohl Nichts denken, 
und ich fiirchte nicht, mit der Behauptung auf Widerspruch zu stossen, 
zur Anschaulichkeit einer Curve sei entschieden néthig, dass man sich 
die Curve von einem Punkte durchlaufen denken kann — und um- 
gekehrt. Aber freilich ist damit Nichts gesagt, denn fiir Méglichkeit 
der Bewegung giebt es so wenig ein Merkmal, wie fiir Méglichkeit 
der Anschauung. 

Fiir Anschauungscurven giebt es kein Merkmal, denn die Frage: 
was veranlasst die Unmdglichkeit des Anschauens? ist ungelést. Man 
kénnte denken, die Maxima in jedem Intervall triigen die Schuld — 
aber Weierstrass’s Function wiichst fortwihrend und hat doch 
nirgends einen Differentialquotienten, ist daher nicht anschaulich; 
man kénnte dem Fehlen des Differentialquotienten die Schuld geben — 
aber das von mir soeben mitgetheilte Beispiel hat iiberall Maxima, 
ist daher nicht anschaulich; man kéunte in der fortwihrenden Un- 


*) Siehe hierfiir: Dini, Fondamenti S. 276—283 (§ 197— 200). 
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stetigkeit dieses Differentialquotienten die Ursache suchen — aber das 
Integral einer beliebigen stetigen Function mit Maximis in jedem 
Intervall hat diese stetige Function zum Differentialquotienten, und 
muss dann in jedem Intervall unendlich oft dieselbe Tangente haben, 
ist daher nicht anschaulich. 

Auch fiir die Méglichkeit der Bewegung fehlt es an einer charak- 
teristischen Kigenschaft. Ist auf einer Linie iiberhaupt Bewegung 
mdglich, so kann sie im Allgemeinen noch willkiirlich in den verschie- 
densten Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ausgefiihrt werden; 
macht die Linie in der Nihe eines Punktes unendlich viele stets ab- 


. ° . . 4 . 
nehmende Oscillationen, wie z B. y =z: sin = in der Nahe von 


x = (), so ist eine Bewegung vom Nullpunkt aus iiberhaupt undenkbar 
und in entgegengesetzter Richtung an die Bedingung gebunden, zu 
verlangsamen, sodass der Nullpunkt nicht erreicht werden kann; hier- 
durch liegt der Gedanke nahe, dass es vielleicht Curven geben kann, 
auf denen Bewegung nur in einem ganz bestimmten Tempo méglich 
wire. Diese Frage kann ich nicht entscheiden und ebenso wenig 
weiss ich die Bedingungen zu nennen, denen eine Bewegung in gerader 
Linie als Function der Zeit geniigen muss. Dagegen ist klar, dass 
wir zur Vorstellung einer Bewegung in jedem Momente die Vorstellung 
einer Richtwng dieser Bewegung néthig haben, also miissen sicherlich 
alle Bewegungscurven tiberall Tangenten haben, d. h. differentiirbare 
Functionen sein; hinzu kommt, dass alle uns geliufigen Bewegungs- 
bahnen eines Punktes sogar die Vorstellung erlauben, dass ihre 
Tangente auf ihnen entlang rollt, wobei dann der Beriihrungspunkt 
die betreffende Bewegung ausfiihrt. Sollte es nun Curven geben, auf 
denen Bewegung eines Punktes mdglich ist, obgleich die Tangente 
auf ihnen nicht rollen kann? Die Méglichkeit solcher Punktbewegung 
darf wohl als ,,unanschaulich“ geleugnet werden. 

Angenommen, eine Bewegung in der Abscissenaxe sei als Function 
der Zeit durch a, bezeichnet, eine zweite in der Ordinatenaxe durch 
y:, und beide Bewegungen seien anschaulich; dann ist es auch ein 
anschaulicher Vorgang, dass eine Gerade, auf der sich ein Punkt im 
Tempo y bewegt, parallel der y-Axe im Tempo 2; verschoben wird; 
muss nun, weil der Vorgang anschaulich ist, auch die durch den Punkt 
beschriebene Curve auschaulich sein? Das liisst sich wohl bejahen — 
und dann muss auch auf der Curve eine Tangente rollen kénnen. 

Ich nehme daher an, dass 
1) jede mégliche Bewegung eines Punktes in einer anschaulichen 

Curve geschieht; 
2) in allen anschaulichen Curven eine Punktbewegung denkbar ist; 
3) auf allen anschaulichen Curven eine Tangente rollen kann, 
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Ich sehe nicht, dass diese Fragen bisher irgendwo behandelt oder 
nur aufgeworfen wiiren, glaube aber sofort zeigen zu kénnen, dass 
man die Vorsicht auf diesen Gebieten wirklich nicht weit genug 
treiben kann. 

Es sei irgend eine stetige Function f() mit Oscillationen in jedem 
Intervalle vorgelegt; es lisst sich beweisen, dass jede derartige Function 
in jedem Intervalle unendlich oft denselben Werth annehmen muss. 
Das Integral der Function hat in jedem Punkte eine Tangente, weil 
f(x) sein Differentialquotient ist; iiberall ist eine Richtung vorgeschrieben 
— trotzdem ist in der Integraleurve eine Bewegung nicht denkbar, 
weil dieselbe in jedem Intervall unendlich oft dieselbe Richtung haben 
miisste, ohne dass die Richtung constant wire. Nun hat aber Herr 
Prof. Weierstrass eine nicht differentiirbare Function gebildet, die 
fortwihrend wéchst — ist in deren Integralcurve eine Bewegung 
méglich? Die Tangente wird fortwihrend steiler, man sollte also 
meinen, es kénnte eine Gerade auf dieser stets gegen die Abscissenaxe 
convexen Integralcurve mit Bequemlichkeit abrollen. Ich will beweisen, 
dass dennoch dieses Rollen nicht mdglich ist. 

Es mégen die Ordinaten der Integraleurve mit y bezeichnet werden. 
Kénnte dann die Tangente rollen, so durchliuft dieser Annahme nach 
auch ein Punkt die Curve, namlich der Beriihrungspunkt; es mag 
zweifelhaft bleiben, ob diese Bewegungen nur in einem oder in be- 
liebigem Tempo geschehen kénnen; jedenfalls ist es ein anschaulicher 
Vorgang, dass der bewegliche Punkt eine Gerade stets parallel der 
y-Axe verschiebt, wobei der Schnittpunkt dieser Geraden mit der 
z- Axe eine Bewegung ausfiihrt, die mit xz, bezeichnet werde. Man 
denke nun den 1. Quadranten mit der Curve um den Anfangspunkt 
in die Lage des 3. Quadranten gedreht, so entsteht dort eine zweite 
Curve, und es muss anschaulich sein, sich die ganze Ebene auf dieser 
Curve riickwiirts bewegt zu denken, sodass dabei das Axensystem seiner 
urspriinglichen Lage parallel bleibt; bei dieser Bewegung geht dann 
die auf der ersten Curve rollende Tangente durch einen festen Punkt 
im Raum. Legt man durch diesen festen Punkt eine Parallele zur 
«x-Axe und errichtet auf ihr in der Entfernung 1 eine Senkrechte, so 
erzeugt der Schnittpunkt der Tangente mit dieser Senkrechten eine 
ay 
dz 
ebenfalls anschaulichen Tempo x zusammengesetzt, wiirde eine an- 
schauliche Bewegung in der Differentialcurve von y entstehen — eine 
solche Bewegung ist aber unméglich, weil die Differentialcurve keinen 
Differentialquotienten besitzt. Folglich ist die Annahme falsch, dass 
die Tangente auf der Integralcurve rollen kann. 

Es muss bemerkt werden, dass in dieser scheinbar einfachen 


Bewegung ( ) — dieses Tempo muss also anschaulich sein; mit dem 
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Ueberlegung mehrere unbelegbare Voraussetzungen enthalten sind. Zu- 
niichst wird die Zusammensetzung zweier Bewegungen als unter allen 
Umstiinden méglich angenommen, wogegen Nichts eingewandt werden 
kann, weil die absolute Ruhe nichts Anschauliches ist; ausserdem aber 
wird angenommen: 

4) wenn eine in Bewegung begriffene Gerade eine feste Gerade 
schneidet, so fiihrt auch der Schnittpunkt beider Geraden eine 
mdgliche Bewegung aus; 

und diese Annahme liisst sich nicht wieder aus der ,,Zusammensetz- 
barkeit der Bewegungen“ begriinden, ist also den friiheren Annahmen 
als vierte hinzuzufiigen. 

Wiire die Curve mit den Ordinaten y nicht gerade die Integral- 
curve der Weierstrass’schen Function, sondern wiire von ihr voraus- 
gesetzt, dass sie anschaulich sei, dann kénnte nach der 3. unserer 
Annahmen tiber das Verhiiltniss zwischen Anschaulichkeit und Punkt- 
bewegung die Tangente auf ihr rollen, und unser Beweis wiirde zu 
dem Schlusse fiihren, dass eine Bewegung in der Differentialcurve 
mdglich ist, d. h. nach der 1. jener Annahmen, dass die Differential- 
curve anschaulich ist. Wenn daher jene vier Annahmen wirklich den 
Werth von Axiomen fiir unsere menschliche Anschauung besitzen, 
folgt aus ihnen als Lehrsatz: 

»dede anschauliche Curve besitet eine anschauliche Diffe- 
rentialcurve.“ 

Dieser Satz gehért an die Stelle des als falsch befundenen, dass 
alle stetigen Functionen einen Differentialquotienten besitzen. 

Versucht man hierauf den Nachweis zu fiihren, dass anschauliche 
Curven anschauliche Integralcurven haben, und will man auch hierbei 
die Bewegung in der Integralcurve durch Zusammensetzung mdglicher 
Bewegungen erzeugen, so stésst man auf unerwartete Hindernisse, 
obgleich von vornherein~die Existenz der Integralcurve feststeht fiir 
alle, auch die unanschaulichen stetigen Functionen. Mit blossen Ver- 
schiebungen reicht man nicht aus, und ersinnt man Mechanismen, 
bei denen etwa ein Rad rollt u. dgl., so bleibt ja fraglich, ob der 
Apparat fiir alle anschaulichen Curven functioniren kann. Man muss 
daher auf die Bedeutung des Integrals als Flicheninhalt zuriickgreifen 
und sagen: wenn eine anschauliche Curve gegeben ist und ein Punkt 
sie durchliuft, so kann ich mir mit dem Punkte eine Parallele zur 
Ordinatenaxe fortgeftihrt denken, dann erzeugt diese auf anschauliche 
Weise den Flicheninhalt zwischen Ordinatenaxe, Curve, Ordinate und 
Abscisse; es giebt also eine Grésse, welche anschaulich so mit der 
Zeit veriinderlich ist, wie die Ordinate der Integralcurve, nimlich 
diesen Flicheninhalt; eine geradlinige Bewegung, bei der die Wege 
sich mit der Zeit indern, wie jene Ordinate, muss also auch an- 
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schaulich sein; damit ist die Integraleurve anschaulich. Dieser Schluss- 
weise liegt die Annahme zu Grunde: 

5) wenn irgend eine anschauliche Grésse in anschaulicher Weise 
mit der Zeit verinderlich ist, so ist auch eine geradlinige Be- 
wegung, deren Wege sich mit der Zeit wie jene Grosse aindern, 
anschaulich. 

Ich will nicht behaupten, dass diese oder eine der vier friiheren 
Annahmen iiber Anschauung und Bewegung keine fernere, sei es 
mathematische, sei es philosophische Begriindung erfahren kénnten; 
ich wire auch nicht iiberrascht, wenn sie Einwiinde erfiihren; von 
Interesse bleibt es immer, nachgewiesen zu haben, welche Voraus- 
setzungen dem Satze: 

Alle anschaulichen Curven besitzen anschauliche Differential- 

curven und anschauliche Integraleurven“ 

zu Grunde liegen. Der Werth dieses Satzes ist nicht zu verkennen, 
da er stillschweigend bei jeder mathematisch-physikalischen Arbeit 
benutzt wird. Man kann durch diesen Satz auch die oft citirten ,,ver- 
niinftigen“ Functionen Jacobi’s mit den ,,anschaulichen“ fiir identisch 
erkliren, was allerdings nicht thunlich ist, solange sich fiirchten lisst, 
dass aus einer unanschaulichen Function durch Integration oder 
Differentiation eine anschauliche Function entstehen kénnte. 


Ottensen, im September 1886. 








7™ DD wo, “se #- 














Ueber einen Algorithmus zur Auflésung numerischer 
algebraischer Gleichungen. 


Von 
Evcen Netto in Berlin. 


Mehrfach ist die trinomische Gleichung 
“*—xz—a=0 
derart behandelt worden, dass man von einem beliebigen Anfangs- 
werthe 2, ausgehend eine Kette weiterer Werthe 2,, x,, %,,... durch 
den Algorithmus 
aieniettpiinn 
Yui = Vt +a 
bestimmte. Man begniigte sich dabei mit der Behauptung, dass sich 
x, mit wachsendem x einer der reellen Wurzeln der Gleichung nihere, 
ohne dass doch meines Wissens tiber die Convergenz des angegebenen 
Verfahrens irgend welche Untersuchungen angestellt wiren. Die hier 
bestehende Liicke soll im Folgendén ausgefiillt werden; und zwar wird 
dies der besseren Hinsicht halber so geschehen, dass wir den ange- 
deuteten Algorithmus zuniichst auf allgemeine Gleichungen anwenden; 
dann werden sich die gesuchten Sitze iiber die trinomischen Glei- 
chungen leicht ergeben. 


Die reellen Wurzeln der Gleichung 


(1) = G@), 92) = aart+ bart +--+ +e, 

in welcher a, b, ..., c Zahlencoefficienten sind, mégen nach absteigen- 
der Grésse geordnet, mit &,, &,..., &&, &a41,-.. bezeichnet werden, 
so dass also 

@) Ea=V (Ea) oder §2— 9(E.) = 0 

ist. Wir wollen zuniichst voraussetzen, dass (1) keine mehrfachen 
Wurzeln besitze. Fiir ungerade ganzzahlige Werthe von m ist die reelle 
n° Wurzel eindeutig bestimmt; damit dasselbe fiir gerade Werthe von 
n der Fall sei, wollen wir bei geradem n stets nur den nicht negativen 
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Werth der Wurzel betrachten, und dabei also alle negativen Wurzeln 
von (1) von der Betrachtung ausschliessen. 
Wir bezeichnen, wenn 2, ein beliebiger Werth ist 


(3) “y= Y(%), ty =) (a), bigh Cntr =H (ax), . 
und setzen, wenn &, eine beliebige Wurzel von (1) bedeutet 


(4) ba + Oy =X, ba +O, = 4,,-++, ba +O, = ay,... 


(5) Yn = 0, “a Ova1 = Ly — ett as Ly — V9 (ex) 
=o. +9 Ee) —V9 a+ dy). 
Wird jetzt 0, hinlinglich klein, und also z, der Wurzel &, hinling- 
lich nahe angenommen, dann ist mit beliebiger Genauigkeit 
% (Ea) 


nen? 


(6) Ont — 0, == @ (2) 0, . 


Damit q(&,) endlich bleibe, schliessen wir den Fall aus, dessen EKin- 
treten sofort ersichtlich ist und beseitigt werden kann, dass niimlich 
eine Wurzel & gleich Null wird. In Folge der von uns gemachten 
Annahmen ist der Nenner dann stets positiv. 

Wir betrachten nun die folgenden 6 méglichen Fille: 
(A) \d(Ee)| <1; q(&) ist positiv; 
(B) \g(Ea)| = 15 g(&,) ist positiv; 
(C) |Q(Ee)| > 1; (Ea) ist positiv; 
(D) |q(e)| <1; @(&q) ist negativ; 
(E) \q(Ea)| = 1; g(Ea) ist negativ; 
(F) \q(a)| > 1; g(&) ist negativ. 
Da die Existenz gleicher Wurzeln ausgeschlossen war, so kann fiir’s 
Erste der Fall (B) nicht vorkommen; (B) sowohl wie (E) wollen wir 
spiter behandeln. Man ersieht, dass bei (C) und (F) eine asymptotische 
Anniherung an &, niemals, bei (A) und (D) dagegen innerhalb gewisser 
endlicher Grenzen jedenfalls vorkommen wird; bei (A) geschieht die- 
selbe so, dass alle 2, %4:,+-+ auf einer Seite von &, bei (D) so, 
dass sie abwechselnd rechts und links von &, liegen. 

Bekanntlich besitzt die Gleichung 
(7) na! — p(x) = 0 
zwischen je zwei auf einander folgenden Wurzeln von (1) eine ungerade 
Anzahl von Wurzeln, und weiter ist die linke Seite von (7) fiir sehr 
grosse positive Werthe von x positiv. Daraus folgt, dass 


métcti— 9 (bay) > 0, 1—Q(ea41) > 9, 


nite — (Era) <9, 1— (be) <0 
ist. q@(&.) muss also positiv und griésser als 1 sein, so dass eine 
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jede Wurzel & auf Fall (C) fihrt: die Wurzeln &,, &, +--+, ba,-** 
sind in asymptotischer Néherung nicht zu erreichen; der aufgestellte 
Algorithmus fiihrt zwar von x, = §2q wieder auf X41 = be, aber von 
jedem x, = aa + 9, bei beliebig kleinem absoluten Werthe von 0, auf 
einen von §oq entfernteren Werth &4 + 0,+41. 

Bei & a4: kann dagegen einer der Fiille (A), (D), (E), (F) ein- 
treten; der erste wird stets dann vorkommen, wenn g(&2.41) positiv, 
die drei letzten erscheinen dann, wenn q(&o41) negativ ist. Wir be- 
trachten zuniichst die Fille (A) und (D), also diejenigen, bei denen 
|q(Eea41)| << 1 und |dy41| < |0,| ist, sobald 6, hinliinglich klein an- 
genommen wird. Ist 9’ der kleinste positive, — 7” der kleinste negative 
Werth von 0,, fiir welche |d,| < |d,41| wird, und ist » positiv und 
kleiner als 9, 9", so wird in dem Bereiche 41 — 4 bis §:e41 + 9 
die Kette der x von jedem Punkte 2, aus durch unsern Algorithmus 
auf &.11 fiihren. Méglicherweise erstreckt sich der Bereich, fiir welchen 
diese Eigenschaft besteht, noch weiter, aber keinesfalls iiber die Strecke 
von §:_ bis 242 hinaus. Diese gesammte Strecke wird im Falle (A) 
erreicht, sobald zwischen §. und §o42 keine Wurzel von g’(x) = 0 
liegt. Denn |0,| kann gleich |0,4:| nur fiir 0, = + dy4: oder 
0, = — 0,4, werden; das Letztere kann, da fiir hinreichend kleine 
0, der Werth von 0,4; dasselbe Vorzeichen hat wie jener erstere, 
nur nach Passirung eines Maximums oder Minimums fiir 0,4; ein- 
treten, also nachdem q’(z) einmal gleich Null war. Da dies hier aus- 
geschlossen ist, so wird der erstere Fall 0, = 0,41 zu erwiigen sein, 
und dieser fiihrt sofort auf &. und &.42. — Im Falle (D) giebt es, 
wie man leicht erkennt, zwischen &,;; und jeder benachbarten Wurzel 
2, und Eqs je eine Wurzel von g'(z) =; ausgenommen, wenn 
Eoa41 die algebraisch kleinste Wurzel von (1) ist, und also ein a2 
gar nicht existirt. Wir haben somit gezeigt: In den Fiéillen (A) und 
(D) giebt es stets eine Strecke, welche 2.41 enthilt, von der Beschaffen- 
heit, dass jeder ihrer Punkte asymptotisch gegen §2a4: fiihrt. Im Falle 
(A) dehnt sich diese Strecke von §2a+9 bis Exa, wenn swischen beiden 
Punkten keine Wurzel der Gleichung g’(x) =O liegt; im Falle (VD) 
ist diese letetere Miglichkeit ausgeschlossen. Es kann in beiden Fiillen 
vorkommen, dass 2,4, ausserhalb des Gebietes fe - + - Ears liegt, 
wiihrend wz, sich innerhalb desselben befindet, aber stets nur so, dass 
Ze, %x41 auf verschiedenen Seiten von 041 liegen. Dadurch ist die 
Mdglichkeit gegeben, dass der Algorithmus von 2% aus nicht zur 
nichsten, sondern zu einer beliebig fernen Wurzel convergirt. Ja, 
bei ungeradem » und geradem Grade von g(x) kann man Werthe von 2, 
angeben, die kleiner sind, als die kleinste algebraische Wurzel, und 
welche asymptotisch zu jedem & +, fiihren, welches tiberhaupt asymp- 
totische Niherung gestattet. 
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Fiir (F) tritt ein bemerkenswerther Umstand ein, der freilich auch 
in der Umgebung der Wurzeln vorkommen kann, die zu (A) oder (D) 
gehéren. Bei hinliinglich kleinem 6, hat man niamlich 

[Ox] < [Oxpi| < [Oxt2]5 

dabei werden die Vorzeichen von 0, und 6,,9 einander gleich, d. h. 
Z, und %y+42 liegen auf derselben Seite von §:.1: z B. nach &, hin, 
und zwar in der Folge f:441, %%, %x42, &¢. Nimmt man dagegen z,’ 
in der Nahe von &:¢ nach der Seite von fe4;, zu, so folgt wegen (C), 
dass die vier Gréssen w,, %,42, Z,42, %. in der angegebenen Reihen- 
folge zwischen £4: und §q liegen. Somit giebt es zwischen x, und 
2, einen Werth 2,” fiir den 2," = x," =a," =--- sein wird; d. h.: 
Ist fiir e+: der Werth von 9 (&2a+41) negativ und seinem Betrage nach 
grisser, als n c.. 4? dann giebt es zwischen oq und §ea11 und ebenso 
ewischen §oar2 und oui. je eine ungerade Anzahl von Werthen x, 
derart, dass sich zwei Werthe x, x, periodisch wiederholen, so dass 
der Algorithmus nicht convergirt. In gleicher Weise kann es vorkom- 
men, dass auch 2; =, wird, ohne dass schon fiir ein uw <4 die 
Gleichheit x, — 2% gilt. Ja, es kann unendlich viele Werthe x, dieser 
Beschaffenheit geben. Liegt z. B. zwischen &:_ und &2a42 ein Werth 
% derart, dass ihm ein 2, entspricht, welches ausserhalb der Strecke 
und innerhalb des Convergenzgebietes einer andern Wurzel & > &, liegt, 
dann werden auch %,, %,+++,%,,++-+ in demselben Gebiete liegen. 
Erhilt man hier wiederum, wie oben, die Anordnung 2, x2’, 2, 2, 
so ergiebt sich die Existenz eines zwischen &42 und f2. liegenden 
x,", fiir welches 2,’ =,” ist. Ldisst man 4 die Reihe der Primzahien 
durchlaufen, so folgt die Ezxistene von wunendlich vielen derartigen 
x. Auch dieser Umstand tritt bei ungeradem n und geradem Grade 
von g(x) in der Umgebung der algebraisch kleinsten Wurzel von (1) 
auf, da, wie oben erwihnt wurde, stets ein x, gewihlt werden kann, 
welches beliebig nahe an ein § durch «, heranfiihrt. 

Wir wollen jetzt auf den bisher ausgeschlossenen Fall (B) ein- 
gehen und zeigen, dass man bei Einfiihrung von vielfachen Wurzeln 
in die Reihe &,, &,&,--- sowohl fiir die tibrigen Fille wie fiir (B) 
selbst die bisher gefundenen Siitze gelten lassen muss. 

Wir setzen also fest, dass (1) auch gleiche Wurzeln haben kann, 
und dass in &,, &, &,--- jede Wurzel so oft aufzunehmen sei, als 
der Grad ihrer Multiplicitit angiebt. Ist nun §& eine (m-1)-fache 
Wurzel der Gleichung (1), und 





Ea — Fut = Ete =o: oe Sata, 
dann wird fiir — = &, 
" = g(é) _-. @ g'(é) _ a"~-* (8) 
E"— p(&)=0, aa er 73 rr ie age ne =0, 
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und durch Entwicklung von & + 041 =//p (Ea-+ Ox) wird 


(8) O41 — 0, + ert —— Bmde + . =4,(1 + ice) +: 
werden, weil ja fiir &, die ae gilt: 

art (8) 

we “o- e ag 


Es fragt sich nun, welches Vorzeichen £,, besitzt. Um dariiber zu 
entscheiden, denken wir uns in der Ebene der xy die beiden Curven 
y"— 9(z)=90, y —4=0; 
dann ist ersichtlich, dass &,, §, - - - die Durchschnitte der beiden sind, 
dass ferner fiir jedes x > &, gefunden wird y < 2; fiir jedes 2 zwischen 
é, und & dagegen y > x u. s. f., wobei die Vielfachheit der Wurzeln 
in bekannter Weise ihre Rolle spielt. Far wachsende x von &,, 3, &,,--- 
an, ist also y—z im Abnehmen begriffen, von &,, &, &,--- an im 

Zunehmen, wobei wieder auf die Multiplicitét zu achten ist. 

Fiir positive 0, ist also y — % = &e41 — Le = Ox41 — 0, bei 
einem § mit ungeradem Index @ negativ, bei einem §& mit geradem 
Index @ dagegen positiv, also 0,,; < 0, im ersten, 0,;; > 0, im 
zweiten Falle: 

Aus (8) folgt daher, dass 6,, = = a fiir & negativ oder 
positiv wird, je nachdem @ ungerade oder gerade ist. Hierdurch 
erledigen sich die vier méglichen Fille: 

I) @ gerade, m gerade; nach beiden Seiten hin tritt der Fall 
(C) ein; 
II) @ ungerade, m gerade; nach beiden Seiten hin tritt der Fall 
(A) ein; 
Ill) « gerade, m ungerade; nach &, hin tritt der Fall (C), nach 
E.+m41 hin der Fall (A) ein; 
IV) @ ungerade, m ungerade; nach § 1 hin tritt der Fall (A) 
nach €e4m—1 hin der Fall (C) ein. 
Alles dieses lisst sich folgendermassen zusammenfassen: Eine vielfache 
Wurcel 4 = E41 = +++ = aim verhiilt sich nach Ea, hin, als ob nur 
Ex; mach Eaimsi hin, als ob nur Ea4m dort vorhanden wire. Dabei 
kinnen aber nur die Fiille (A) und (C) auftreten. 

Den schliesslich noch zuriickbleibenden Fall (E) behandeln wir am 
einfachsten derart, dass wir von 0, sogleich zu 0,42 tibergehen, wo 
dann @ und dx42 dasselbe Vorzeichen besitzen. Da nun bei hin- 
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reichend kleinem 0, auch 0,4; beliebig klein wird, so folgt: Im Falle 
(E) nédhern sich entweder 0,, 9,,9,,--+ und 0,,0,,9,,- ++ gleichzeitig 
der Wurzel &, oder sie entfernen sich gleichzeitig von ihr, so dass also 


Oxie = 0, + Ym er (Ym 20) 


stets einen geraden Index m besitzt, falls o' (E.) + n&~' = 0 ist. 
Eine weitere, auf diesen letzten Fall beziigliche Kigenschaft werde 
ich in der folgenden Note iiber iterirte Functionen angeben. 
Endlich mége noch ausdriicklich hervorgehoben werden, dass alle 
hier besprochenen Méglichkeiten auch wirklich auftreten, wie man 
leicht durch die Bildung von Beispielen erkennen wird. 


Wir machen von den abgeleiteten Siitzen Gebrauch, um den 
besonderen Fall 


(9) a*=—a2+a oder «=—jz+a 
zu untersuchen. Hier ist 


g(x) =a2+a, g(e)—]1, q(t) =— 


so dass, wenn wir bei geradem m die Benutzung der reellen, nicht 
positiven Werthe der »'" Wurzel ablehnen, die Méglichkeiten (D), 
(E), (F) fortfallen. Somit tritt bei jeder Wurzel & mit ungeradem 
Index « der Fall (A) ein, und da g’(z) iiberhaupt nicht verschwindet, 
so erstreckt sich das Gebiet, innerhalb dessen von jedem Punkte 2, 
eine asymptotische Annaherung auf dieses &, geschieht, von &—, bis 
Ex413 dabei sind diese Werthe selbst natiirlich ausgeschlossen, und 
wenn &,, die héchste oder die niedrigste Wurzel ist, muss & 1 resp. 441 
durch + oo resp. — oo ersetzt werden. Das Letztere wiirde nur dann 
einer Ausnahme unterliegen kénnen, wenn bei geradem » die niedrigste 
Wurzel einen ungeraden Index besisse, weil man fiir hinlinglich hohe 
negative «, den Radicanden negativ machen wiirde. Es ist aber 
ersichtlich, dass dieser Fall nicht eintreten kann. 

Aus der Betrachtung der, die Wurzeln &, trennenden reellen Null- 
werthe der Ableitung von 2" — 2 — a erkennt man, dass fiir ein un- 
gerades » nur ¢@rei oder eine, fiir ein gerades nur zwei oder keine 
reelle Wurzel von (9) besteht. 


Hat die Gleichung 
2n+1 


a=Veta 
nur eine reelle Wurzel, so ftihrt unser Algorithmus von jedem beliebigen 
Anfangswerthe x, asymptotisch zu derselben; hat die Gleichung dagegen 
drei reelle Wurzeln §, >& >£&,, so fiihrt jedes x, zwischen § und 
+ oo auf §,, jedes x, 2wischen & und — co auf &,. 
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Hat die Gleichung 


a= Vata, 

(die ihrer Form wegen swei reelle, negative Wureeln nicht besitsen 
kann), zwei reelle positive Wurzeln §, > §,, so fiihrt unser Algorithmus, 
falls wir unter dem Werthe der 2n‘ Wurzel hierbei stets ihren einzigen 
nicht negativen Werth verstehen, von jedem x, zwischen & und +-co 
auf §,, von jedem x, ewischen &, und —a dagegen auf Werthe x,z, 
welche kleiner als —a sind, daher den Integranden negativ machen, 
und den Algorithmus abeubrechen zwingen. Hat die Gleichung nur eine 
positive Wurzel, so fiihrt jedes x, ewischen —a und + co auf diese, 
Hat die Gleichung keine reelle Wurzel, was nur bei negativem a miglich 
ist, dann fiihrt jedes x, auf Werthe x,, die den Integranden negativ 
machen. 

Es eriibrigt jetzt nur noch, zu untersuchen, was bei der Benutzung 
des negativen Werthes der 2n' Wurzel eintritt. Es ist klar, dass 
man dabei iiberhaupt nur zu der einen, etwa vorhandenen, negativen 
Wurzel der Gleichung gelangen kann; ferner dass nur 2, einen posi- 
tiven Werth haben kann, der nicht grésser als a?*—a sein kann, und 
deshalb endlich, dass man alle x auf die negativen Werthe von 0 bis 
—a beschrinken darf. Dann sind alle z, negativ, und es kénnen 
nur die Fille (D), (E), (F) eintreten. Ferner kann 2,4, als Function 
von 2, betrachtet, niemals ein Maximum oder Minimum besitzen, da 
y'(x) = 1 nicht verschwinden kann, so dass, wenn 2, die Strecke von 
der negativen Wurzel & ab bis a** — a ohne Aenderung der Richtung 
durchliuft, 2, von & ab bis —a@ ohne Aenderung der Richtung 
geht, und fhnlich umgekehrt. Wenn also in der Nihe von §, der 
Fall (D) gilt, so findet dies iiberall da statt, wo man tiberhaupt z, 
wihlen kann; und dasselbe gilt fiir (F). Da sich endlich noch der 
Fall (E) unter (D) oder (F) einordnet, wie wir oben gesehen haben, 
so folgt: Benutet man bei der Gleichung 

a= Vz+a 
zur Bildung unseres Algorithmus den negativen Werth der 2n™ Wureel, 
so gelangt man entweder von allen Werthen der Strecke von — a bis 
a?" — a auf die etwa vorhandene negative Wurzel der Gleichung, oder 
alle diese fiihren mit Ausnahme des Wurzelwerthes selber auf Werthe 
x,, die den Radicanden negativ machen. 


Berlin, den 30. October 1886. 


Zur Theorie der iterirten Functionen. 


Von 


Eugen Netto in Berlin. 


Die im vorhergehenden Aufsatze angestellten Betrachtungen fiihrten 
mich auf einige EKigenschaften der iterirten Functionen, die mir der 
Mittheilung nicht unwerth erscheinen. 

Wir verstehen unter 0(x) zunichst eine ganze rationale Function 
mit unbestimmten Coefficienten und setzen in gebriiuchlicher Be- 
zeichnung 
(1) O(O(@)) = O(z), O(0, (x)) = ©, (O(@)) = O,(2), - - +; 
dann ist es leicht, zu beweisen, dass 0,(x) — x durch O(x) — « theil- 
bar sein muss; (vgl. meinen Aufsatz: ,,Ueber die Factorenzerlegung 
der Discriminanten algebraischer Gleichungen,“ Math. Ann. XXIV, 
S. 581). Wir werden ferner zeigen, dass der Quotient 


0, (2%) — x 
(2) Saye — Za(2) 


nicht weiter durch O(%) — x theilbar sein kann. Denn wiire dies der 
Fall, dann miisste es auch bei der speciellen Wahl 
O(a) = 2+ 22+ cx3+.--. 
statt haben; hier erhalt man aber 
0, (2) =a + na? + [n+n(n—I1)cla*>+.---, 
T,,(4) = n+ n(n—l)a+---, 
so dass 7’, nicht mehr durch 0 — & theilbar sein kann. Weil nun 


ausserdem bei unbestimmten Coefficienten © — x irreductibel ist, so 
kann Z;, auch keinen Theiler mit © — x gemeinsam haben, d. h. 
O(z)—x=0 und 7,(4)=—0 
haben keine gemeinsame Wurzel, so lange man keine speciellen Func- 
tionen O(a) betrachtet. 
Es sei jetzt x, eine Wurzel von 7',,(z) = 0, und ferner werde 


(3) 2, —O(%), x —O,(%), 2 = ©, (%), + + +) a—1 = On-1 (Xp) 
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gesetzt, dann ist wegen des Ausdrucks (2) fiir 7’, (x) 


On(%) = Xp 
und also 


On41 (Xp) = O(%) =On(%)—= 2%, On42(%y) =O. (4p) = On (%.) =a, «++, 


so dass ausser 2 auch alle Gréssen in (3) Wurzeln von 7,(z) = 0 
sind. Wenn wir annehmen, » sei durch eine Primzahl p ersetzt, dann 
folgt in bekannter Art, dass nicht zwei Wurzeln in (3) einander 
gleich sein kénnen, ohne dass alle untereinander und insbesondere 2, 
und a, gleich sind. Wire Letzteres aber der Fall, so wiire xz), was 
nicht angeht, eine Wurzel von O(x%) — z—0. So lange die Coefficien- 
ten von O(a) unbestimmt bleiben, ordnen sich die Wurzeln von T, (x)—=0 
zu je p eimander zu, wenn p eine Primeahl ist. Dabei gilt zwischen 
den p Wureeln jedes Systems die Besiehungsreihe 
&, = O(%y), L, = O,(%q), ++ +, Apa = Opi (a). 

Nebenbei mag bemerkt werden, dass sich hieraus die Gruppe der 
Gleichung 7',(x) = 0 als nicht-primitiv, und also die Gleichung selbst 
als das Eliminationsresultat zweier anderer Gleichungen ergiebt. 

Wenn wir nun die Coefficienten von © (2) als veriinderlich ansehen 
und ihre Werthe so variiren, falls dies méglich ist, dass Z',(x) = 0 
mit O@(z) —2=0 eine Wurzel gemeinsam hat, dass z. B. 1 = 2, 
wird, dann werden alle p Glieder unseres Systems 2, %,, %, +++, Lp-1 
einander gleich werden. Haben fiir die specielle Function O(x) die 
Gleichungen 
(4) O(z4)—a=0, T(z) —0 
eine Wurzel gemeinsam, so ist dies eine p-fache Wurzel der letzteren 
Gleichung und also eine (p-+-1)-fache von 


0, (x) — ae 0, 
falls sie einfache Wurzel der ersten Gleichung in (4) ist. 


Aus diesem Satze lisst sich eine merkwiirdige algebraische Formel 
herleiten. Es sei 


O(z) = ax+ ba?+cx*>+--- 
dann wird 
0, (x) = aPa + b,x? + ea? +---+d,aPt! + e,aPt?+..., 


O,(@)- 2 gp—t 


T, (x)= @@—a~ a—i + Bpx? + 7p? +--+: dpart!+ s,gPte+... 


Nun ist z = 0 eine einfache Wurzel von O(%) — x =O, sobald, wie 
wir annehmen wollen, a von 1 verschieden ist. Wiahlt man nun aber 
a als primitive pe Kinheitswurzel, so wird das constante Glied auf der 
rechten Seite der letzten Gleichung verschwinden; nach dem vorigen 
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Satze wird somit 2 = 0 eine (p+ 1)-fache Wurzel von 0,(”) — x = 0 
und die Coefficienten von xz?, x, ---+, 2? miissen verschwinden: Es ist 
(5) 0, (x) Sara + dur! + ear? +... 

d. h. die Coefficienten von x, x5, ---, 2” in O,(x) sind siimmtlich durch 


l+a+a+---+ ar 
theilbar. 


Es sei nunmehr & eine Wurzel von O(x)—2=—0; dann bezeichnen 
wir mit 0 eine beliebige Grésse und setzen 
(6) 0, = O(6+0)—§&, 0, = O(&+0,) — &,-->; 
hieraus folgt 


4=O@-d +7O'HF +---=— 968), 
8, = O'(8)3, + >O"G)di +---—9,(d), 


Bp = 0'(E)41 + + O" (EO + +++ = pp-i(8). 


Ist ©’ (€) eine primitive p'* Einheitswurzel, dann gilt der soeben auf- 
gestellte Satz, und es wird 
dp = 0+ d, drt + ¢, dP? +..., 
E+ 6, = O(E+6)-1) = 0,44) = +» = Op(E +8), 
O,(E+8) — (E+8) = dort + cdr ++, 
so dass d = 0 eine p-fache Wurzel der Gleichung 
0,(6-+9) — (+9) =0 
oder & eine (p-+1)-fache Wurzel der Gleichung 
0, (x) — x = 0 
wird. Falls fiir die Wurzel — von O(a) —x =O die Ableitung 0'(&) 
eine primitive p" Einheitswurzel ist, wird § eine (p-+-1)-fache Wurzel 
von Q,(“) — x =O werden. 

Setzt man p= 2, dann ist O'(§) = — 1, und man gelangt zu 
dem im vorigen Aufsatze angedeuteten Theorem, wobei es nichts aus- 
macht, wie bald gezeigt werden soll, dass hier eine rationale Func- 
tion O(x) zur Iterirung vorgelegt ist, wihrend es sich dort um die 


algebraische Function //p(x) handelt. 
Zuniichst erweitern wir unsere Siitze auf den Fall, dass der auf- 
tretende Index eine beliebige zusammengesetzte Zahl sei. Wir setzen 


n = Pp,” po” ps”. «+» 


WO P;, Poy P3,--. die von einander verschiedenen Primzahlen sind, 
welche » theilen. Ferner sei zur Abkiirzung 
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,.(z) = eee (4) ? 
und endlich erweitern wir die Bedeutung des bisher betrachteten 
Quotienten 7 dahin, dass wir setzen 


n n 
(7) T(x) = o- TMs a IT Baan ae 
7 n n 
Tika | ! eA a3 
Die bekannte Art der Behandlung primitiver n‘ Einheitswurzeln zeigt 
auch hier, dass 7',(x) eine rationale, ganze Function von & ist; man 
braucht dazu nur den Begriff der ,, Zugehérigkeit einer Wurzel 2, zu 


einem Index A“ einzufiihren, d. h. die Definition, dass 2 zu A ,,gehirt*, 
sobald 4 der kleinste Index ist, fiir den 
©,(%) — % = 0 

wird. Um dann weiter unsere friiheren Schliisse anwenden zu kénnen, 
bedarf es noch des Nachweises, dass 7’, (2) —=0 mit keinem ©, (7) —2=0 
eine Wurzel gemeinsam hat, sobald 4 ein Theiler von m ist. Dass 
dies so ist, erkennt man aber schon aus der Betrachtung des beson- 
deren Falles, in dem wir 

Q(x) =a also 0,(c) =a 
setzen. k muss dabei der Grad der zu Grunde gelegten, zu iterirenden 
Function sein, damit nicht etwa Wurzeln unendlich werden. Setzen 
wir diese Function in (7) ein, so kénnen wir aus jedem Factor x 
weglassen, da die Anzahl der Factoren im Zihler dieselbe ist wie im 
Nenner. Dann bleiben Factoren von der Form 


(8) oe -1 1, gt*-1_4,... 


zuriick, so dass im Zihler wie im Nenner als Wurzeln nur die Ein- 
heitswurzeln auftreten. 

Es fragt sich also, wenn wir gleich zur speciellen Form der 0 
iibergehen, ob eine primitive Einheitswurzel @, welche zu 
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gf’ -t— 10 (e>1) 
gehért, noch die Gleichung 7',(2) = 0 befriedigen kann? @ wird alle, 


aber auch nur diejenigen Factoren (8) zum Verschwinden bringen, bei 


denen der Exponent von x ein Vielfaches von k” —1 ist. Der ge- 
forderte Beweis ist also geliefert, sobald wir zeigen, dass die Reihen 


(9) Oe cai 1; Kerr l, ceed Tesi” [pPiPaPave _ 1,-> 


und 


(10) 


k” — 1, hk? —1,eess hPmMm 1... 
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den Factor ” —1 gleich oft enthalten. Wire & eine unbestimmte 
Grésse, so wiirde es ausreichen, zu zeigen, dass der Quotient aus den 


Producten der Gréssen (9) und (10) nicht durch k” — 1 algebraisch 
theilbar sei. Dies ist aber klar, da dieser Quotient das Polynom fiir 
die Gleichung der primitiven n° Einheitswurzeln liefert. Aber auch 
fiir jedes besondere & ist der Satz richtig, weil 


Ete —1 
kee+e — 1 = Ke ar (ke — 1) + ke — 1 
ist, und also, wenn zwar fiir unbestimmte k nicht **+? — 1 durch 
k« — 1 theilbar wire, wohl aber fiir ein specielles, dieses nur gleich 
1 sein kénnte. Somit ist der Beweis erbracht: Es haben 


T,(z)=0 und 9, (x) —x=—0 
Zz 


keine Wurzel gemeinsam, so lange die Coefficienten unbestimmt bleiben. 

T,,(z) = O besitzt nur Wurzeln, welche auch 0, (7) — x = 0 be- 
friedigen; folglich ist Z;,(~) ein Theiler von 0,(”) — a2. Und nun 
folgen die Schliisse genau so wie in dem ersten besondern Falle, in 
welchem » eine Primzahl bedeutete. Es ergiebt sich dabei: 

Solange die Coefficienten von O(x) unbestimmt bleiben, ordnen sich 
die Wurzeln von T,,(x) = 0 zu jen einander zu, derart, dass zwischen 
denjenigen eines Systems die Beziehungsreihe 
(3) %,=O (xp), %y—=O(2,) =O, (Xp), +++ Ln—1—= O (Lp_z) = +++ = Ona (Xp) 
herrscht. Haben dagegen fiir eine specielle Function O(a) die beiden 
Gleichungen 
(4a) 0 (x) —_—-i= 0, : A (a) = 0 
eine Wurzel gemeinsam, so ist dies eine n-fache Wurzel der leteteren 
Gleichung und, wie sich aus der Betrachtung des Quotienten 

[O.(«) —a] : Ta(2) 
sofort ergiebt, eine (n-+- 1)-fache der Gleichung 
0, (x) —xr#=0 
falls sie eine einfache der ersten Gleichung in (4a) ist. 
Bezeichnet man mit 
Ua(z) =0 
die Gleichung, deren Wurzeln die primitiven n'™ Einheitswurzeln sind, 
so folgt durch n-malige Iterirung aus 


(11) O(x2) = az + ba? + cx>+ dz'+-- 
die Function ©, (x), fiir deren Coefficienten die Congruenz gilt: 
(lla) 0,(2)=a*r + d, a"! + e,a"? +.--- (mod. w, (a)). 
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Ist § eine Wurzel von O(x) — x = 0, fiir welche O'(&) eine primi- 
tive n Einheitswureel ist, dann wird § eine (n-+-1)-fache Wurzel von 
0, (x) — x = 0 werden. 

Bei dem in (11a) ausgesprochenen Satze sind iiber die Coefficien- 
ten a, b, c,--+ keinerlei Voraussetzungen gemacht, und ebensowenig 
ist die Thatsache benutzt, dass O(x%) gerade vom Grade & sei. Auf 
die ersten » Glieder von (11a) haben nur die ersten » Glieder in (11) 
Einfluss, die Reihe (11) kénnte sich also, so lange sie nur convergirt, 
auch ins Unendliche erstrecken, ohne dass die Richtigkeit der Con- 
gruenz (lla) aufhérte, da x so klein angenommen werden kann, dass 
auch ©,, 0,,---, 0, convergente Reihen ergeben. Der obige Satz 
gilt also auch noch dann, wenn man unter 0(z) eine beliebige fiir 
x ==( verschwindende, und in eine convergente Reihe entwickelbare 
Function versteht; und dieselbe Bemerkung bezieht sich auch auf den 
Schlusssatz der obigen Theoreme. 


Berlin, den 7. November 1886. 


Mathematische Annalen. XX1X, 


Sur la géométrie non-Euclidienne. 
Par 


Ventura Reyes y Prosper a Madrid. 


Christian von Staudt a prouvé le premier que la géometrie de 
position est indépendante de toute idée de mesure et Mr. Félix Klein est 
le premier geométre qui ait porté son attention sur ce fait, qu’elle est 
aussi indépendante de toute hypothése sur la théorie des paralléles.*) 
En effet ce professeur démontre dans ses intéressantes recherches que 
la construction du quatriéme point harmonique ne dépend pas que des 
trois points fixes donnés, méme lorsque nous n’avons pas fait quelque 
supposition sur les points 4 l’infini, le point dont le conjugué est 
cherché étant pris en dehors de l’intervalle des deux autres. 

Je rappelle en peu de mots son procédé. Supposons trois points 
en ligne droite dans l’ordre a, b, ¢ et formons un quadrilatére, dont 
deux cdtés opposés se coupent en a, les deux autres en b, et une 
diagonale df passe par ¢, nous avons 4 prouver, que le point d’inter- 
section de ab avec l’autre diagonale eg est le méme pour tous les 
quadrilatéres construits avec les mémes suppositions, bien que ces 
quadrilatéres soient dans un méme plan ou bien dans des plans 
différents. 

Soient dfge et d’f’ ge deux des quadrilatéres considérés, les- 
quels ne sont pas situés dans un méme plan. Alors si deux quelcon- 
ques des droites dd’, ee’, ff’, gg’ se coupent, toutes se devront couper 
dans un méme point 0, d’od découle que les droites ab, eg et ¢g’ 
doivent se couper dans un méme point. 

Mais si les droites dd’, ee’, ff’, gg’ ne se coupent pas en dedans 
de notre espace d’observation, prenons un autre quadrilatére avec les 
mémes suppositions, que les deux premiers, mais ne tombant pas dans 


*) t. 4 et 6 des Mathematische Annalen. 
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aucun des plans des quadrilateres originaires. S’il est d'une telle 
nature que les droites joignant les vertices du premier avec ses homo- 
logues du troisiéme se coupent dans un point O' et les droites joignant 
les vertices du second avec ses homologues du troisiéme se coupent 
dans un autre point O”, alors notre proposition est évidente, car le 
théoréme proposé étant vrai pour le premier et le troisiéme quadrilatére 
de méme que pour le second et le troisiéme, il sera vrai pour le 
premier et le second, Mais si les dites conditions ne sont pas satis- 
faites, nous prenons un quatriéme quadrilatére, et si nous n’arrivons 
pas au but désiré avec ce quatriéme quadrilatére nous suivrons ce 
procédé jusq’é y parvenir. 

Dans le cas od les deux quadrilatéres originaires sont dans un 
méme plan, nous formons un troisiéme quadrilatére avec les suppositions 
antérieures, et situé dans un plan différent. Puisque la proposition est 
vraie pour les deux premiers quadrilatéres et le troisitme, elle sera 
vraie aussi pour le premier et le second. 

Je crois qu’on peut simplifier beaucoup le procédé indiqué, comme 
il suit. 

Soient defg et d’e fg les deux quadrilatéres considérés et situés 
dans des plans différents; alors si les droites dd’, ee’, ff’, gg’ ne se 


sa 
en 
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coupent pas en dedans de notre espace, ce sera parceque les deux 
quadrilatéres considérés ont toutes leurs droites homologues directement 
homologiques et que le centre d’homologie ne tombe pas sous nos 
yeux. Mais au lieu de recourir aux triangles homologiques d ¢/ et 
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d’ ef’, nous aurions pu nous servir des triangles def et f’ gd’ aussi 
homologiques et avec un centre d’homologie visible. Car si les droites 
dd’ et ff’ ne se coupent pas dans notre espace, alors par cette raison 
méme les droites df’ et fd’ devront se couper et par son point d’inter- 
section doivent passer les eg’ et ge’. 

Nous voyons que les deux quadrilatéres peuvent étre considérés 
homologiques de deux maniéres diverses. Done nous n’avons pas besoin 
de recourir & un autre quadrilatére auciliaire. 

Dans le cas ot les deux quadrilatéres oxiginaires sont dans un 
méme plan, d’aprés la méme méthode nous pouvons nous servir d'un 
quadrilatére unique quelconque, situé dans un autre plan. 


Madrid, au mois de décembre 1886. 


Berichtigungen: 
Seite 62 und 63 ist ©,(4) und ©;(4) zu vertauschen. 
» 70 und 71 sind die Figuren 45 und 46 zu vertauschen, 
» 77, Zeile 12 lies a,c’ statt a’, c. 
» Te « » 10 statt 9. 


6 
» 78, 8 » ky’; k, statt ky. 
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Ueber Jacobi’sche Functionen k'" Ordnung zweier Variabler. 


Von 


ALEXANDER WirtinG in Dresden. 


Die vorliegende Arbeit beabsichtigt die Theorie der Jacobi’schen 
Functionen k**t Ordnung zweier Variabler mit Riicksicht auf ihre Trans- 
formation nach dem Principe weiterzufiihren, welches in gewissen 
Richtungen der Theorie der elliptischen Transcendenten bereits seit 
lingerer Zeit massgebend gewesen ist. Der grundlegende Gedanke, 
um den es sich hier handelt, fordert eine zweckmissige Normirung 
der Thetafunctionen, er verlangt die Herstellung von Jacobi’schen 
Functionen, welche sich gegeniiber linearer Periodentransformation 
moglichst einfach verhalten. In dieser Hinsicht nehmen im Gebiete 
einer Variabeln unter den Jacobi’schen Functionen erster Ordnung die 
vier Sigmafunctionen eine hervorragende Stelle ein. Bei linearer 
Transformation bleibt die ungerade Sigmafunction ungeiindert, wahrend 
sich die drei andern ohne hinzutretende Factoren untereinander ver- 
tauschen. Wie eine Ausdehnung dieser Eigenschaft auf Jacobi’sche 
Functionen k'* Ordnung méglich ist, hat Herr Klein*) durch Ein- 
fiihrung der X,, Y., Z, gezeigt, welche sich bei linearer Perioden- 
transformation linear, homogen, mit constanten numerischen Coeffi- 
cienten substituiren. Im Gebiete zweier Verinderlicher stellte Herr 
Klein neuerdings**) Functionen auf, welchen er die Bezeichnungen 
6 und 2 beilegte und von denen bei linearer Transformation die 
ersteren sich rein permutiren, die letzteren vollkommen invariant 
bleiben. Mit Hiilfe dieser hyperelliptischen Sigmafunctionen wird es 
uns geliugen, einen weiteren Schritt auf der angezeigten Bahn zu 
thun und Jacobi’sche Functionen ke" Ordnung zweier Variabler X,,, 
Y.8, Zag zu bilden, welche analog den elliptischen X, sich bei linearer 
Periodentransformation linear, homogen, mit constanten numerischen 


*) Klein ,,Ueber die elliptischen Normalcurven der WN" Ordnung etc.“ 
Abhandl. d. math.-phys. Classe d. K. Siichsischen Ges.d. W. XIII, 1885, Vergl. 
wegen gerader k Hurwitz, Math. Ann. XXVII. 

**) Klein ,,Hyperelliptische Sigmafunctionen“, Math. Ann. XXVII. 


Mathematische Annalen. X XIX. 11 





158 ALExaANDER Wirt1Na. 


Coefficienten substituiren. Wir beschrinken uns jedoch dabei der Ein- 
fachheit halber zuniichst ausschliesslich auf den Fall eines ungeraden k. 

Bevor wir zur Aufstellung und Untersuchung dieser X,, gehen, 
schicken wir zur Orientirung iiber unsere Bezeichnung einige Be- 
merkungen itiber die lineare Transformation der Thetafunctionen erster 
Urdnung voraus. 


§ 1. 
Die lineare Transformation der Thetafunctionen erster Ordnung und der 
Sigmafunctionen. 


Wir bezeichnen als #-Function erster Ordnung der Variabeln », 
und v, mit der Charakteristik 
_— 1A Ir | 
~ aa] 
die Doppelsumme: 


(1) Fe(Vy Va} Tis Tres Tae 


+o ing (m+ 2, Ny + we) +2iz [ (n+ #) (o,+ +) + (m+ 2) (v4 * | 


Me, Ne > 
1% € 9 


—@D 


P (My, My) = Typ My? VT 9M, My PE T.7 My”. 


Der Nullwerth der Thetafunction @,(0, 0; 7,,, tj), T2.) sei kurz 


mit .(T,;, 2) T22) Oder auch blos mit #, bezeichnet. Die Argumente 
V,, V, sind hyperelliptische Integrale erster Ordnung (p — 2) mit den 
Periodicitiitsmoduln 1,0, 1,,, 7. resp. 0, 1, t;, T.., welche aus den 
beiden iiberall endlichen, von einander linear unabhingigen Integralen 
U,,U, mit den Perioden @;;, @;(¢ = 1,2,3,4) durch die Formeln: 
Bag; — Wig Ug o. a — Wqy Uy + @yy Ug 
Pr . 2 Pre 
Ps Ty) = T, = Poe _ Pas San at 
Pr 7 5 


Pre Pr’ - Pre 
gewonnen wurden, in denen 


“= 


TH = 


Pik = Dj @2~ — Wei Wiz 


bedeutet. 
Eine lineare Transformation der a: 


, % , 
01 = > Ay Dik, 05 = > Ck Dik, 
k k 
(3) 
, ’ 
2 = > be Wx, On = > dj, ik, 
k k 


mit den charakteristischen Relationen: 


jm 1,2; k= 1, 2,3,4, 
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(ab) = a,b, — a,b, + a,b, — a,b, = 0, 
(4) (bc) = (cd) = (ad) = 0, 

(ac) = (bd) = 1 
bedingt die folgenden fundamentalen Formeln*), durch welche die 
transformirten Gréssen mit den urspriinglichen zusammenhingen: 


, 1 
ns Veal ut {0; (by + dg ty + by T29) == 0, (D, +05 t4, +, %,2)}, 


0, = wy {- V; (gt Gs ty Gy 9) 02 (4 +43 T,+4,7,)}, 
t= x” {(¢b)2+ (Cb) 50 Ty + 2(Cb) 43 Tyo + (Cb)14 Toe 
+ (¢b),3 (13 — T11T2)}; 

t= +47 {(db)o+ (€b) 59%, + [2 (€b),3-+ 1) ty2-+ (Ad), 4 To. 

+ (db),; (ris — i T>»)} > 
T= Nr {(a A) sat (AA)g2 B11 + 2 (Ad)15 Tyo (AA) 44 Tro 

+ (ad) 43 (t1i3—T44 72.) } , 
N’ = (ab), 2-+(4b) 32% 1,+2 (@b)43 Fy2+(4D) 44 F22+(2),3 (ast T.»), 
Hierbei bedeutet 





(ty )in = %i Ye — Mey. 
Setzt man ferner 
I FAG, + Ag, + ash, + ayh, + a, a, + a, a, 
9x = bg, + beg. + dsh, + dyh, + b,b, + 0,0, 
hy’ C9, + C292 + Cghy + Cyhy + CC; + eye, 
he’ Ag, + 4,9. + ashy + ah, + dd; + d,d, 


und 

¥(v,, 2) = By, v,? + 2B,,v,0, + Byv,?, 
By, = (ab)g2 + (4b) 4 t20, 
By, = (ab)\3 + (ab)45 M2, 
By, = (ab),4 + (@b) 54 T22, 

so besteht die Gleichung: 


(7) 


sini $2. wie.) 
(8) D204’, V3 Tix) =jVN'e - Ho (V1, Vo} Tix), 
wobei j eine in jedem einzelnen Falle naher zu bestimmende achte 
Kinheitswurzel und ¢’ die transformirte Charakteristik 
ue 9: 92 | 
~ tie aS | 
vorstellt. 


*) Hermite, Comptes rendus t, 40, 1855, 
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Die Gleichung (8) verwenden wir nun zur Herleitung einer Hiilfs- 
formel, welche der fundamentalen Eigenschaft der Sigmafunction 
entspringt. 

Schreiben wir niamlich die 6-Function der Charakteristik c: 


F,(U1, Ve; Tx) . GABP (eu tm TR) 


(9) 6,(U,, Uy.) = 


M, (Ti1y T42) T22) 
in den Groéssen »;', t;,, so kommt nach (8) 


De (1 Oi Fin) in D/(o,', v.';t! 
»%}T.,) 
Ge (Uy, Uay Tix) = Ge (Uy, Uoy Tie) = My (<i. tj te)” (1's a's ty, 
P , oe. ¥ (01, v2) 
Fo (O1: Ves Tie) im Pcrminy) +t oo | 


M, (Tas Tie» T22) 





Durch Vergleichung mit (9) erhalten wir aber die gesuchte Be- 
ziehung: 
(10) D(0,', 02"; Tiz) = OY, M5 Tix) — W’ Y(v;, V2.5 Tie): 
Wir setzten dabei in Formel (9) *) 

D(v,, 023 Tix) = A,,v,? + 2 A901, V2 + Agog VQ? 


we log @ 
A, ae 78 
OT" 
10 
1 NY glog@ 
Ay, =- : = : 
’ 10 OT. 
1 
10 
\ 1 élog + 
Ee Gt, ’ 


1 
wihrend fiir die Modulfunction M, im Nenner zu schreiben ist 
bei gerader Charakteristik M,(t;,) = @.(tix), 
(11) Ot 
| bei ungerader Charakteristik M,(r;,) = ( aa) aa 
§ 2. 
Aufstellung der X‘’, 


Nach dem in der Kinleitung bemerkten ist es unsere Aufgabe, 
fiir eine Charakteristik ¢ k? linear unabhiingige Jacobi’sche Functionen 
den erliuterten Forderungen entsprechend zu normiren. Wir wihlen 
dazu die schon vielfach**) benutzten Functionen: 


*) Klein, a. a, O. p. 435, 488. 
**) Vergl. z. B. Krause, die Transformation der hyperelliptischen Func- 
tionen etc., Leipzig 1886, (p. 244 ff.), 








(12) 


sods 
(c) 
in ¢ 
Aus 
bis 
Dim 


gew 


weit 


(13) 


wel 
selb 
wir 

Fun 


(14) 


so | 


yp (a 


wok 
bei 

wur 
tion 


Pras 


in 
wel 
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9 “ly + at, + Bry. 
: kv, + at, + Bry,’ 
a,B=0,1,2,--,k—1, 


(12) 


kt,1, kty9, kt.) 


sodass unsere gesuchten X{y die Form erhalten: 


(kv, +at,,+ Br 
(c) * . — = 7 4 (Pr O25 tik) i 11 12 
Xep(%;, V3 Tix) = C-e O(n, pga hh 


in der wir die Constante C und die Function x zu bestimmen haben. 
Aus der allgemeinen Theorie folgt sofort, dass y in v, und v, nur 
bis zum zweiten Grade ansteigt und dass ferner die Glieder zweiter 
Dimension fiir alle &* Functionen dieselben, ja sogar von der aus- 
gewahlten Charakteristik unabhingig sein miissen. 

Zur niiheren Definition unserer Functionen verlangen wir nun 
weiter, dass die Quotienten: 


; hey ht yakt2)> 


xi 
13 = 
- 6, (Uy, tty)” : 
welche sich den linearen Transformationen gegentiber wie die X©, 
selbst verhalten, vierfach periodische Functionen sein sollen. Bilden 
wir jetzt mit den Gréssen (12) die analogen vierfach periodischen 
Functionen : 
key aty +B tye ) 

ass hy hy in a. : Ben.:; 
(14) sinlelat gp) +e | 4+" (a, 8) yb eh on 

U - ? 


(U1, Ves Ty. 5 
so wollen wir die Ausdriicke (13) den Gréssen (14) proportional setzen: 


. ko @ ty +B tye , 
Xp gteermsialelt +e] % (erent ee £8). 
of a oe (01, Vai Tas ae : 
g(a, B) hat hier die in Formel (1) erliuterte Bedeutung. 

Zur Ermittelung der von den «, 8 unabhiingigen Grésse C, die 
wohl noch eine Modulfunction sein kann, dient die Ueberlegung, dass 
bei der Bildung der v;, t;, die Periodendeterminante p,, ausgezeichnet 
wurde, Fiihren wir der Reihe nach diejenigen linearen Transforma- 
tionen (3) aus, welche p,, durch die gleichberechtigten Gréssen p,,, 
Pig Pgo ersetzen, so treten respective die Factoren: 


k-1 k—1 k-1 


w0(R)'s OCB)”, m0(RR) 


in den fiir den Quotienten (13) entstehenden Ausdriicken auf, in 
welchen %,, %,, %, rein numerisch sind. Wir setzen demnach: 
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1 

C= py» ; ? 
und erhalten somit auf Grund der Definition der o-Functionen die 
endgiiltige Formel*): 


- r(e ‘ 
(15) Xaa(v,, Vo} b,---) 
k—1 j ny ho 
2 Z 9a )-+2in [a(t 3!) +4 (004 *)| kv, +at,,+ Bry, ] ) 
=Dio -e e e . CT 
2 ‘ Sic init te? - 


kin P(w,, ve») 


~< 


o(Tiy Trey Tee)” 
2 glk [ n,-+ ; +a, k | Na+ 2] +8) 
k—i 


= Piz ’ r » MyM. 
M,(t41,- ¥ > 


—— & 


wobei M, die in Forme] (11) erklirte Bedeutung hat. 


§ 3. 
Functionalgleichungen und lineare Transformation. 


Unsere Functionen geniigen den folgenden Functionalgleichungen: 





> c ce) ) 
(16) Xn = >. Ou => Xo pte 
> (c) giiypgah ¢) 
(17) x?5(— Vy) — V2) = (— 1)” — Xia, 4-2 (M1, %), 
7r(c a : , (c) Ait 4®P 
P vo (v, 4- E v») == (— 1)m4 gra XeRe : 
t ce) kind, D 
Xeb(v, 0 +E) = (— Myre Xe Me 
(18) ; ( vty 
‘ —tav\2v,+ ) , 
e) vt vt , . k (ec) kind, Dd 
2 (OE, C+" E2)—= (— I atnpe 
; Ctr 
—ine (20,4 °™) 
() (,, OTi2 on) a 4 (c) kind y®? 
LXE,(v, +204, 0, +2) = (— 1)hee 5 a ae 


Hierbei sind 4, w, v, @ ganze Zahlen, A,%, A, ®, etc. bedeuten 
die entsprechenden, fiir unsere weiteren Untersuchungen unwesent- 
lichen Zunahmen von %(v,,v,); Xs wurde, wie schon vorher, zur 

2in 


Abkiirzung fiir X%s(v,, v2; 711, T12, To) gesetzt, ¢ bedeutet e* . 





*) Ueber die hier verwendete Summe vergl. Weber »Anwendung der Theta- 
functionen etc.“‘, Math. Ann. XIV. 


* 


Fm mevm ge [4 aie (emt 2] +0) (+2) + (eft 2] +0) (4 2D] 


’ 
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So wie wir in der Aufstellung der X,¢ schon den von Herrn 
Klein bei der Bildung der X, eingeschlagenen Weg benutzten, so 
werden wir auch bei der linearen Transformation unserer Functionen 
die a. a. O, angewendeten einfachen Methoden verwerthen. 

Herr Kronecker*) hat zuerst gezeigt, dass man durch Wieder- 
holung und Combination von einfachen erzeugenden Transformationen 
die ganze, unendliche Gruppe aller linearen Periodentransformationen ge- 
winnen kann und er sowie Herr Krazer**) haben die Minimalzahl der dabei 
anzuwendenden Transformationen zu vier bestimmt. Wir haben daher 
zur vollstiindigen Erledigung unserer Aufgabe nur die Einwirkung 
soleher vier erzeugender Operationen auf die X{¢} zu untersuchen. 
Es sei dazu das folgende System der Transformationen S, 7, U, V***) 
ausgewahlt : 


S T U V 
o.1 = @i1 3 9; 1 jz 
_ — @iz @i2 2 1 —_— 1, 2 
@;3 = | Oi + Ws -~ @i, | Ay + ps Oi4 
04 = 0); 4 @i4 G1 + @i4 @i3 


Fiir jede dieser Transformationen erhalten wir dann analog der 
Formel (8) nach dem Hermite’schen Satze eine Identitit: 


k—1 
r(c’ , f , "(c') > F (e) 
(19) XA, »U3T1.. +) = Xap os 0 Cagyd Xy¥d> 
0 


in der die Coefficienten cgsyg zu bestimmen sind; stellen sich dieselben 
dabei als rein numerisch heraus, so wird die Zweckmdssigkeit unserer 
Normirung bewiesen sein. 

Wir wollen die Rechnung nur fiir die Operation S andeuten, also 
jetzt unter v;, t/,, ¢ die vermége S aus den Formeln (5) und (6) ge- 
wonnenen Gréssen verstehen: 


Pe a U ' , — , re 
VU, = VU, Vo SVQ, Ti = 1 T Ty) Tig = Ty, T22 == Too) 
| 


| m 92 | 
egy +1 yl 


Nun ersetzen wir in X,¥? den Ausdruck ®(v,’, v,'; ti...) nach 
(10) durch 


*) Kronecker ,,Ueber bilineare Formen“, Berl. Monatsber. 1866, p. 597. 

**) Krazer ,,Ueber die Zusammensetzung ganzzahliger linearer Substitu- 
tionen ete,“, Annali di Matematica, ser, 2, XII. 

***) Diese 4 Transformationen gehen durch Vertauschung der Indices 1 und 3, 

2 und 4 in die von Herrn Krazer a. a, O. angegebenen iiber. 
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1 
O(v,, V3 Ty °° +) — WN’ Y(0%, 25 T° °°) 


wo Y = 0 sich aus (7) ergiebt. 
Ferner vermebren wir in (19), v, und v, der Reihe nach um resp. 
4 0: 0, &. 2H. *tw, Ob OTes 
k ? ? ’ k ? k ’ k ? k ? k ? 
wahrend wir gleichzeitig v,', v,, um die entsprechenden Gréssen 
wachsen lassen: 


: eT» 0 To 
1 0; 0,4 : =. 


v , v 
;? 0; ee, | (tu—1), & T1235 k? k 





Unsere Functionalgleichungen (18) ergeben dann: 
(1) 22 X19) mS easya (— 1m? ev? X13, 


’ l(c & On r(c) 
= ] oot hu 4 A inti > Capyd (— ] po gon Dts 


. ais Wie 
intictive (20+) v e—(atry gv? XK (0) 
(— 1) 1 e -(—1)m"e @ E Xatvp 


VT 
—tnr (2422) 
ig > capys (— 1)'"e “y+, 


—ime (any O22) ~ine (2m 22) 
(—1)*te *  Xape= 2 Capys (— 1)eee “Ky bte. 
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt, dass alle casy3 = 0, bis auf 

agag- Ersetzt man in der dritten Gleichung @ durch « — v, so 
kommt durch Vergleich mit (19) 


ay > 
Cas ap — Ca—r Ba vp oe 1)’ é ’ 


also fiir v =a 


Capys = Copop\— 1)« é ; . 
Die letzte Gleichung liefert dann endlich: 
Capys = Cs ( 1) é° ? 
wobei wir Cg fiir Coo, setzten. 
Wir haben nun fiir die Transformation S die Formel erhalten 


or ' "( 2 
(20) S| Xee’ = Cs(—1)*8? 2 S. 


Auf ahnliche Weise entstehen fiir 7, U und V die Gleichungen: 


k-1 
(21) T| Xi 6 = Cr Sev x, 
y=0 


’ % ? v,' Tt ‘ 
Y eS —. = - —# + v,, Y= v,’, 
rf Ti 








(22) 


(23) 


nur 


Bes 


for: 
Fw 


fer 


sO 


H 
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— | 
T: = — =. bie = 12 T, = Bie: ba. . & c = | hy J2 } 
ll ) 12 ? 22 ? ’ 
TH Ti TH iM h, 
96 ) y’ (e (c) 
(22) U Xap ) = Cy a? Xoe, 
V, =, % =%, ¥Y=0, 
, , ’ ’ ¢ | 
T= Ty, Te—= 1+ th, testy, =| 9 


2 ie 
J+h, 9Ah,|’ 
(23) V| Xe = Cy XL, 


v, = Uo, Vo = Vy, Ww =s 0, 
, , ’ / I» g 
T11 = Tyo) Tig = T12) Taz == Tit» CC = - 1 
h, h, 
§ 4. 


Bestimmung der vier Constanten Cs, Cr, Cy, Cy. 


Wir haben soeben die ¢ggys in zwei Theile gespalten, deren einer 
nur von den a, 8, y, 0 abhingt, wiahrend der noch nicht ermittelte 
Bestandtheil sich als ein gemeinsamer Factor aller cag, einer Trans- 
formation herausstellte, von dem wir zu zeigen haben, dass er keine 
Function der @,;,, sondern eine rein numerische Constante ist. 

Wir erhalten sofort aus (20) fir nj,—v =0,a—B=—0: 

k—1 k-1 


piz , ’ ’ CsPre . 
—— , Pe (ktu, k tig, kt22) = —— * 
M, (t41°**) M , (414 Tie Tee) 


e \ 


= 


Bo(Kt,,, kt, kt»). 


Da nun nach (8) 
My (eis ee = jM.,(t,; oa ‘); Belk, + - +) = jd.(kr,, - e+), 
ferner nach (5) : 
PR — N'=1, 


: Pr 
so wird: 
Sia. 
1 .™ 
C. —--——, ) == 
5 jo 
Ebenso kommt aus (21) unter Beachtung der Reihenentwickelung (15): 
 . —s 
lls CrP * 
Pi __ 9 (keen, kei2, kts) = — 


i @. (= » Tyo KT»). 


M, (Tu | M, (t4 °° 


Hier ist 


at N’ =%,, Me(tu-: >) = jV%,, U(r, ee), 


By (kt, kerio, kt) = 7 73 ®, (“ » Ty) kt), 
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also 
k—1 


. 2 — im im 
Cr al It Vin, i x. , j - 4 Y oy . 
i + ™ l a Vie ’ 
J ty VE 


Wir fiihren die gleicherweise gewonnenen Werthe von Cy und Cy 
einfach an; es wird: 


M192, 
a i iz 
Co — je » pore ? 
k-1 
Cy — (— 1) 2 


Discussion der Formeln. 


Aus uusern Formeln folgen einige bemerkenswerthe Resultate, die 
wir in kurzen Sitzen zusammenfassen wollen: 

I. Unsere x3 bilden 16 durch ihre Charakteristik unterschiedene 
Systeme von je k? linear unabhiingigen Jacobi’schen Functionen 
Ordnung. (Vergl. Formeln (15), (16), (17) fir A=u—v—oe=hk). 

II. Ein linear transformirtes X,{) stellt sich dar als homogenes 
lineares Aggregat von urspriinglichen X,3 mit numerischen Coefficien- 
ten, von denen nur ein allen gemeinsamer Factor von der Charakte- 
ristik abhingig ist. Diesen Factor nennen wir kurz den charakte- 
ristischen Factor. 

III. Da die Charakteristiken ¢ und ¢ beide gleichzeitig gerade 
oder ungerade sind, so spalten sich die 16 Systeme in zwei Gruppen, 
deren erste die 10 Systeme gerader, deren zweite die 6 iibrigen un- 
gerader Charakteristik umfasst. Die Substitutionen gehen nur inner- 
halb der beiden Gruppen vor sich. 

Die Transformationsgleichungen der X{3 wollen wir als Klein’sche 
Identitéten bezeichnen, da Herr Klein fiir p = 1 zuerst mit Consequenz 
die Aufmerksainkeit auf dieselben lenkte. 

IV. Auf dieselbe Weise, der wir uns zur Ableitung der Iden- 
tititen (20) bis (23) bedienten, kénnen die Umkehrungen: 


x3 —_ 7 , Capyd p a 


gewonnen werden, wihrend man durch einfache Vertauschung von ¢ 
mit c’ Identitiiten von der Form: 


* (ec) (c’) 
is 7 } Cupyd Xys 


erhilt. 
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V. Sind A und B zwei lineare Transformationen, welche mod. k 
iibereinstimmen, so ist die lineare Transformation M, welche die 
symbolische Gleichung: 

A.M=B 
befriedigt, mod. & zur Identitit congruent, besitzt also das Coefficien- 
tenschema: 
jl+kea, ka, ka, ke, | 
| kB, 14k—, kB, kB, 
| Fe ky, \+ky, ky, 
| kk kd, kd, 1+kd, 


Man erkennt leicht, dass die Anwendung von M auf ein x$ die 
Relation 
Xa$) = Cy XY 

zur Folge hat. Da nun k ungerade vorausgesetzt wurde, die Charakte- 
ristik aber nur mod. 2 in Betracht kommt, so kénnen wir zu jeder 
beliebigen Transformation A, welche ¢ in c verwandelt, eine mod. k 
mit ihr tibereinstimmende Transformation B angeben, welche die 
Charakteristik ¢ ungeindert liisst. Dann folgt, dass die beiden, A und 
B entsprechenden Klein’schen Identitiéten bis auf den charakteristischen 
Factor iibereinstimmen. 

VI. Deutet man die 4? Functionen X‘ einer bestimmten Charakte- 


ristik ¢ als homogene Punktcoordinaten i im : ewe von (k?— 1) Dimen- 
sionen und wendet nur diejenigen Transformationen an, welche c 
ungeindert lassen, (es sind dies diejenigen, die modulo 2 zur Identitit 
congruent sind), so stellen die entstehenden Klein’schen Identititen 
Collineationen des Rawmes in sich dar und zwar erhalt man eine end- 
liche Gruppe von 


, rol 


t (kt— 1) (ke —1y)k 


Collineationen*) mit einer festbleibenden Configuration linearer Elemente. 
Nach V. ist die Cuollineationsgruppe und ihre Configuration von der 
gerade ausgewdhiten Charakteristik unabhdngig. 


§ 6. 
Die Functionen ra, a Z}: 


Die Functionalgleichung (17) giebt Veranlassung zur Bildung von 
geraden und ungeraden Functionen, von denen wir die ersteren mit 
Y, ae die letzteren mit Zia bezeichnen. Sie sind definirt durch: 


Ye sian Xv + (—1) aie +9ahe x, 2 
; Z -— x3 —(— 1 pater x! hp: 
*) Wegen dieser Zahl vergl. C. Jordan, Traité des substitutions, 


(24) 








AvexanperR Wirtina. 
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Vermiége (16) schreiben sich die Klein’schen Identititen dieser Func- 


tionen genau wie die entsprechenden der X{3. 


Nach dem Hermite-Weber’schen Satze*) giebt es 


+ (— 1)% i+ 9ahe 
— 


- linear unabhiingige YY} 


und 
oh ve nent linear unabhiingige Z<3. 
In der That ist ja z. B. YS) = (—1)**t*" YO, i_¢. 

Nimmt man nun k = 3 und wihlt etwa eine gerade Charakteristik 
aus, so erhilt man 4 linear unabhiingige Z{3. Nach dem unter VI 
gesagten geben die Klein’schen Identitiiten derselben zu einer endlichen 
quaterniren Substitutionsgruppe, oder geometrisch gesprochen, zu einer 
endlichen Gruppe von Collineationen des gewéhnlichen Raumes Ver- 
anlassung. Die hierbei entstehende Configuration ist im gewissen 
Sinne ein Analogon der bekannten Hesse’schen Configuration der ebenen 
Curve dritter Ordnung d. h. der Configuration der bei der Curve auf- 
tretenden 9 Wendepunkte, 12 Wendelinien, 9 harmonischen Polaren 
und den 12 Schnittpunkten der letzteren. 


§ 7. 
Ueber die Configuration der Z.3 fir k = 3**). 


Es mégen hier nur einige wenige Resultate tiber die Configuration 
der Lup mitgetheilt werden, wihrend betrefis der functionentheoretischen 
Bedeutung der nachstehend angefiihrten ausgezeichneten Elemente und 
ihrer Gruppirung auf die citirte Arbeit verwiesen werden muss. 

Wir construiren uns zunichst in einer Ebene eine Hesse’sche 
Configuration, nehmen also 9 Punkte, Hauptpunkte, an, welche zu 
je 3 auf 12 Geraden, Nebengeraden, liegen, von denen je 4 durch 
einen Hauptpunkt gehen. Wir nehmen ferner 9 Gerade g, Haupt- 
gerade, an, welche zu je 3 durch 12 Punkte, Nebenpunkte, gehen, von 
denen immer 4 auf einer Hauptgeraden liegen. Auf jeder Neben- 
geraden liegen 2 Nebenpunkte, durch jeden Nebenpunkt gehen zwei 
Nebengerade und zwar so, dass aus diesen Nebenelementen 4 Dreiecke 
(die Wendedreiecke der Curve 3. 0.) sich bilden. Jedem Nebenpunkt 
ordnen wir die ihm im Wendedreiecke gegeniiberliegende Nebengerade 
zu; jede Hauptgerade wird in ihren 4 Nebenpunkten von 8 Neben- 


*) Hermite a, a. O., Weber a. a. O, 
**) Die Ableitung und genaue Untersuchung dieser Configuration bildet den 
Inhalt meiner demniichst erscheinenden Dissertation (Gittingen). 
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geraden geschnitten, die 4 iibrigen Nebengeraden gehen durch einen 
Hauptpunkt, den wir der Hauptgeraden zuordnen. 

Alle diese Elemente verbinden wir durch Geraden und Ebenen 
mit einem ausserhalb der Ebene angenommenen Punkte, dem Pol der 
Ebene. Durch diesen Pol gehen den Hauptpunkten entsprechend 
9 Gerade g’, welche mit den Hauptgeraden g 9 windschiefe Geraden- 
paare ausmachen. Durch jede dieser Geraden g’ verlaufen 4 Ebenen, 
im ganzen 12, welche den Pol mit den 12 Nebengeraden verbinden, 
Die diesen zugeordneten 12 Nebenpunkte stellen sich als die Pole jener 
12 Ebenen heraus. 

Jede der Hauptgeraden g tragt aber ausser der ihnen allen gemein- 
samen Ebene noch 3 weitere Ebenen, sodass wir insgesammt 

1+ 12+ 27 = 40 
Ebenen erhalten. Alle diese 40 Ebenen sind unter einander gleich- 
berechtigt, alle enthalten in sich eine Hesse’sche Configuration und 
jede besitzt ihren Pol. Den 40 Ebenen stellen sich also 40 Pole 
gegeniiber, von denen immer 12 in einer der 40 Ebenen als Neben- 
punkte der in ihr liegenden Hesse’schen Configuration sich befinden. 

Die Geraden g und g’ eines Geradenpaares sind unter einander 
gleichberechtigt, sodass g’ die 4 Pole der durch g gehenden Ebenen 
triigt, gerade wie g die Pole der 4 durch g’ verlaufenden Ebenen ent- 
hielt. So triigt jedes Geradenpaar 8 Pole; da durch jeden Pol 9 Gerade 
gehen, so stellt sich die Zahl der vorhandenen Geradenpaare auf 

9. 40 

—- = 4. 
Jede Ebene nimmt mit ihrem Pole an 4 Tetraedern theil, deren Seiten 
Ebenen unserer Configuration, deren Ecken die zugehérigen Pole sind; 
die Bildung der Tetraeder geht aus der Existenz der 4 Wendedreiecke 
in jeder Ebene hervor. Es giebt 40 solcher Tetraeder. Die 240 
Kanten, resp. 120 Kantenpaare derselben bilden ein neues Element der 
Configuration. 

Einer Ebene gegeniiber spalten sich die 39 iibrigen in 27 und 12, 
einem Geradenpaare gegeniiber die andern 44 Paare in 32 und 12, 
von denen die letzteren windschief gegen das ausgewihlte Paar sind. 
4 unter diesen 12 Paaren sind auch unter einander windschief, sodass 
man Systeme von 5 unter einander windschiefen Geradenpaaren erhiilt. 
Solcher ,,Fiinfen“ giebt es 27. 


§ 8. 
Bemerkung iiber die X%} bei geradem 4. 


Es mége zum Schluss noch eine Bemerkung dariiber folgen, dass 
bei geradem k zwar die angestellten Rechnungen, sowie die aufgestellten 
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Gleichungen und Formeln ihre Giiltigkeit nicht verlieren, dass aber 
die Normirung deshalb im allgemeinen hinfallig wird, weil es nicht 
mehr gestattet ist, die Functionen x3 als Jacobi’sche Functionen der 
Charakteristik ¢ zu bezeichnen, wie leicht aus den Gleichungen (18) 
fir 4 = 4 = v=o =k hervorgeht. Eine Ausnahme macht hier nur 


die Charakteristik lo ol» 


giiltig ist.*) Bei der Transformation dieser x? ist man bei geradem 
k natiirlich gezwungen innerhalb der Charakteristik zu bleiben, d. h. 
nur solche Transformationen anzuwenden, welche die Charakteristik 
0 0| 
10 0| 


fiir welche unsere Normirung allgemein 


ungeandert lassen. 


Dresden, October 1886, 





*) In der That hat bereits Herr Reichardt kiirzlich fiir k = 2 eine im wesent- 
lichen mit der unsrigen iibereinstimmende Normirung der Thetafunctionen an- 
gewendet; Reichardt: ,,Ueber die Normirung der Borchardt’schen Moduln etc.“ 
Math, Ann. Bd. XXVIII, p. 84. 

















Zur Theorie der algebraischen Functionen. 
Von 


Apoutr Kwyeser in Breslau. 


In den Art. 9 und 10 meiner Abhandlung: ,,Die Monodromie- 
gruppe einer algebraischen Gleichung bei linearen Transformationen 
der Variabelen*), ist implicite ein allgemeiner, die algebraischen 
Functionen betreffender Satz bewiesen, welcher zusammen mit seiner 
schwieriger zu beweisenden Umkehrung ein Criterium ergiebt zur Ent- 
scheidung, 0b eine gegebene algebraische Function von mehreren Variabeln 
als rationale Function mehrerer algebraischer Functionen von je einer 
Variabeln dargestellt werden kann oder nicht. Die Ableitung dieses 
Criteriums auf Grund einer erweiterten Darstellung jenes Satzes bildet 
das Ziel der vorliegenden Zeilen. 


§ 1. 

Die Grésse x sei als algebraische Function der unabhiingigen 
Variabeln wu, v,,¥,, ..., Vx durch die Gleichung 
(1) F(a, U, V1) Vg, . . y Vx) =O 
definirt, welche bei Adjunction aller Constanten, d. h. aller von 
U,UV,, V,-+-+) 0% Dicht irrational abhingigen Gréssen, oder kurz im 
Rationalitiitsbereich §t, irreducibel sein mége. Angenommen nun, 
eine beliebige Wurzel x, der Gleichung (1) kénne in der Form 
(2) % = Fy, 2) 
dargestellt werden, wo @ eine rationale Function mit Coefficienten aus 
dem Bereich 9), y eine algebraische Function von « und ¢ eine 
algebraische Function von v,,0,,..., Vx bedeutet, so betrachte man 
die Gleichung (1) im Rationalitiitsbereich aller algebraischen Functionen 
der Gréssen v, oder kurz im Bereich §t,. Dann kann die linke Seite 
dieser Gleichung in Factoren zerfallen, welche nur noch in « und w 
rational und ganz sind; der im Bereich §t, irreducibele Factor F, (2, ), 


*) Diese Annalen Bd. XXVIII, S. 125. 
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welcher fiir 2 — x verschwindet, besitze ausserdem die Wurzeln \ 
%4, La, +++) Lm—1. Die algebraische Function y wird nun durch eine ‘ 
Gleichung 

(3) fy, ») = 0 
definirt, welche bei Adjunction aller von u nicht irrational abhingigen F 
Gréssen, also auch im Bereich {, irreducibel ist; da ferner in dem- . 
selben Bereich auch die Gleichung . 
(4) F, (x, wu) = 0 V 


irreducibel ist, so lehrt die Gleichung (2), dass die durch die Gleichung 
(4) definirte Gattung «, unter der durch die Gleichung (3) definirten 
Gattung y im Rationalitatsbereich 9, enthalten ist; die Ordnung der 
letzteren muss also nach bekannten Siitzen ein Vielfaches der Ordnung 
von 2%, also etwa gleich mm, sein. Versteht man demnach unter 
Yi, Yor +++) Ymm, die Wurzeln der Gleichung (3), so besteht bei 
passender Vertheilung der Indices, wenn man durch g einen rationalen 
Ausdruck mit Coefficienten aus dem Bereich {t, bezeichnet, ein 
Gleichungssystem von folgender Gestalt 


(6) w2a—= —(¥Yamie)} Y=1,2,...,m,; Ae 0, 1,... mm — 1. 
Hieraus folgt sofort die Gleichung 


My Lp = P(Yamzs) + P(Yam+2) + +++ + P(Yatim,) 5 
also ist z, nach dem Theorem von Lagrange rational im Bereich 
ft, ausdriickbar durch jede symmetrische Function der Groéssen Yam,+1, 


Yrm-+2) +++) Yieti)m,, Welche keinem ihrer conjugirten Werthe gleich 
ist, z. B. durch das Product . 


Yy = (& — Yamets) (@ — Yamt2) ++ (@ — Yatiym), , 
in welchem a@ eine passend gewahlte Constante bedeutet; d. h. es 
bestehen die Gleichungen 
(6) a = (Y2), 
oder, was dasselbe bedeutet, 

u= a'(Yi, Z), 
wenn ~ und @’ rationale Ausdriicke sind, deren Coefficienten be- 
ziehentlich den Bereichen St, und Si, angehéren, und Z eine algebraische 
Function der Gréssen v bedeutet. 
Nun kann leicht gezeigt werden, dass die symmetrischen Func- 
tionen der Gréssen Y,, Y,, ..-, Ym-1 dem Bereich St, angehéren. 
Denn das mit der Unbestimmten 6 gebildete Product 


Yi = (B — P(Yam-4s)) (B — P(Yamtz)) +++ (B — P(Yatim)) 
hat mit keinem der Ausdriicke, welche aus ihm durch Umsetzung der 
Gréssen y, entstehen und formell von ihm verschieden sind, denselben 
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Werth, weil sonst zwischen den Gréssen (y,) noch andere Gleichungen 
als die folgenden 


P (Yamt1) = P(Yam+2) = +++ = Y(Yatym,) 
bestehen wiirden, was mit den Gleichungen (5) und der Irreducibilitat 
der Gleichung (4) unvereinbar ist. Demnach kann jede beliebige 
symmetrische Function der m, Gréssen Yami) Yamt2, ++ +» Yat) my 
z. B. die Grésse Y; im Bereich ft, rational durch Y;,' ausgedriickt 
werden. Da nun offenbar die Gleichung 


Yy = (6B — m)™ 


besteht, so sind die symmetrischen Functionen von Y,', Y;’,..., Yn-1, 
mithin auch die symmetrischen Functionen von Y),, Y;,.-..,; Yn—1 
im Bereich ft, rational. 

Die Gleichung ferner, deren Wurzeln die mGréssen Y), Y;,..-, Ym—1 
sind, ist im Bereich t, irreducibel, weil sonst in Folge der Gleichung 
(6) auch die Gleichung (4) reducibel sein miisste, was der Definition 
von F(a”, ) widerspricht. Die beiden Gréssen a, und Y, sind also 
algebraische Functionen m'* Ordnung von u, welche im Bereich Si, 
zu einer und derselben Gattung gehéren, also auch dieselbe Gattungs- 
discriminante*) besitzen; oder, was dasselbe bedeutet, der wesentliche 
Theiler der Discriminante**) der Gleichung 


m—1 


[[@-‘m-=0 


4=0 


muss mit dem wesentlichen Theiler der Discriminante der Gleichung 
(4) identisch sein; letzterer ist also, da die Gréssen Y, Functionen 
von «% allein sind, von den Gréssen v unabhingig. 

Dieselbe Schlussreihe wie fiir die Gleichung (4) kann nun fiir jede 
Gleichung F',(v,u) =O durchgefiihrt werden, in welcher links ein 
beliebiger, im Bereich , irreducibeler Factor von F(a, u, v4, v2, ..-) Vx) 
steht. Um dies zu zeigen geniigt der Nachweis, dass aus der Gleichung 
(2) eine Gleichung von derselben Form fiir jede Wurzel der Gleichung 
(1) folgt; denn der irreducibele Factor F, war nur dadurch ausgezeichnet, 
dass eine seiner Wurzeln x, der Gleichung (2) geniigte. Dass nun in 
der That jede Wurzel der Gleichung (1) einer Gleichung (2) geniigt, 
sieht man leicht, indem man eine Grosse s einfiihrt, durch welche 
man y und g im Bereich , rational ausdriicken kann: 


y=n(s); = €(s), 
% = F(n(s), &(S))- 
*) Vgl. Kronecker, Grundziige § 8; Crelle’s Journal Bd. 92, 8S. 22. 


**) Vgl. Kronecker, Ueber die Discriminante, §§ 3 und 7, Crelle’s Journal 
Bd. 91, S. 313 und 329. 
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Ersetzt man hier die Grésse s successive durch ihre simmtlichen con- 
jugirten Werthe, d. h. die Wurzeln der im Bereich , irreducibeln 
Gleichung, welcher die Grosse s geniigt, so erhalt man auf der linken 
Seite der Gleichung (7) alle im Bereich §, mit x, conjugirten Gréssen, 
also, wegen der Irreducibilitiét der Gleichung (1) im Bereich %,, die 
simmtlichen Wurzeln dieser Gleichung. Da nun auch die Gréssen 
y(s) und €(s) in ihre conjugirten Werthe iibergehen, also algebraische 
Functionen von u bezw. den Gréssen v bleiben, so geniigt jede Wurzel 
der Gleichung (1) einer Gleichung (2). Hiermit wird die an dem 
Polynom F,(«, «) entwickelte Schlussreihe auf das Polynom F, (a, u) 
tibertragbar; also hat die Discriminante der Gleichung F’, (x, uv) = 0 
einen von den Gréssen v unabhiingigen wesentlichen Theiler. 

Beriicksichtigt man nun noch, dass der wesentliche Theiler der 
Discriminante einer reducibeln Gleichung nichts anderes ist als das 
Product der wesentlichen Theiler der Discriminanten der irreducibeln 
Gleichungen, in welche die reducibele Gleichung sich auflést*), so 
ergiebt sich das folgende Resultat: 

Ist eine algebraische Function x der Variabeln u,v, , 0, ..., Ux 
rational ausdriickbar durch eine algebraische Function von u allein und 
eine algebraische Function der Grissen v allein, so muss, wenn man x 
als algebraische Function von u allein betrachtet wnd demgemiiss alle 
algebraischen Functionen der Grissen v adjungirt, die Discriminante 
der gegebenen die Function x definirenden Gleichung einen von den 
Grissen v unabhiingigen wesentlichen Theiler besitzen. 


§ 2. 

Kine Anwendung des erhaltenen Resultats fiihrt zur Erledigung 
einer Frage, welche in der Abhandlung iiber die Monodromiegruppe**) 
aufgeworfen ist, der Frage niimlich, wann eine dem Bereich ®, nicht 
angehérige rationale Function der Wurzeln der Gleichung (1) nach 
Adjunction einer algebraischen Function von « allein rational werden 
kann. 

Sind zuniichst y,, ¥,,..., Y¥, die conjugirten Werthe irgend einer 
algebraischen Function von wu, so constituirt die mit unbestimmten 
Coefficienten « gebildete Grisse 

Y= GY, FY, +--+ + GY, 
eine Galois’sche Gattung, welche mit der Gattung 

y = @, yy +a Yo ee Yr 
identisch ist, wenn y, eine beliebige von den Unbestimmten @ unab- 
hingige Grosse der Gattung y, und y, die entsprechend gebildete 


*) Vgl. Kronecker, Ueber die Discriminante, § 4, a. a, O. S. 318. 
**) Diese Annalen XXVIII, 8. 130. 
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Grosse der Gattung y, bedeutet. Ist also etwa u — u, ein Factor der 
Discriminante der Gattung 7, so sind fiir « — u%, zwei conjugirte 
Werthe von 7, also auch zwei der Gréssen y,’ einander gleich; also 
ist «— wu) ein Factor der Discriminante der Grésse y,; da nun y,’ 
eine beliebige von den Unbestimmten @ unabhingige Grésse der 
Gattung y, bedeutet, so ist « — «, auch ein Factor der Discriminante 
der Gattung y,. Somit ergiebt sich das itibrigens von selbst ein- 
leuchtende 

Lemma. Versteht man unter y,, ¥, ...Y,-, die Wurzeln einer 
Gleichung, deren Coefficienten ganze Functionen von wu sind, so ist 
die Discriminante der Gattung a,y, + ay, + --- + @&Y,, Wo 
@,, @,-++-+, a, Unbestimmte sind, zusammengesetzt aus Linearfactoren, 
welche auch in der Discriminante der gegebenen Gleichung als Factoren 
des wesentlichen Theilers enthalten sind. 

Jetzt sei speciell y, eine rationale Function der Wurzeln 2p, 2,,...)%n—1 
der Gleichung (1), welche nach Adjunction einer algebraischen Function 
von u allein rational wird; dann kann man das Resultat des § 1, auf 
die Function y, anwenden, bei welcher ein specieller Fall der Voraus- 
setzung jenes Resultats stattfindet, und man kann schliessen, dass 
wenn man y, als algebraische Function von « allein betrachtet, der 
wesentliche Theiler der Discriminante der Grosse y, von 0,, V2, .« -» Vx 
unabhingig sein muss. Da nun nach einem Satze von Kronecker*) 
die Discriminante der Gattung y, ein Theiler der Discriminante der 
Gattung 4, und diese ein Theiler der Discriminante der Gattung 


B= aX) + a, 4, fee f+ Oa Mr 
sein muss, weil die Gattung y, unter der Gattung 7, und diese unter 
der Gattung € enthalten ist, so folgt, dass die Discriminante der 
Gattung § lineare Factoren besitzen muss, welche von den Grdssen v 
unabhiingig sind. Nun ist nach dem eben bewiesenen Lemma jeder 
Linearfactor der Discriminante der Gattuag § zugleich ein Factor der 
Discriminante der Gattung x, wenn man 2, als Function von w allein 
betrachtet, also sicher ein Factor der Discriminante der Gleichung (1); 
wird also eine rationale Function der Wurzeln der Gleichung (1) nach 
Adjunction einer algebraischen Function von u allein rational, so muss 
die Discriminante dieser Gleichung Linearfactoren besitzen, welche von 
V1, Vo, - +) Ux unabhingig sind. Ist dies durch die specielle Form 
der Gleichung (1) ausgeschlossen, wie z. B. wenn dieselbe die Gestalt 
F(z, ux +v)=0 besitzt, unter F(x, y) ein im Bereich , irre- 
ducibeles Polynom verstanden, so kann keine rationale Function der 
Wurzeln dieser Gleichung nach Adjunction einer algebraischen Function 
von « allein rational werden. Damit ist der zweite der beiden Fille, 


*) Vgl. Grundziige § 9, Crelle’s Journal Bd. 92, S. 26. 
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welche am Ende des Art. 8 der citirten Abhandlung iiber die Mono- 
dromiegruppe bezeichnet sind, als unmdéglich nachgewiesen. 


§ 3. 

Bemerkenswerth ist nun, dass das Resultat des § 1 sich umkehren 
lisst. Dem Beweis dieser Behauptung miissen aber zwei einfache 
Hiilfsbetrachtungen vorausgeschickt werden. 

(A) Durch die Gleichung 
(8) G(z,u)=9, 
deren Coefficienten von den Unbestimmten v,, v,,..., v, in beliebiger 
Weise algebraisch abhingig sein mégen, sei x als algebraische Function 
von « definirt; ersetzt man v, durch die Constante c,, so gehe die 
Gleichung (8) in die Gleichung 
(9) G' (x, u) =0 
iiber. Dann kann leicht gezeigt werden, dass bei passender Wahl der 
Constanten ¢c, der wesentliche Theiler der Discriminante der Gleichung 
(9) aus dem wesentlichen Theiler der Discriminante der Gleichung (8) 
erhalten wird, indem man v, durch ¢, ersetzt, und dass die Werth- 
systeme c,, bei denen dies nicht stattfindet, héchstens eine algebraische 
Mannichfaltigkeit von x — 1 Dimensionen erfiillen kénnen. 

Setzt man niimlich: 


G(x, u) = Ujam + U,am t+ .--+ Uy, 
G' (a, u) = Ujam+ Uf am'+ -.--+ Un, 

A(x, «) =a" + U, 2" + U,U, a? +--+ + Un U,"', 
H' (a, u) =a" + Ua 4+ OU Ua ee + UU, 


OH (x, u) oo H, (x, u), CH (az, u) _ H, (a, u), 


Ox Cu 

indem unter U,, U,,... ganze Functionen von u, unter U,', U,’,... 
dieselben ganzen Functionen nach Ersetzung von v, durch ¢, verstanden 
werden, so sind die wesentlichen Theiler der Discriminanten der Glei- 
chungen (8) und (9) beziehentlich identisch mit den wesentlichen 
Theilern der Discriminanten der Gleichungen*) 


(10) H(z, u) = 0, 
(11) H’ (a, u) = 0. 
Nun kann der ausserwesentliche Theiler der Discriminante der 


Gleichung (10) definirt werden als der grésste gemeinsame Theiler der 
Coefficienten in der homogenen Function 


*) Vgl. Kronecker, Ueber die Discriminante § 7, a. a, O. S. 329, 
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PU, V) =] | (UA. «) + VAG, 0) 
7=0 
der Unbestimmten U und V, wenn &,, &,, ..., &m—1 die Wurzeln der 
Gleichung (10) sind*), Haben aber allgemein mehrere ganze Func- 
tionen von «, deren Coefficienten algebraisch von den Grdssen v ab- 
hingen, z. B. g,(u;v), g.(w;v),... einen gréssten gemeinsamen 
Theiler 7'(u;v), so miissen gewisse ganze Functionen der Coefficienten 
von « in den Polynomen g,(u;) verschwinden, wiahrend eine be- 
stimmte solche Function von Null verschieden bleibt, sodass fiir un- 
bestimmte Werthe der Gréssen v ein System von Relationen 
[Ao(v)|>9, hye) = hv) =--- = 0 

besteht, in welchen h,, h,, ... gewisse algebraische Functionen der 
Gréssen v bedeuten; und diese Relationen kénnen so gewahlt werden, 
dass umgekehrt aus ihrem Bestehen die Existenz eines gréssten ge- 
meinsamen Theilers der Functionen g,(w;v) geschlossen werden kann, 
dessen Grad in « derselbe ist wie der Grad von Z'(w;v). Giebt man 
also den Unbestimmten v, constante Werthe c,, fiir welche die Grésse 
h, (ce) von Null verschieden ist, so haben die Polynome g,(u; ¢) sicher 
den gemeinsamen Theiler Z'(w;c) und einen gréssten gemeinsamen 
Theiler, dessen Grad in wu derselbe ist wie der Grad von 7'(u; v), der 
sich also von 7'(u;c) héchstens um einen constanten Factor unter- 
scheiden kann. Sollen dagegen die Polynome g,(u;c) nach Division 
durch Z'(u;c) noch eine nicht constante ganze Function von wu als 
gemeinsamen Theiler besitzen, so muss h,(c) = 0 sein, also eine 
Gleichung bestehen, welche nur fiir eine héchstens (x — 1)-fache 
Mannichfaltigkeit von Werthsystemen c erfiillt sein kann, weil h,(v) 
fiir unbestimmte Werthe der Gréssen v von Null verschieden ist. Ver- 
steht man also speciell unter g,(u;v), g.(w;v),... die Coefficienten 
in P(U, V), so ergiebt sich, dass abgesehen von einer hiéchstens 
(x — 1)-fachen algebraischen Mannichfaltigkeit von Werthsystemen c 
der ausserwesentliche Theiler der Discriminante der Gleichung (11) 
aus dem ausserwesentlichen Theiler der Discriminante der Gleichung 
(10) erhalten wird, indem man v, durch c, ersetzt. In derselben Weise 
erhilt man also den wesentlichen Theiler der Discriminante der Glei- 
chung (11), oder was dasselbe ist, der Gleichung (9), aus dem wesent- 
lichen Theiler der Discriminante der Gleichung (10), oder was das- 
selbe ist, der Gleichung (8), womit die aufgestellte Behauptung be- 
wiesen ist. 

(B) Ein zweiter vorauszuschickender Hiilfssatz, dessen Richtigkeit 
iibrigens fast von selbst einleuchtet, ist der folgende. Eine im 


*) Kronecker, a. a. O. § 8, S, 334. 
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Bereich {, irreducibele ganze Function G(x, u;_v) von zwei oder mehr 


Variabeln 2, u,, %),..+., deren Coefficienten von den Unbestimmten g 
Vy) Vo, +++ Vx algebraisch abhiingen, kann, wenn die Unbestimmte v, P 
durch die Constante c, ersetzt wird, héchstens fiir eine (x — 1)-fache d 
algebraische Mannichfaltigkeit von Werthsystemen c in Factoren , welche si 


ganze Functionen von 2, u,, %),... sind, zerlegbar werden, 

Denn bezeichnet man durch 9, 4, --.; %m—1 die Wurzeln der 
Gleichung G(x, u; v) = 0 mit der Unbekannten x, so besteht fiir die 
Existenz einer in G(#,u; ¢) aufgehenden ganzen Function von 
LZ, Uy, Uy, ..., welche in 2 vom Grade p < m ist, eine hinreichende 
und nothwendige Bedingung in Folgendem. 

Es miissen die symmetrischen Functionen eines gewissen Systems 
von p Wurzeln 7%, 4, ---» 4, fir v, = ¢, rationale Functionen der 


we @wa wa As Bo” 


Gréssen u,, UW), ... Werden; oder es muss, wenn man wiederum 
G(a,u;v)= U,a™"+ U,a' 4+... 

setzt und unter U,, U,,... ganze Functionen der Gréssen wu versteht, 

das mit der Unbestimmten @ gebildete Product 


Uy? (@ — my) (@ — mu) ++» (« — my) = X, 





=~ 


durch welches alle jene symmetrischen Functionen rational ausdriickbar 
sind, und welches stets eine ganze algebraische Function der Gréssen 
u ist, fiir v, = c¢, in eine ganze rationale Function der Gréssen w iiber- 
gehen. Nun kann man aus den Dimensionszahlen der Coefficienten U, 
beziiglich der Variabeln wu leicht eine obere Grenze y bestimmen, welche 
die Dimension von X, wenn diese Grésse eine ganze rationale Function 
wird, nicht tiberschreiten kann. Denn setzt man fiir v, = ¢, . 


A <li 


th 


X = g(a, &,,%,...); 
so ist offenbar die Griésse 
g ( by » Uy, Ua, °° ) = (6 — Un) (8 — Uyni.)--- (8B — U, Nip) ) 


ein Factor von 
me G( tr » U3 c) = (B — Uyy,) (B — Ugy,) --- (B — Uynu-_i), 


wenn in U, iiberall v, = c, gesetzt wird; ist also y die Dimension 
des Polynoms U,"-'G(a, u; v) in den Gréssen wu, so kann die Dimen- 
sion der ganzen Function g(a, u,, %),...) den Werth y sicher nicht 
iibersteigen. Demnach bestehen, wenn die Grosse X fiir v, —c, in 
den Groéssen u rational wird, die Differentialgleichungen 


grt! x 
2 £ = 0, 
0,7" Ousg”? ... 
worin unter 7,, 7,, ... irgend welche Zahlen der Reihe 0, 1, -- -, y+1 


za verstehen sind, welche der Gleichung 
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l+rv—=“4+%+:°: 
geniigen. Versteht man nun unter X’, X”,... die simmtlichen 
Producte von derselben Gestalt wie X, so darf fiir unbestimmte Werthe 
der Gréssen v keine der iiber alle méglichen Systeme y,, y,., ... er- 
streckten Summen 


aytl x (v) 
WX) ave 
ole... eee 
ou, 'OUs Pals 
(y) 
bei unbestimmten Coefficienten V verschwinden, weil sonst eine der 
Gréssen X') eine ganze rationale Function der Gréssen wu wire, also 
G(x, u;v) fiir unbestimmte Werthe der Gréssen v reducibel wiire, 
was der Voraussetzung widerspricht. Da man nun, unter ¥ rationale 
Ausdriicke verstanden, setzen kann 
aytl x (») 
gs 
=, (xX™ 
O04” Guy”... raed )s 


so besitzt man in dem Product 


2= [TD Vin ¥nn(X 


Y Piya 
einen rationalen Ausdruck, welcher fiir unbestimmte Werthe der 
Gréssen v, sicher von Null verschieden ist, und welcher fiir v, = ¢, 
verschwinden muss, wenn das Polynom G(x, u; ¢) einen Factor haben 
soll, der in 2; %,, %),... rational und ganz, und in x vom Grade p 
ist. Setzt man also in der Gleichung 

==0 
die Werthe v, = c, ein, so erhilt man fiir die Gréssen ¢ ein System 
von Bedingungsgleichungen, welches sicher nicht identisch erfiillt ist, 
also héchstens eine (x — 1)-fache algebraische Mannichfaltigkeit im 
Gebiet der Gréssen ¢ definiren kann, womit die aufgestellte Be- 
hauptung bewiesen ist. 


g 4, 


Um jetzt nach Erledigung der einfachen Vorfragen zum Beweis 
der Behauptung zu kommen, dass das Resultat des § 1 sich umkehren 
lisst, diene als Ausgangspunkt die Bemerkung, dass es nur eine end- 
liche Anzahl von Gattungen n-werthiger algebraischer Functionen von 
einer Variabeln « geben kann, deren Gattungsdiscriminante eine be- 
stimmte ganze rationale Function von u ist. Der algebraische Beweis 
dieser Behauptung scheint ziemlich schwierig zu sein; die Richtigkeit 
derselben ergiebt sich aber leicht aus der Betrachtung der »-blittrigen 
Riemann’schen Fliichen*). 


* Val. F. Klein, Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen, 
§ 19, S. 64. 
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Zunichst ist klar, dass eine algebraische Function sich nur an 
den Nullstellen ihrer Gattungsdiscriminante verzweigen kann, da fiir 
jeden von diesen Nullstellen verschiedenen Werth u, der unabhingigen 
Variabeln*) cine Grésse der Gattung gefunden werden kann, welche 
fiir « = uw, lauter von einander verschiedene conjugirte Werthe besitzt, 
sich also unméglich an der Stelle «=u, verzweigen kann. Da nun 
jede Riemann’sche Fliche eine bestimmte Gattung algebraischer Func- 
tionen von w definirt, so wird die endliche Anzahl der Gattungen mit 
gegebener Gattungsdiscriminante erwiesen sein, wenn man gezeigt hat, 
dass nur eine endliche Anzahl verschiedener, d. h. nicht conform auf- 
einander abbildbarer Riemann’scher Flichen existirt, welche sich an 
keinen andern Punkten der w-Ebene als den gegebenen P,, P,,..., P; 
verzweigen. Diese Behauptung kann aber leicht bewiesen werden. 
Zieht man nimlich eine sich selbst nicht schneidende Linie Z von P, 
nach P,, von P, nach P,, u. s. f., von P, ins Unendliche, welches 
durch P,,;: bezeichnet werden mige, so ist jeder einzelne Zweig einer 
nur in den Punkten P verzweigten algebraischen Function in der 
ganzen Ebene mit Ausnahme der Linie LZ eindeutig bestimmt, solange 
die Linie Z nicht iiberschritten wird, und die zugehérige Riemann’sche 
Flaiche ist véllig gegeben, sobald man weiss, in welcher Weise bei 
Ueberschreitung der Linien Z in einer ein fiir alle Mal festzusetzenden 
Richtung an jeder der Strecken P, P,4, die » Zweige ineinander iiber- 
gehen. Bezeichnet man dieselben durch 1, 2, ..., m, so gehdrt zu 
jeder Strecke P, P,,, eine bestimmte den Zusammenhang der Zweige 
lings dieser Strecke definirende Substitution 

f= ( 7 a ), 
in. Mia 2+ a Me 

Gehért zu jeder Strecke P,P,4; bei einer algebraischen Function 
dieselbe Substitution S, wie bei einer zweiten, so sind die zugehdrigen 
Riemann’schen Filiichen identisch; dasselbe findet itibrigens offenbar 
schon dann statt, wenn die bei der einen Function auftretenden Sub- 
stitutionen S, durch Transformation mit einer fiir alle Indices »v sich 
gleich bleibenden Substitution aus den bei der andern auftretenden ab- 
leitbar sind. Da es nun aber nur eine endliche Anzahl von Umsetzungen 
der Zahlen 1, 2,..., giebt, und aus diesen fiir eine endliche Anzahl 
von Strecken P, P,,, die zugehérigen Substitutionen S, auszuwahlen 
sind, so ist klar, dass nur eine endliche Anzahl wesentlich verschiedener 
n-blattriger Riemann’scher Flichen existiren kann, welche sich an 
keinen andern Stellen als den Stellen P, verzweigen. Zu einer ge- 
gebenen Gattungsdiscriminante gehért also nur eine endliche Anzahl 
von »-werthigen Gattungen algebraischer Functionen von wu. 


*) Vgl. Kronecker a. a. O. § 5, S. 322. 
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Jetzt werde durch die im Bereich {R, irreducibele Gleichung 
(12) F,(z, u; v) =0, 
deren linke Seite von den Parametern v,, v,,..., 0% algebraisch ab- 
hiingen mége, die Grésse w als eine algebraische Function von wu de- 
finirt, deren Gattungsdiscriminante von den Gréssen v, unabhingig 
ist. Dann kann man die letzteren nach § 3 (A) durch derartige Con- 
stanten ¢, ersetzen, dass der wesentliche Theiler der Discriminante 
der Gleichung 
(13) F, (2, u; c) =O 


aus demjenigen der Gleichung (12) erhalten wird, indem man », durch 
c, ersetzt; da nun letzterer nach Voraussetzung von den Grissen v 
unabhiingig ist, so haben die Discriminanten der Gleichungen (12) 
und (13) denselben wesentlichen Theiler; dabei kénnen nach § 3 (A) 
diejenigen Werthsysteme c, fiir welche dies nicht stattfindet, héchstens 
eine (x — 1)-fache algebraische Mannichfaltigkeit St erfiillen. Somit 
kann man durch Gleichungen (13) unendlich viele Functionen 2 de- 
finiren, welche eine und dieselbe Gattungsdiscriminante besitzen, sich 
also auf eine endliche Anzahl von Gattungen vertheilen missen; schliesst 
man ausser der Mannichfaltigkeit St auch diejenigen Werthsysteme c 
aus, fiir welche die Gleichung (13) reducibel wird und welche nach 
§ 3 (B) ebenfalls nur eine héchstens (x — 1)-fache algebraische 
Mannichfaltigkeit St’ erfiillen kénnen, so mégen sich alle durch die 
Gleichungen (13) definirten algebraischen Functionen 2 auf die p 
Gattungen vertheilen, welche durch die Gleichungen 

(14) Fy(a™,u; CM) = 0, vaool,2,....p 

definirt werden. Dann lisst sich zeigen, dass alle diese Gattungen 
identisch sind. 

Zum Beweis dieser Behauptung soll indirect bewiesen werden, 
dass eine Wurzel 2 der Gleichung (12) durch eine der Wurzeln x‘ 
der Gleichungen (14) rational ausdriickbar ist. Wiire dies nicht der 
Fall, so kénnten in der auf den Bereich §, bezogenen Gruppe der 
reducibeln Gleichung 


» 
(15 F(a, 4; v) Fy (a, u; C”) = 0 
, L] 

unter den Substitutionen, welche eine der Wurzeln x des ersten 
Factors am Platze lassen, niemals die simmtlichen Substitutionen 
vorkommen, welche eine der Gréssen x), also eine der Wurzeln der 
p iibrigen Factoren am Platze lassen. Dagegen giebt es, wenn das 
Werthsystem c, den Mannichfaltigkeiten Yt und I’ nicht angehért, in 
der Gleichung 
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4 Se 
(16) F(a, u; ¢) IT Fy (x, u; C”) =0 ti 
om th 
zu jeder Wurzel « des ersten Factors eine Wurzel x@) eines der H 
p letzten Factoren, durch welche jene Wurzel 2’ rational ausdriickbar 
ist; in der auf den Bereich St, bezogenen Gruppe der Gleichung (16) 
kommt also unter den Substitutionen, welche eine Wurzel 2 am 
Platze lassen, stets ein vollstindiges System aller derjenigen Sub- V 
stitutionen vor, welche eine gewisse Wurzel x) am Platze lassen. F 
Die Gruppen der Gleichungen (15) und (16) sind demnach verschieden. fu 
Ist nun etwa [(§; v) ein irreducibeler Factor der Galois’schen al 
Resolvente der Gleichung (15), so ist offenbar [(&; ¢c) ein rationaler fa 
Factor der Galois’schen Resolvente der Gleichung (16); die Gruppe 
der letzteren ist also in der Gruppe der Gleichung (15) enthalten oder ¥ 
mit ihr identisch, Letzteres kann, wie soeben gezeigt ist, nicht ein- a 
treten; also muss fiir jedes der Werthsysteme c, welche den Mannich- = 
faltigkeiten IN und Wt’ nicht angehdren, das Polynom [ (&;) redu- de 
cibel sein, wihrend bei unbestimmten Werthen v, das Polynom = 
[(&;v) irreducibel ist. Dies Resultat wiirde aber nach § 3 (B) un- al 
modglich sein, weil héchstens eine (x — 1)-fache algebraische Mannich- al 
faltigkeit von Werthsystemen c existiren kann, ftir welche das irre- Ce 
ducibele Polynom [(&; v) bei Ersetzung von v, durch ¢, reducibel R 
wird. Die Annahme, von welcher man ausgegangen ist, dass nimlich 
keine Wurzel der Gleichung (12) durch eine der Wurzely der Glei- 
chungen (14) rational ausdriickbar sei, ist also unrichtig, und es muss - 
demnach fiir eine Wurzel x der Gleichung (12) eine Gleichung von “a 
folgender Gestalt bestehen : b 
(17) z= y(xe), w; v), di 
in welcher die rechte Seite von zx@ und w rational, von den Grdssen v 
v algebraisch abhiingt. Da nun im Bereich i, die Gréssen x und x) el 
Wurzeln irreducibeler Gleichungen desselben Grades sind, so besteht, 
wenn unter % ein thnlicher Ausdruck wie m verstanden wird, auch 0 
eine Gleichung a 
(18) r@) = (zr, u; v); 
aus den Gleichungen (17) und (18) aber folgt 
Fy (p(x, us v), ws v) = 0 f 
also auch u 
Fy (9 (a, uw; €), w; ce) = 0; r 
ebenso andrerseits 
Fy (v(x, us v), w; Ce) = 0, ( 


also, da « in 2’ iibergeht, wenn v, durch c, ersetzt wird 
Fy(¥ (x, u; ce), wu; C@) =O. 
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Somit ergiebt sich das Resultat, dass die durch (13) definirten Func- 
tionen 2 sich nicht nur auf eine endliche Anzahl von Gattungen ver- 
theilen, sondern sogar alle einer und derselben Gattung angehdren. 
Hieraus fliesst sofort der folgende 


Lehrsatz I. 


Sind die Coefficienten der eine algebraische Function von einer 
Variabeln definirenden Gleichung, nicht aber die Verzweigungspunkte dieser 
Function von gewissen x Parametern algebraisch abhidngig, so gehiren alle 
fiir specielle Werthe der Parameter erhaltenen algebraischen Functionen, 
abgesehen hichstens von einer (x —1)-fachen algebraischen Mannich- 
faltigkeit im Gebiet der x Parameter, einer und derselben Gattung an.*) 

Ein weiteres Resultat, welches aus der Gleichung (18) abgelesen 
werden kann, ist dieses, dass die von den x-+1 Variabeln wu, v,,---,v, 
abhiingige Grésse « durch eine algebraische Function von w allein, 
nimlich 2@, und die in den Coefficienten des Ausdruckes » auftreten- 
den algebraischen Functionen der Gréssen v, welche alle durch eine 
einzige algebraische Function dieser Gréssen ausgedriickt werden kénnen, 
also auch durch eine algebraische Function von w allein und eine 
algebraische Function der Gréssen v allein im Bereich , rational 
ausdriickbar ist. Damit ist die Umkehrung des in § 1 erhaltenen 
Resultats erwiesen und es ergiebt sich der folgende 


Lehrsatz IL. 


Vine algebraische Function der Variabeln w, v,, V2,-..) Vx ist dann 
und nur dann rational ausdriickbar durch eine algebraische Function 
von u allein und eine algebraische Function der Grissen v allein, wenn 
bei Betrachtung von x als algebraischer Function von u allein und 
dementsprechender Adjunction aller algebraischer Functionen der Grissen 
v die Discriminante der gegebenen, die Function x definirenden Gleichung 
einen von den Grissen v unabhidngigen wesentlichen Theiler besitet. 

Hieraus kann nun leicht ein Kriterium dafiir abgeleitet werden, 
ob eine algebraische Function von mehreren Variabeln rational durch 
algebraische Functionen von je einer dieser Variabeln ausgedriickt 
werden kann oder nicht. 

Die algebraische Function x der h Variabeln u,, u,, ..., Um sei 
fiir jeden Werth von vy rational durch eine algebraische Function von 
u, allein und eine algebraische Function der tibrigen h — 1 Gréssen u 
rational ausdriickbar, sodass man setzen kann 


L= 4, (9, (M, Us,**, Ua), T% (u;)) 
(19) — a, (5, (%, Ugy** Ur), T(t) —-* 
= dy, (Ga(uy, Uy, * *y Un—1)y Tr (ta)) 


*) In der Riemann’schen Terminologie einer und derselben ,,Classe“. 
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wobei unter #,, #,,---, , rationale Ausdriicke, deren Coefficienten 
von den Gréssen uw nicht irrational abhingig sind, und unter o, t 
algebraische Functionen der beigefiigten Argumente zu verstehen sind, 
Dann kann man annehmen, dass die Ordnung der algebraischen Func- 
tion 6, dieselbe ist wie die Ordnung der Grésse ~ nach Adjunction aller 
algebraischen Functionen von u,, d. h. gleich dem Grade der nach 
dieser Adjunction irreducibeln Gleichung, welcher die Grosse x geniigt. 
Denn sind die Wurzeln dieser Gleichung 7 = x, %,, %, +--+, Yn—1, 80 
bestiinde andernfalls das Gleichungssystem 


Ly =F, (G1r, 7, (u)), 
(20) “1 —_ 7 (G1, m4) T,(u;)), 
Ln1 = O, (61, (n—1) mt) T, (u,)) yor l,2,---,%, 


r=nMn,, 


wo unter 6, = 6, (t., Us3,* ++, Us), Ojo, Gy3,°**, Gir die simmtlichen 
r conjugirten Werthe der algebraischen Function 6, zu verstehen sind. 
Diese conjugirten Werthe sind dieselben, gleichviel ob man den 
Rationalitatsbereich aller Constanten oder denjenigen aller algebraischen 
Functionen von «, zu Grunde legt; denn die nach Adjunction aller 
Constanten irreducibele Gleichung, welcher die Grésse 6, (u., us,+++, a) 
geniigt, kann offenbar durch Adjunction algebraischer Functionen von 
u, nicht reducibel werden. Aus den Gleichungen (20) und der Ver- 
schiedenheit der Werthe x, folgt, dass der mit der Unbestimmten « 
gebildete Ausdruck 


$2 =] [ {« — 8 (Gi,an+r, T, (u,))} A=0,1,---,n—1 


v=l 
keinem formell von ihm verschiedenen Ausdrucke, welcher aus ihm 
durch Umsetzung der r Gréssen 6,,, 6;),° - -, 6:1, entsteht, dem Werthe 
nach gleich sein kann; durch s, sind also alle symmetrischen Func- 
tionen der Gréssen’ 
(21) Gi antt, Fante,* * *y O1,(a41 2, 
rational nach dem bekannten Theorem von Lagrange ausdriickbar; 
da nun aber offenbar die Gleichung 

4= (a@—2,)™ 

besteht, so folgt, wenn man 


S2 =) er 


y=1 


setzt, dass die symmetrischen Functionen der Gréssen S,, S,, +++, S,—1 
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nach Adjunction algebraischér Functionen von «, rational sind; da 
nun aber die Gréssen S, von u, unabhiingig sind, so sind die genann- 
ten symmetrischen Functionen nach alleiniger Adjunction von Con- 
stanten rational, d. h. sie sind rationale Functionen von u,, ts, , +--+, Ua. 
Weil ferner die Grésse S, keiner formell von ihr verschiedenen Grosse, 
welche durch Umsetzung der Gréssen 6,,, 6;., +++, t1, aus ihr ent- 
steht, dem Werthe nach gleich ist, so kann durch S, jede symmetrische 
Function der Gréssen (21), also auch die Grdésse 


; " 
u= = >? (1,2m415 Tv (u)) 


v=1 
rational ausdriickbar, speciell kann man setzen 


&y = & = O(Sy, 7, (m4), 
wenn unter © ein rationaler Ausdruck derselben Art wie @, verstan- 
den wird. Da nun S, eine m-werthige algebraische Function von 
Uy, Ug ** +, UM, ist, so ist bewiesen, dass man ohne Beschrinkung der 
Allgemeinheit aunehmen kann, in der Gleichung 


@ == By (6, (Ug, Uy, +++, Ua), T(t) 

sei 6, eine n-werthige algebraische Function, wenn die Grésse x bei 
Adjunction aller algebraischen Functionen von u, einer irreducibeln 
Gleichung x‘** Grades geniigt. Dann sind g und 6, algebraische 
Gréssen derselben Ordnung, also folgt aus der rationalen Ausdriick- 
barkeit von 2 durch 6, auch umgekehrt, dass man setzen kann 

G (Ug, Ug, +> +, Un) = By(%, Ty (Uy), Uy, Mey >» Ma), 
wobei #, einen rationalen Ausdruck mit constanten Coefficienten, und 
t, eine algebraische Function bedeutet. Hieraus folgt, wenn fiir u, = c, 
die Function xz in 2 iibergeht, 
(22) G, (Up, Uy, > ++, Ua) = Dy («, Ty (Cy), Cy» May Uy). 
Nun ergeben die Gleichungen (19): 

x = By) (6, (Cy, Ug, +++, Wa)y Ty (My)) 


= By! (Gy (Cy, May Uyy > + +> Ua)y Ty (Ms) 


= 0 (G. (Cy, Uy ***, Mat), Ta (Un) 


wenn der rationale Ausdruck , fiir uw, = c¢, in @,’ tibergeht; also lehrt 
die Gleichung (22), dass die Function 6,(u,., %,,- ++, %&), wenn unter 
uw ein beliebiger der Werthe 2, 3, ---, h verstanden wird, rational aus- 
gedriickt werden kann durch eine algebraische Function von wu, allein, 
und eine algebraische Function der Gréssen u,, U,,---,%, mit Aus- 
schluss von «,. Demmnach besteht fiir die Function 6, ein den Glei- 
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chungen (19) ganz analoges Gleichungssystem. In diesen neuen Glei- 
chungen treten algebraische Functionen von h — 2 Variabeln auf, fiir 
welche dieselben Schliisse wie fiir 6, entwickelt werden kénnen, und 
durch Fortsetzung dieses Beweisverfahrens kommt man schliesslich zu 
dem Resultat, 
dass eine den Gleichungen (19) geniigende algebraische Func- 
tion der Groéssen u,, %),-- +, % aus algebraischen Functionen 
von je einer der k Gréssen u rational zusammengesetzt werden 
kann. 
Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit dem Lehrsatz II der folgende 


Lehrsatz III. 

Eine algebraische Function x der Variabeln u,, t., +++, Ua ist 
dann und nur dann durch h algebraische Functionen von je einer der 
h Variabeln u rational ausdriickbar, wenn folgende Bedingung erfiillt 
ist. Wahlt man den Index w in der Reihe der Zahlen 1,2,---,h 
beliebig, und betrachtet x als algebraische Function von u, allein, indem 
man alle algebraischen Functionen von U,, ty, +++) Ue—1y Uptiy ***y Ue 
adjungirt, so muss die Discriminante der urspriinglich gegebenen die 
Function x definirenden Gleichung einen von den Grissen t,, Uy, +++, 
Unt» Uutt»** *, Ua unabhingigen wesentlichen Theiler besitzen. 

Ein ganz iihnlich lautendes Criterium fiir die Ausdriickbarkeit einer 
algebraischen Function von h Variabeln durch algebraische Functionen 
von mebr als einer, aber weniger als h Variabeln kann nach einer 
der hier gebrauchten ihnlichen Beweismethode abgeleitet werden; doch 
wird die Darstellung dieses allgemeinen Criteriums besser mit einer 
genaueren Untersuchung der Verzweigung der algebraischen Functionen 
von mehreren Variabeln verbunden, und mag deshalb einer andern 
Gelegenheit vorbehalten bleiben. 


Breslau, November 1886. 




















Ueber die in den Vielfachen eines Kettenbruchs enthaltenen 
gréssten Ganzen. 


Von 


Korrer in Berlin. 


Die Aufgabe, eine rationale oder irrationale Zahl a, die durch 
einen gewodhnlichen Kettenbruch dargestellt sei, angeniihert durch 
einen Bruch mit dem gegebenen Nenner g auszudriicken, findet nur 
dann ihre Lésung durch die Niherungswerthe des Kettenbruchs, wenn 
q zufaillig Nenner eines Niherungsbruchs ist. Der practische Nutzen 
der Kettenbriiche ist daher, obwohl sie die absolut besten Niherungs- 
werthe liefern, nur ein beschriinkter. Soll man z. B. die Zahl a auf 
finf Stellen in einen Decimalbruch verwandeln, so wire ein Niherungs- 
werth mit dem Nenner 10° erforderlich. Soll ferner die Anzahl der 
auf vier Jahrhunderte zu vertheilenden Schalttage bestimmt werden, 
so hiitte man in dem Verhiltniss des tropischen Jahres zum Sonnentage 
= 365, 242008 den Bruchteil durch einen Bruch vom Nenner 400 zu 
ersetzen, dessen Zihler dann die gesuchte Zahl giibe. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt werden, dass sich die 
obige Aufgabe bei beliebigen Werthen des Nenners q mit Hilfe der 
Niherungswerthe des Kettenbruchs lésen lisst, und zwar nach folgender 
Regel : 

Man dividire qg durch den gréssten Niherungsnenner, der < q 
ist, den Rest wieder durch den gréssten in ihm enthaltenen Niherungs- 
nenner u. s. f., wodurch sich schliesslich gq als Aggregat der mit 
gewissen Coefficienten multiplicirten Niherungsnenner ergiebt. Maulti- 
plicirt man nun jeden Niherungsbruch im Zihler und Nenner mit dem 
entsprechenden Coefficienten, und bildet dann aus der Summe simmtlicher 
Zihler und der Summe siimmtlicher Nenner einen neuen Bruch, so ist 
dies einer der beiden Briiche . und ett , welche a einschliessen, und 
es lisst sich leicht entscheiden, welcher von beiden es ist. Es giebt 
aber auch iihnliche Methoden, welche bei Benutzung der Reihe der 
zunehmenden, resp. der abnehmenden intermediiiren Niaiherungswerthe 
vach vorher getroffener Bestimmung auf den einen oder auf den andern 
jener beiden Briiche fiihren. 
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Eine einfache Methode zur Bestimmung des gréssten in q . a ent- 
haltenen Ganzen p ist besonders in solchen Fallen wichtig, wo dasselbe 
fiir viele aufeinanderfolgende Vielfache einer und derselben Zahl a zu 
ermitteln ist. 

Wiirde z. B. eine Kalender-Ordnung festgesetzt, nach welcher das 
n° birgerliche Jahr mit demjenigen Tage schlésse, an welchem der 
von einer Epoche gerechnete Zeitraum von m tropischen Jahren 
ablauft, so hatte man zur Bestimmung der Jahreslingen die in a, 2a, 
3a,... enthaltenen gréssten Ganzen aufzusuchen, wenn a die oben 
angegebene Linge des tropischen Jahres in Tagen ist, die als unver- 
iinderlich angenommen wird. Jede Schaltmethode macht nach lingeren 
Zeitraumen einen Eingriff néthig, der das Jahr wieder in Ueberein- 
stimmung mit der obigen Definition bringt. Bei der Bildung der 
Multipla von a ergiebt sich, dass die gréssten Ganzen meist um 365, 
alle 4 oder 5 Jahr um 366 zunehmen. Es fragt sich nun, ob der 
Wechsel dieser Zeitriume einem bestimmten Gesetze unterliegt, dessen 
Kenntniss die jedesmalige Entscheidung durch Ausfihrung der Multi- 
plication entbehrlich macht, ferner ob und welche Niherungswerthe 
statt der Irrationalzahl angewandt werden kénnen, ohne die Sicherheit 
des Resultats zu gefihrden. 

Ein anderes Beispiel ist folgendes: Werden die Primzahlen 2, 3, 
5, ... mit p,, p., ps, . . . bezeichnet, so ist die Anzahl derjenigen 
Zahlen < q, welche durch keine der 4 ersten Primzahlen theilbar sind, 
ausgedriickt durch 


T14,4)=[a(1-3,) (1-3,)° (-3)] 


mit der Massgabe, dass nach Entwicklung des Products jedes Glied 
seinem absoluten Betrage nach durch die grésste in demselben ent- 
haltene ganze Zahl ersetzt werde. Hieraus folgt, wenn 
PPSI< PA» 

dass die Anzah] der Primzahlen < q folgende ist: 

v(q) =7(q, 4) +4—1. 
Als Niherungswerth des schwierig zu berechnenden 7’ (q, 4) betrachtet 
Legendre*) die grésste in dem Product 


a() 6 >) (1 — =) inte) 


enthaltene ganze Zahl, fiir welche das .Functionszeichen EF benutzt 
werde. Fiir 13?< q < 17* wiirde angenihert: 


*) Théorie des nombres, 3 ed., tom II, p. 86. In der letzten Formel von 
§ 425, p. 90, sind diejenigen Zahlen zwischen w’ und a’ iibersehen, welche Prim- 
zahlpotenzen enthalten. 
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¢@ = B (91-3) (3) (3) (1-7) (1-1) 0) +9 
=E(q a) + 5. 


Um die Genauigkeit dieses Ausdrucks zu priifen, wire nun erwiinscht, 
diejenigen Werthe des wachsenden g zu kennen, fiir welche FE in eine 
héhere ganze Zahl aufriickt. Ist diese =m, so wire der betreffende 
Werth von q angenihert gleich der (w + 5)" Primzahl. 

Bei einer andern Classe von Aufgaben kommt es auf die Grosse 
des Restes an, der nach Weglassung der gréssten Ganzen von den auf 
einander folgenden Vielfachen einer Zahl a iibrig bleibt. 

Es seien die Zeiten fiir den Hintritt von Voriibergingen der Venus 
vor der Sonne zu bestimmen. Man gehe von einem Zeitpunkt aus, fiir 
welchen von der Sonne aus Venus und Erde in Conjunction stehen, 
und betrachte den dann von der Erde eingenommenen Ort als An- 
fangspunkt fiir die Ziahlung rechtliufiger Entfernungen lings der 
Erdbahn, die als Langen bezeichnet werden mégen. Der Umfang der 
Erdbahn sei = a,, die Lange desjenigen Punktes, in welchem die Erde 
bei der nachsten Conjunction steht, sei a,. Da die synodische Um- 
laufszeit der Venus etwa 584 Tage betragt, so ist a, etwa gleich 216°. 
Findet nach g synodischen Umliufen wieder eine Conjunction statt, 
so hat die Erde die Linge ga,—pa,, wo p angiebt, wieviel volle Kreise 
a, in ga, enthalten sind. Fiir einen Venusvoriibergang ist erforderlich, 
dass die Conjunction in der Nahe eines Knotens, etwa des aufsteigenden, 
stattfinde. Ist dessen Linge = «, der gestattete Abstand — 0, so muss 
qa, — pa, zwischen ¢ + ¢ und e — é liegen. Diese Grenzwerthe haben 
nur dann verschiedene Zeichen, wenn die als Epoche dienende Con- 
junction selbst mit einem Voriibergang verbunden war. Um Ueber- 
einstimmung mit dem friiher betrachteten Ausdruck ga —p zu erhalten, 
hat man von den Strecken a, und a, die letztere als Kinheit zu 
wiahlen. 

Verbindet man die Punkte, in denen die Erde bei den regelmiissig 
wiederkehrenden Conjunctionen steht, der Reihe nach durch Sehnen, 
so erhalt man eine dem Kreise eingeschriebene gebrochene Linie, von 
der sich bestindig neue Eckpunkte zwischen die schon vorhandenen 
einschieben, so dass dieselben den Kreisumfang in immer kleinere 
Teile zerlegen. 

Ist a, :@, irrational, so kann bei der Weiterfitihrung der gebrochenen 
Linie niemals ein friiherer Eckpunkt wieder erreicht werden, also ist 
die Gleichung ga, — pa) = «, wenn iiberhaupt, nur auf eine Art in end- 
lichen Zahlen p und qg lésbar. Man kann daher nicht nur aus der 
Zahl gq die Gréssen p und ¢, sondern auch umgekehrt aus « die Zahl 
q eindeutig finden. 


Mathematische Annalen, XXIX. 13 
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Ist a,: a rational, so folgen aus einer Lésung der Gleichung 
unendlich viele, da durch wiederholtes Eintragen der Sehne ein vor- 
handener Eckpunkt beliebig oft wieder zu erreichen ist. 

Die bei der letzten Aufgabe sich darbietende geometrische Deutung 
von ga, —pa, werden wir nun bestiindig zu Grunde legen. Wir werden 
untersuchen, wann die Eckpunkte der gebrochnen Linie dem Anfangs- 
punkt wieder besonders nahe kommen, und werden nachweisen, dass in 
jedem derartigen Falle die Vertheilung derselben iiber den Kreis hin be- 
sonders einfach ist, so dass nimlich die Abstiinde benachbarter nur von 
zweierlei Grésse sind. Jedem entstehenden Eckpunkt des Sehnenpolygons 
entspricht ein Niherungsbruch ~ des Verhiiltnisses @,:@; fiir Punkte, 
welche die besondere Anniiherung an den Anfangspunkt zeigen, wird 
dies ein Naherungswerth des Kettenbruchs. Hierdurch lassen sich die 
Eigenschaften der Kettenbriiche anschaulich ableiten. 

Betrachtet man von diesem Gesichtspunkte die Diophantische 
Gleichung ga, — pa) = &, WO @,, @), &, ganze Zahlen seien, so ergiebt 
sich die Lésung derselben in den kleinsten Zahlen zu der das gewohn- 
liche Verfahren nicht fiihrt. Die Methode ist einfacher als die tibliche 
Zuriickfiihrung auf den Fall ¢ = 1, da es im allgemeinen nicht néthig 
ist, @, : a, vollstiindig in einen Kettenbruch zu verwandeln. Man 
‘ sucht ¢ als Aggregat der moglichst oft genommenen Reste darzustellen, 
die bei der Verwandlung von a,: a, in einen Kettenbruch allmiahlich 
auftreten. Sobald dies abgeschlossen ist, bildet man entsprechende 
Aggregate aus den Zihlern resp. Nennern der zugehérigen Naherungs- 
briiche. Dies sind die Werthe der Unbekannten. 

Lagrange*) hat in den Zusiitzen zu Euler’s Algebra analytisch 
die Aufgabe gelést, solehe Werthe der ganzen Zahlen p und gq zu finden, 
dass ga — p fiir dieselben dem absoluten Werthe nach ein Minimum 
wird, d. h, kleiner als fiir beliebige kleinere Werthe von p und g. Er 
zeigt, dass es eine Reihe solcher Minima giebt, dass dieselbe auf die 
Entwicklung von a in einen Kettenbruch fiihrt, und dass die siimmtlichen 
Lésungen durch die Ziahler und Nenner der Naherungsbriiche dargestellt 
werden. Der bekannte Satz, dass ein Niherungswerth ? dem Werthe 


a eines Kettenbruchs niiher kommt als alle Briiche mit kleinerem 
Nenner, ist aus dem obigen zu folgern. Denn ist g’ < q, so ist 
qa—p<qa—p, 
also auch 
a 


P < 1 (a E)< a = 
q 


a 4 q 
Dirichlet**) hat die zu einer Irrationalzahl a gehérende Reihe 


*) Oeuvres tome VII, p. 45—56. 


**) Zahlentheorie, 2 Aufl. Suppl. VIII (Pell’sche Gl.) § 141. Serret, cours 
d'algebre. tome I, no, 12. 
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qa—p betrachtet, um daraus den sonst auf der Theorie der Kettenbriiche 
beruhenden Satz abzuleiten, dass man @ durch einen Bruch 2 mit 


einem Fehler < q~* darstellen kann. Versteht man nimlich, fiir 
q=1, 2,...%, unter p die grésste in ga enthaltene ganze Zahl, so liegen 
die Werthe von ga — p innerhalb der Strecke 0...1. Ist @ der 
grésste von ihnen, so zerfallt die Strecke 0... @ in m Theile, von denen 


der kleinste < -, also < . sein muss. Wird dieser von den Punkten 
ga—p und g’a—p” begrenzt, wo q” >q', also p’>p’ sei, so 
besteht fiir g = p” — q', p =p” — p’ die Ungleichheit ga — p< ~ , 


folglich auch ga — p< : oder a — 7 < ¥ 


Grunert hat darauf hingewiesen, dass es zur Bestimmung des gréssten 
gemeinschaftlichen Maasses zweier Zahlen ausser dem Euclidischen 
Verfahren noch einen andern Weg giebt. Haben a, und a, das Maass 
m, SO dass 4, =p. ™, a = q.m, so ist ga, — pa, =90. Man bilde 
daher die Vielfachen von a,, lasse von jedem das grésste darin enthaltene 


Vielfache von a, fort, bis man zu dem Reste ga, — pa, = 0 gelangt. 
Dann ist 7 = y == m das gesuchte Maass, Sind a, und a, Linien, 
so hat man hiernach auf einer Geraden vom Punkte 0 an beliebig oft 
die Strecke a, abzutragen, bis zu den Punkten A,, A,, A,,..., ferner 
auf derselben Geraden in gleicher Weise wiederholt die Strecke a, 
abzutragen bis zu den Punkten X,, X,, X,,.... Findet sich dann, 
dass zwei Punkte der beiden Reihen genan zusammenfallen, z. B. 
A, mit X,, so sind a, und a commensurabel, ihr Maass ist entweder 
a 


a > oder auch der kleinste aufzufindende Abstand zweier Punkte 


der beiden Reihen. 

Die folgenden Betrachtungen werden erkennen lassen, wie sich 
dieses weitliufige Verfahren auf das Euclidische reducirt. 

Eine der obigen entsprechende Auffassung liegt bei Euclid der 
Behandlung der Proportionen zu Grunde. Ein Verhiiltniss a, : a, wird 
= b,: b, definirt, wenn bei Annahme beliebiger ganzer Zahlen p und 
q immer ga, — pa, von gleichem Zeichen mit gb, — pb, ist. Hat 
man aber in der obigen Weise noch auf einer zweiten Geraden wieder- 
holt b, und b, bis zu den Punkten B, B,... resp. Y, Y, abgetragen, 
so lisst sich die angegebene Bedingung auch so aussprechen, dass auf 
der ersten Geraden die Punkte A mit den Punkten X in derselben 
Reihenfolge abwechseln wie auf der andern die Punkte B mit den 
Punkten Y. Dem Verhiiltniss a, : a) wird also die Aufeinanderfolge 
der Punkte A und X substituirt. 
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s 4. 
Geometrische Darstellung der Werthe von ga, — pa,. 


Auf einer vom Anfangspunkt nach rechts laufenden Geraden 
seien die Punkte bezeichnet, deren Abscissen 0, a), 2a,,... sind. Um 
dieselbe Gerade noch mit einer zweiten Eintheilung in kleinere Theile 
von der Grésse a, zu versehen, die zu a, im allgemeinen in‘irrationalem 
Verhiiltniss stehe, denke man sich, dass ein Kreis vom Umfange a,, der 
mit seinem Nullpunkt urspriinglich den Anfangspunkt der Geraden 
beriihrte, nach rechts tiber dieselbe hinrolle, und dass der Nullpunkt 
desselben seine Spur auf die Gerade bei jeder Beriihrung iibertrage. 
Dies geschehe innerhalb der ersten Hauptstrecke, die von 0 bis a, 
reicht, , mal, so dass 

Ay = 0,4, + A, Ay < a. 

Wir wollen den Abstand irgend eines Punktes der secundiren 
Theilung von dem niichst vorangehenden Punkte der Haupttheilung, 
d. h, den Ausdruck ga, — pa, ins Auge fassen. Alle Werthe, deren 
derselbe fahig ist, sind innerhalb der einzelnen Strecken 0... a), 
@.-.2a), 2a... 3a)... durch Punkte reprisentirt. Man kann 
aber bewirken, dass auf der Strecke 4a,...(4-+ 1) a, nicht nur die 
derselben eigenthiimlichen Werthe zur Darstellung gelangen, sondern 
dass auch die der vorhergehenden Hauptstrecken wiederholt werden. 
Um z. B. solche Punkte zu erhalten, wie sie der nichst vorhergehenden 
Strecke zukommen, ist nur néthig, zum zeichnenden Punkte des rollenden 
Kreises an Stelle des Nullpunktes denjenigen zu wihlen, mit welchem 
der Kreis die Gerade beim Verlassen der ersten Hauptstrecke, also in 
a,, beriihrte. Wiahlt man dagegen als zeichnenden Punkt denjenigen, 
mit welchem der Kreis beim Verlassen der zweiten Hauptstrecke, also 
in 2a), die Gerade beriihrte, so erhilt man die Reproduction derjenigen 
Theilpunkte, die der Nullpunkt auf der zweiten vorhergehenden Strecke 
hervorbrachte. 

Um immer alle Werthe zugleich zu iibersehn, die dem Ausdruck 
qa,— pa, durch die friiheren, auf verschiedene Hauptstrecken ver- 
streuten, Punkte beigelegt wurden, wollen wir festsetzen, dass sich dem 
Nullpunkt des rollenden Kreises beim Ueberschreiten der Grenzpunkte 
a), 2a,, 3a,...die Punkte, mit denen er dann jedesmal die Gerade 
beriihrt, als neue zeichnende Punkte zugesellen, Welche sind dies? 
Rollt der Kreis iiber die erste Strecke a,, so kommen dieselben Punkte 
gegenseitig zur Deckung wie wenn man die Strecke a, auf den Kreis 
aufwickelt und zwar von seinem Aufangspunkte aus und in der Richtung 
gegen den Uhrzeiger. Da a, = ,a, + a, so fallt der Endpunkt der 
aufgewickelten Strecke a, in den Punkt a, des Kreises. Entsprechend 
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haben die Punkte, auf denen der Kreis iiber die Grenzpunkte 2a, , 3a,,... 
der Geraden hinwegrollt, auf ihm selbst die Liingen 2a,, 3a,... 

Die _,,vollstiindige“ Eintheilung der Strecke Aa,... (4+ 1) ay 
wird daher folgendermassen erhalten. Man versieht die Peripherie a, 
des rollenden Kreises mit den Punkten 0, a,, 2a,,...4a,, setzt ihn 
mit dem letzten Punkte auf den Aufangspunkt 4a, der Strecke und 
rollt ihn iiber dieselbe hinweg, wobei jeder auf dem Umfange markirte 
Punkt seine Spur der Geraden aufpriigen muss. Der Punkt 0 giebt 
dann die wirklich jetzt erst entstehenden, d. h. die der Strecke eigen- 
thiimlichen Punkte, er kann daher wihrend des Processes ausser 
Wirksamkeit gesetzt werden, wenn man die Zahl q beschrinken will. 
Dagegen miissen sich die tibrigen Punkte bis zuletzt iibertragen, um 
die den kleineren Werthen von g entsprechenden Werthe von ga, — pay 
durch Wiederholung der Punkte friiherer Strecken vollstiindig zur Dar- 
stellung zu bringen. 

Die Zahl 4 wird bald so gross werden, dass die auf dem rollen- 
den Kreise wiederholt abzutragenden Bogen von der Grésse a, den 
Umfang desselben 6fter als einmal erfiillen. Dann lagern sich die spiitern 
Punkte zwischen die friiheren, zerlegen dadurch die schon vorhan- 
denen Abschnitte der Kreisperipherie in kleinere Abtheilungen, die sich 
durch das Abrollen des Kreises auch den spiiteren Strecken der Geraden 
mittheilen. 

Das System der Reste ga, — pa, entsteht auf jeder folgenden 
Strecke von neuem und erreicht jedesmal gréssere Vollstiindigkeit. 
Wir kénnen aber eine stetige Entwicklung desselben herbeifiihren, 
wenn wir die Hauptstrecken in eine zusammenziehen, dadurch dass wir 
als Bahn, auf welcher der Kreis a, rollt, die innere Peripherie eines 
Kreises vom Umfange a, wihlen, auf welchem sich der Beriihrungs- 
punkt in der Richtung gegen den Uhrzeiger bewege. Dieser Kreis 
zeigt, einmal durchlaufen, die Eintheilung der ersten Hauptstrecke, 
zweimal durchlaufen die vollstiindige Eintheilung der zweiten Haupt- 
strecke u. s. f, Wieviele Male die Strecke a, durchlaufen ist, liisst 
sich nun allerdings nicht mehr, wie anfangs, durch Abziihlen der 
Hauptstrecken a, finden, ergiebt sich aber daraus, dass der rollende 
Kreis a,, wenn er die Bahn zum 2, 3'e",... Mal durchmisst, mit 
einem neuen Punkte a,, 2a, ... ausgeriistet wird, so dass die Anzahl 
der auf seinem Umfange ausser dem Nullpunkte noch bezeichneten 
Punkte die vollen Umlaufe angiebt. 

Die auf dem rollenden Kreise a, allmihlich entstehenden Punkte 
lassen sich direct erzeugen, indem man die zu dem Bogen a, gehérende 
Sehne wiederholt in ihn eintrigt, oder auch indem man einen Kreis 
vom Umfange a, innerhalb des Kreises a, oder lieber eines ihm con- 
gruenten festen Kreises rollen lisst, so dass der Beritihrungspunkt den 
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letztern in der Richtung gegen den Uhrzeiger durchliiuft. Dabei muss 
der Kreis a, den Kreis a, in derselben Zeit durchlaufen, in welcher 
der Kreis a, den Kreis ay durehliuft, Denn nach Ablauf dieser Zeit 
muss auf die eine oder die andere Art der Punkt a, auf dem Kreise 
a, entstehen. 

Man kann jetzt den Kreis a, vorliiufig ausser Acht lassen. Man 
liisst in dem Kreise a, den Kreis a,, der jenen urspriinglich in dem 
gemeinschaftlichen Nullpunkte beriihrte, beliebig lange weiter rollen, 
Nach jedem Umlauf entsteht auf dem Kreise a, eine neue Reihe von 
Punkten, die sich auch auf dem rollenden Kreise a, durch einen neuen 
Punkt markirt. Zuerst rollt sich niimlich der Kreis a,, bevor er zum 
Nullpunkt des festen Kreises a, zuriickkehrt, », mal auf der Peripherie 
desselben ab, wodurch diese bis auf den Rest a,(< a.) erschdpft 
werde. Der dadurch auf dem Kreise a, erreichte Punkt kann als (— a,) 
bezeichnet werden, Unmittelbar darauf entsteht auf dem rollenden Kreise 
a, bei Ueberschreitung des Ausgangspunktes der Punkt a,, bei Beginn 
des niichsten Umlaufs 2a@,, u. s. w. 

Bei dem Rollen des Kreises a, innerhalb des Kreises a, treten 


daher dieselben Verhiiltnisse auf wie bei dem von a, innerhalb a 


0° 
Man kann folglich auch von dem Kreise a, vorliiutig absehn, wenn 
on) 1 Dn ? 


man sich noch einen Kreis a, denkt, der den Kreis a, durehliiuft, 
sich innerhalb desselben zuniichst », mal vollstiindig abrollt, dann nach 
Zuriicklegung der Reststrecke a, (<a,) zum Ausgangspunkte zuriick- 
kehrt, und sich nun bei wiederholten Umiliiufen mit den Punkten a,, 
2a,, da,,..., bedeckt. 

Hat man so etwa die Kintheilung des Kreises a, mit Hilfe eines 
rollenden Kreises a, direct erzeugt, so setzt man ersteren mit dem ihm 
zuletzt aufgepriigten Punkte auf den Anfangspunkt des Kreises a, und 
liisst ihn die Peripherie desselben einmal durchlaufen, wobei seine 
Theilpunkte sich bestiindig auf den festen Kreis tibertragen, mit Aus- 
nahme des Nullpunktes, der bei den letzten Abdriicken ausser Wirk- 
samkeit treten kann. Der so vorbereitete Kreis a, wird nunmehr 
mit demjenigen Punkt, in dem er zuletzt von dem Nullpunkt des 
vorigen Kreises getrofien war, auf den Anfangspunkt des Kreises a, 
gesetzt und giebt, indem er dessen Peripherie einmal durebliiuft, die 
auf demselben erforderlichen Punkte an. Endlich wird in entsprechen- 
der Weise der Kreis a, innerhalb des Kreises a, abgerollt. 

Das resultirende Punktsystem des Kreises a, muss dann dasselbe 
sein als wenn man den nur mit einer Marke am Nullpunkt O ver- 
sehenen Kreis a, so oft auf dem Kreise a, abgerollt hiitte, bis eben- 
soviele Punkte entstanden wiiren wie bei dem beschriebenen Verfahren. 
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§ 2. 
Die riumliche Anordnung der Ecken eines ungeschlossenen reguliren 
Polygons. 


Es sei in den Kreis a, die zu dem Bogen a, gehérende Sehne g mal 
hinter einander eingetragen. Die Ecken seien mit 0, 1, 2,...q nach 
ihrer natiirlichen Reihenfolge, d.h. nach der Zeit ihres Entstehens, be- 
zeichnet. Betrachtet man die hiervon verschiedene, riumliche, Gruppirung 
der Eckpunkte auf der Kreisperipherie, so sei 0 der kleinste Abstand 
zwischen benachbarten Punkten. Dieser Abstand finde sich zwischen 
den Ecken 4 und w. Ist 24> a, so fihrt eine aus 4— w Sehnen 
bestehende Linie von der einen Kcke zur andern, eine eben solche 
fiihrt daher vom Nullpunkt zu emer Ecke, die von diesem nach der 
positiven oder negativen Seite den Abstand 0 hat und da 6 als Mini- 
mum angenommen ist, so ist diese Ecke dem Nullpunkt unmittelbar 
benachbart. Nimmt daher bei wachsendem g das Minimum des Ab- 
stande seinen kleineren Werth au, so muss ein solcher jedesmal zuerst 
am Nullpunkte auftreten, 

Dies bestimmt uns, zuniichst zu untersuchen, wie sich die in die Niihe 
des Nullpunktes fallenden Ecken gruppiren. Die Nummer der Ecke 
werden wir mit N, ihren Abstand vom Nullpunkt mit +- é bezeichnen, 
endlich die Anzahl der von den zugehérigen Bogen nahezu erfiillten 
Kreisumfiinge mit Z, so dass 

Na, = Ziy + od, 

1) Nach einmaligem Eintragen der Sehne ist d= a,, N, —1, 

Z, =, so dass 
N,a, = 2,4) + 9. 

2) Ist die Sehne », mal eingetragen, wo n, die grésste in ay: a, 
enthaltene ganze Zahl bedeutet, so ist man dem Nullpunkt von der 
negativen Seite niiher gekommen als bisher, und zwar bis auf den 
Abstand d= a,. Dann ist 

N,=n,, Z,=1, N,a, = Z,a,— 4. 

3) Trigt man vom Nullpunkt aus die Sehne N,mal ab und von 
dem Endpunkt noch N,mal, so gelangt man zuerst zu dem Punkt 
a, auf der positiven Seite, und dann zu einem solchen, der von diesem 
um a, in negativer Richtung entfernt ist, also zu 0 =a, —a, auf 
der positiven Seite. Verliingert man das Sehnenpolygon wieder um 
N, Sehnen, so erreicht man den Punkt d = a, —2a,. Ist a, in a, 
im ganzen », mal enthalten, so erreicht man weiter die Punkte 

0 = a, — 3dy,... A, — MA, = Ay. 
Um einen von diesen, z, B. a, — wa,, zu erhalten, sind vom Nullpunkt 
aus N, + wN, Sehnen einzutragen, fiir den letzten sei diese Zahl 
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N,+n,N,—=N,. Entsprechend ist Z = Z,+ uZ, und fir den 
letzten = Z, + n,Z, = Z,. Dann ist immer 
Na, = Za,+ 4. 

4) Nunmehr wird die Anniiherung von der negativen Seite fort- 
gesetzt, die in 2) mit N, Sehnen zu dem Punkte (—a,) gefiihrt hatte. 
Fiigt man dem Zuge der N, Sehnen noch N, hinzu, die fiir sich allein 
vom Nullpunkt nach a, fiihren wiirden, so gelangt man zu einem 
Punkt auf der negativen Seite des Nullpunkts, der von diesem den 
Abstand 6 = a,—a, hat. Durch weitere N, Sehnen gelangt man 
zu einem Punkte auf der negativen Seite im Abstand d = a, — 2a,, 
endlich zu d =a, —”,a, = a,. Dem entsprechen 

N=N,+ Ny, N,+2N,..., Ny +3 N; (= N,) 
Z=2,+ 4, 24,+22,..., 2,+Z; (= 4), 
so dass immer 
Na, ='Za, — 0. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens findet man folgende dem 
Nullpunkt bald von der positiven, bald von der negativen Seite immer 
naher riickenden Eckpunkte des Sehnenpolygons: 


(1) (+) a a, — Uy, Ay a3 — Uy, a, “rl 

(—) @ G,— & Gs, Gs, Gy — fg, Ages)’ 
wo zur Abkiirzung a,, — wag, an Stelle der Reihe 

M@a—1 — a, Q-1 — 2ay,++*, dai — (m—1)a 
gesetzt ist. 
Ist die Anniherung von der einen Seite méglichst weit, etwa bis 

0 = a,, gefiihrt, so erhilt man von der andern Seite die Anniherungen 
0 = a; — a, 4, — 2a,,-+-+, a. Diese Werthe sind mit Ausnahme 
des letzten grésser als a,. Die absolute Anniherung nimmt also beim 
Uebergang von der einen zur andern Seite des Nullpunkts jedesmal 
ab und wird erst im letzten Punkt grésser als auf der friiheren Seite. 
Daher wiirden die Eckpunkte nach der absoluten Grosse des Abstandes 
d so zu ordnen sein: 


(II) 0. 


(+) @,,a,—wa, Gs ,Ag— UA, ae 
(—) Ay ,Ag— UAs - Gy, 4,—wUa, tee 


Die zur Erreichung des Punktes 6 = aj; — way erforderliche 
Anzahl von Sehnen ist 


N ae Ni--1 te uN, 
die Zahl der nahezu vollendeten Umliufe: 
Z= 41+ 44; 


Na, = Za, +6, 


ferner ist 
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wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der betreffende Werth 
von 6 der obern oder untern Reihe von (I) entnommen ist. 

Wir werden nun zeigen, dass unmittelbar, bevor auf dem Kreise 
einer der ausgezeichneten Punkte +d von dem Sehnenzug erreicht 
wird, die bis dahin entstandenen Eckpunkte nach ihrer raiumlichen 
Gruppirung auf dem Kreise nur zwei verschiedene Abstiinde darbieten, 
deren Grésse durch das dem Werthe von @ niichst voraufgehende 
Glied der obern und durch das der untern Reihe von (I) dargestellt wird. 

Dem Kreise a, werde ein Sehnenpolygon eingeschrieben, dessen 
Ecken 0, a,, 2a,... ma, seien. Mit dem letzten Punkt beriihre er 
den Nullpunkt des festen Kreises a, und iibertrage dann, indem er 
iiber diesen hinrollt, zunichst m, mal vollstindig sein Punktsystem. 
Nachdem er somit den Punkt »,a, = a, — a, erreicht hat, setzen wir 
fiir den nun noch zu durchlaufenden Bogen, dessen Griésse a, ist, den 
Nullpunkt des rollenden Kreises ausser Wirksamkeit. Verlegen wir 
zugleich den Anfangspunkt des rollenden Kreises, und zwar in den 
nunmehr ersten Punkt seines Sehnenpolygons, so sind die Eckpunkte 
mit 0, a,,...(m—1) a, zu bezeichnen; mit dem letzten beriihrt er den 
Anfangspunkt des noch fehlenden Bogens, den Endpunkt desselben, 
d. h, den Nullpunkt des festen Kreises, trifft er also mit dem Punkte 
ma,. Mithin ist zuletzt die Stellung des Kreises a, und die Zahl und 
Lage der auf ihm markirten Punkte wieder dieselbe wie sie Anfangs war. 

Daher kann man das Punktsystem auf dem Kreise a) auch 
folgendermassen erhalten. Nachdem dem Kreise a, das Sehnenpolygon 
0,d,..., ma, eingeschrieben, setzt man ihn mit dem vorletzten Eck- 
punkt, (m — 1)a,, auf den Punkt — a, des festen Kreises, rollt ihn 
nach der positiven Seite desselben hin, bis er zum Ausgangspunkte (—a,) 
zuriickkehrt, der nun von dem letzten Eckpunkt, ma,, getroffen wird. 

Hieraus ist klar, dass sich jetzt auf dem Kreise a, nur solche 
Abstiinde benachbarter Punkte vorfinden, die auch auf dem Kreise a, 
vorkommen, 

Wir wollen nun annehmen, dass die Zahl m der Eckpunkte nicht 
ganz willkiirlich sei, dass vielmehr der Kreis a, seine Kintheilung 
selbst in der betrachteten Weise durch einen rollenden Kreis a, 
erhalten habe, dem ein Sehnenpolygon 0, a,, 2a,,..., m’as ein- 
geschrieben war. Dann ist das Punktsystem auf dem Kreise a, derartig, 
dass die Abstiinde benachbarter Punkte keine andern Werthe als auf dem 
Kreise a, haben. Es werden sich daher schliesslich auch auf dem Kreise 
a, nur die auf dem Kreise a, schon vorhandenen Abstiinde wieder finden. 

In dieser Weise kann man bis auf einen Kreis aj, zuriickgehn, 
auf dessen Peripherie w mal der Bogen a, abgetragen sei, so dass 
noch ein Rest, a,-1 — waa, tibrig bleibe. Dann werden auch auf den 
Kreisen @,~9, @g_3... @_,@;,@, nur die Theile a,_;— a, und a, erscheinen. 
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Dies ist auch fiir w = 0 richtig. Der Fall « = m, kann ausgeschlossen 
werden, da man, wenn er eintritt, von dem Kreise aj_; noch weiter 
zu dem rollenden Kreise a, zuriickgehn kann, dessen Punktsystem sich 
auf den Nullpunkt beschrankt. 

Hiermit ist der eine Theil der Behauptung bewicsen. 

Nehmen wir jetzt im Gegensatz zu dem vorhergehenden an, dass 
der Kreis a, sich ohne Reduction seines Punktsystems tiber den Punkt 
(—a,) des festen Kreises a, weiterbewegt, so entsteht beim niichsten 
Abrollen desselben ausser dem oben beschriebenen Punktsystem noch der 
nichstfolgende Eckpunkt auf dem Kreise a,, ausserdem aber auch der 
nichstfolgende Eckpunkt auf dem Kreise a,. Auf jedem der beiden 
Kreise wird niimlich der niichste Punkt durch den Nullpunkt des andern 
im Augenblick der Beriihrung markirt. Fiihrt daher auf dem festen 
Kreise die Fortsetzung des ihm eingeschriebenen Polygons auf einen 
Punkt von der Linge x (zwischen — a, und a, — a,), so fiihrt die 
Fortsetzung des dem rollenden Kreise eingeschriebenen Polygons auf 
einen Punkt von der Liinge (—2), und es kommen die Punkte 
(—2a)...0 des letzteren mit denen der Strecke 0... des ersteren 
zur Deckung. 

Nach der iiber m gemachten Annahme liegt die auf dem Kreise 
a, in positiver Richtung gemessene Entfernung von ma, bis zum 
Nullpunkt in den Grenzen a, und a, + a,, ferner ist die in gleicher 
Richtung gemessene Entfernung von ma, bis (— 2) gleich a,, folglich 
muss die Entfernung von (— x) bis zum Nullpunkt, d. h. die “Grésse 
x, in den Grenzen a, — a@,... 4, liegen, oder die Liinge des niichsten 
Punktes, der bei Fortsetzung des dem Kreise a, einbeschriebenen Polygons 
entsteht, ist grésser als — a, und kleiner als a, — ay. 

Hieraus folgt nun wieder, dass man bei Fortsetzung des dem 
Kreise a, eingeschriebenen Polygons zu einem Punkte gelangt, dessen 
Linge + 2% ist und dass dieselbe zwischen den Grenzen — a, und 
a, — a, eingeschlossen ist, 

Durch Wiederholung dieser Schliisse ergiebt sich endlich fiir den 
Kreis aj», dass der nichste Eckpunkt seines Sehnenpolygons der 
Punkt (— 1)*-*x zwischen — a, und aj_; — ay ist. 

Fiir den folgenden Kreis a, ergiebt sich nur, dass der niichste 
KEckpunkt seines Polygons (—1)—'z ist, es ist dies aber der Endpunkt 
eines aus « + 1 Sehnen bestehenden Polygons, der an sich ebensogut 
mit (u + 1)a, als mit — (az-1— (u+1)a,) zu bezeichnen wiire. Die 
Entscheidung ist zu Gunsten des letztern Werthes zu treffen, weil nur 
dieser, der letzten Grenzbestimmung entsprechend, zwischen a, und 
— (aj-1— a) liegt. Demnach ist 

“r= (— 1)4 (42-1 —(u-+ 1) aa) 
die Liinge des niichsten Punktes auf dem Kreise a). 
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Nachdem also der Umfang von a, in Theile von der Grosse ag_; —waa 
und a, zerfallen war, wo w eine der Zahlen 0, 1, ...(m,— 1), entsteht 
ein neuer Theil am Nullpunkt gleich a,;—(u-+-1)a,, d. bh. gleich der 
Differenz der bisherigen. Diese Theile werden am einfachsten als Bestand- 
theile des Kreises a,_, betrachtet, wenn sie ihrer Grésse nach verglichen 
werden sollen. Es zeigt sich, dass nur fiir u + 1 = », der entstandene 
Theil kleiner als die bisherigen, namlich = a4,, wird, folglich sind die 
Minima der absoluten Werthe von ga, — pay durch aa,; (4 = 0, 1, 2,...) 
dargestellt. 


§ 3. 
Independente Construction der Eckpunkte. Die Siatze tiber Naiherungs- 
werthe eines Kettenbruchs. 


Ist das Sehnenpolygon in dem Kreise a, beliebig weit fortge- 
schritten, so wollen wir fiir jeden der dann gerade vorhandenen 
Abstiinde benachbarter Eckpunkte eine bestimmte Richtung festsetzen. 
Ist der betreffende Theil von der Grésse az. — uaa (u < ma), 80 
denken wir uns denselben liings der Peripherie verschoben, bis er mit 
dem zuerst am Nullpunkt entstandenen Theile von gleicher Grésse aus 
der Reihe (I) zusammenfallt. Er erstreckt sich dann vom Nullpunkt 
nach der positiven oder negativen Seite, je nachdem A gerade oder 
ungerade ist. Der in den Nullpunkt geriickte Punkt soll als Anfangs- 
punkt, der andere als Endpunkt des Theiles auch dann noch gelten, 
wenn dieser seine natiirliche Stellung wieder eingenommen hat. 

Nunmehr lisst sich leicht die fortschreitende Entwicklung des 
Punktsystems auf dem Kreise a, verfolgen. Wir nehmen an, derselbe 
sei bereits in Theile von der Grésse aj_, und ay, zerlegt. Da dann 
durch die niichste Sehne der Eckpunkt (— 1)* (az_-1 — a) entstehen 
wiirde, zu dem vom Anfangspunkt aus (Nj, + N,) Sehnen fiihren, so 
besteht das Polygon erst aus (N,,--N,—1) Sehnen. Wiichst nun die 
Anzahl derselben auf g, so kann man setzen g = q’ + N;, und es liegt 
der Endpunkt der letzten in der Niihe des zu der Nummer q’ gehéren- 
den friiheren Punktes, er ist gegen diesen um (— 1)*—! ag verschoben. 
Es kénnen aber nicht alle friiheren Punkte diese Verschiebung er- 
leiden, nimlich diejenigen nicht, welche dadurch mit schon vorhan- 
denen Punkten zusammenfallen wiirden, weil sich ja dann das Polygon 
schlésse. Folglich werden zuniichst nur Theile von der Grésse a1 
durch Einschaltung der neuen Punkte weiter zerlegt, wobei a, auf dem 
Theile aj; von dessen Endpunkt her abgetragen wird. Erst wenn 
dies auf jedem Theile a,_; einmal geschehen ist, kann auf einem von 
ihnen zum zweiten Male von seinem Endpunkt her die Strecke a, ab- 
getragen werden. Denn es darf der Theil a; — 2a,-, erst dann auf- 
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treten, wenn die ganze Peripherie in a, und a, — aj_, zerlegt ist. 
Es wird nun weiter a, zum 2', 3, ...m,' Male von jedem der 
Theile a,_, weggenommen, so dass schliesslich nur der Rest aj4: tibrig 
bleibt. Dieser tritt zuerst am Nullpunkt auf und ist tiberall erreicht, 
wenn die Seitenzahl gleich N, + Nzii — 1 geworden ist. 

Es mégen als erstes, zweites,... A's Polygon diejenigen Punkt- 
systeme bezeichnet werden, welche den Kreis a, in die Intervalle a, und 
@,, resp. @ und a,,... a, und a4, eintheilen. Ist das erste Polygon 
vollendet, so erhilt man das zweite, indem man in jeden Theil a, vom 
Endpunkt aus Strecken von der Grésse a, midglichst oft eintriigt. 
Man erhalt dann das dritte, indem man jeden Theil a, von seinem 
Endpunkt aus wiederholt um a, verkiirzt. In Bezug auf den Kreis ist 
die Richtung, in welcher die Theile abgetragen werden, bald die 
positive, bald die negative. 

Wir sind daher jetzt im Stande, das Punktsystem fiir ein gewisses 
Gebiet des Kreises bis zu beliebiger Dichtigkeit gesondert herzustellen, 
d. h. ohne Vermittelung der auf dem iibrigen Kreise belegenen Eck- 
punkte. Soll z. B. entschieden werden, ob ein gegebener Punkt « ein 
Eckpunkt des gehérig weit fortgesetzten Polygons werden kann, so 
bestimmt man zuerst das Intervall a, oder a, des ersten Polygons, in 
welchem « liegt. Das Intervall a, wiirde mittelst des 2'", das Intervall 
a, mittelst des dritten Polygons weiter getheilt, und so ¢ in immer 
engere Grenzen eingeschlossen, von denen schliesslich eine mit ¢ zu- 
sammenfallen miisste, wenn die oben gestellte Frage bejaht werden 
sollte. Trifft es sich, dass die Intervalle, in welche ¢ eingeschlossen 
wird, der Reihe nach a,, a, a,...sind, so findet die Annaherung 
an ¢ abwechselnd von der positiven und von der negativen Seite statt. 

Wir werden jetzt auf einige Beziehungen eingehen, die darauf 
beruhen, dass der Kreisumfang immer gleich der Summe seiner 
Theile ist. 

Zerfallt der Kreis in die Theile a, und a, + a,4:, so wiirde die 
nichste Sehne des eingeschriebenen Polygons auf das Intervall aj+, 
am Nullpunkt fihren. Da dieses durch Nj,,, Sehnen erreicht wird, 
so bestand in dem angegebenen Zeitpunkt das Polygon nur aus 
(Nii: — 1) Sehnen, deren Endpunkte zusammen mit dem Nullpunkt 
ein System von 4,4; Punkten, also auch ebensoviel Intervalle ergeben. 
Wiiren letztere gleich, so wiire a, : N24, ihr Werth, da sie aber ungleich 


: ° ° . . . a, 
und die kleineren von ihnen gleich aa sind, so ist aa <<--"-- 


Nun ist 


Nia, == Za, + (— 1) a 


also x 
Pe. 2 ya 2 
a= Hy % + (—1)* a 
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folglich wird der Werth von a, fiir a, als Einheit durch den Bruch 


x bis auf den Fehler oa ausgedrtickt, welcher nach dem vorher- 
1 1 

NNass NV}? 

Setzt man das obige aus Nj; Punkten bestehende System weiter 
fort, so wird jeder gréssere Theil (a,-++-a@a41) in a und 4, zerlegt, so 
dass, wenn die Kintheilung des Kreises in ag und a4; vollendet ist, sich 
der Theil a, so oft findet, als vorher tiberhaupt Theile vorhanden 
waren, niimlich N2,, mal. Die tbrigen Theile sind von der Grosse aa41. 
Wieviel ihrer sind, ergiebt sich aus der Gesammtzahl aller Theile. 
Diese ist, da die nachste Sehne den Punkt (a@,— aj) erreichen miisste, 
gleich N,-+ Niji. Folglich ist N, die Anzahl der kleineren Theile, 


und man hat 


gehenden < , insonderheit < ist. 


ay = Nour Ga + Na aass 
oder 


ay G44 


A , rr 
Hier bedeuten die Glieder der rechten Seite die absoluten Werthe 


Z Z 
der Fehler, die man begeht, wenn man “' durch —*, resp. <*} 
ay N, Naas 
ersetzt, denn es ist 


n 


a Z a 2, 
_ (—1/ (a, = x, ay), oO (— 1+ (a, — yO a) 


Na41 Ny 


Fiihrt man die Naiherungswerthe selbst ein, so wird 
. ee ae ). 
@) ria OV GEO 
Jetzt sei das Sehnenpolygon bis zur Erreichung des Punktes 
a@j—1 — waa fortgesetzt, wozu Nj, + uN, Sehnen erforderlich sind. 
Denken wir uns, dass a, seinen Werth stetig wachsen oder abnehmen 
lasse, so werden die Eckpunkte ihre Abstinde auf dem Kreise ver- 
findern, ihre Reihenfolge aber anfangs beibehalten. Die Theile a,, 
@,— "a3, @,—pea,--- werden in entgegengesetztem, dagegen 
a, — #_, G3, a, — wa,--- in gleichem Sinne wie a, sich andern. 
Man kann daher den Sinn der Aenderung von a, so bestimmen, dass 
a@_1 — wa, stetig zu 0 abnimmt. Ist dies erreicht, so schliesst sich 
das Polygon, jede Ecke kann nun als Anfangspunkt betrachtet werden, 
alle Abstinde sind — a,, ihre Anzahl — Nj,+4N,. Geht man zu 
der urspriinglichen Gestalt des ungeschlossenen Polygons zuriick, so 
findet sich auf dem Kreise immer noch (Nj-1-+wN,) mal der Abstand 
aa, doch ausserdem als Zwischenraum eine gewisse Anzahl von Malen 
der Theil (a,-1—a,). Verwandelt man w in w+ 1, so wichst das 





202 Koprpe. 


aus den Intervallen a, zusammengesetzte Gebiet der Peripherie um 
Nia, das Ergiinzungsgebiet muss um ebensoviel abnehmen, also muss 
N; die Anzahl der eben erwahnten Zwischenriume sein. Folglich ist 


dy = (Na-r+u Na)aa + Ni (a1 — waz). 
Setzt man zur Abkiirzung 
Nar + UN = Nay Arte mM—Zau3y ai — wag — ary, 


so wird 


a= Niu aa + Nidan; 


Es ist aber 


oder 
a) 
1 y~ 2 


Miu 


so dass die rechte Seite der obigen Gleichung aus den Fehlern der 


Zi u 


Z 
4 und -—— besteht. Setzt man fiir die Differenz 
4 ue 


Niherungswerthe — 


4, 
der Fehler die Differenz der Niherungswerthe selbst, so wird: 


¢ 1 oe is 2; Zin 
®) my, "(Ge 


Wenn man in der Gleichung, die a, durch a, und aj, ausdriickt, 
den Theil a, gleich der Differenz von a, und @j,,+4: setzt, so nimmt 
sie die Form an 

A= Na, w+ Gn = Ni A, +1 
welche weiter auf 
(3) + — == (— 1)! (a ~ et) 
Niu Na, ui Ni, ut Niu 


fiihrt. Die in dieser Formel vorkommenden beiden Niiherungswerthe 
liegen auf derselben Seite des wahren Werthes, wihrend sie in den 
beiden vorhergehenden Formeln ihn einschlossen. 


§ 4. 
Die grésste in einem Vielfachen von a,:a, enthaltene ganze Zahl. 


Wir wenden uns nun zu der Aufgabe, das grésste in q- a, ent- 
haltene Vielfache von a, zu bestimmen, wenn g eine gegebene ganze 
Zah! ist. Dasselbe sei p - a), so dass 


qa,=—pa,+eé (¢ < a). 
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Man bestimme einen solchen Index 4, dass 
N<q< Mt Mau, 


was immer auf eine oder zwei Arten méglich ist. Dann wird der 
Eckpunkt des Sehnenpolygons, welcher qa, darstellt, spiter erreicht 
als der Punkt + a,, zu welchem Nj, Sehnen fihren. Bei der Fort- 
setzung des Polygons iiber (-+- a) hinaus ist die erste Ecke, die 
zwischen (-+-a,) und den Nullpunkt fallt, gegeben durch +-(a2— aa4:), 
zu dieser gehéren N, + Nj4, Sehnen. Folglich liegt der Punkt ga, 
ausserhalb der Strecke 0 - - - + ay. 


Es sei 
q=M+q; 


ga,=pa+ é (& <a); 


ferner 


dann folgt aus 
qa, — Nua, = ga, 
die Gleichung 
pa + & — Z,a, + (—1lfa =—pa + &. 
Ist A ungerade, so ist «> a,, also 0 < ¢+(—1l/ a < a, es 
bestehen daher beide Seiten aus einem Vielfachen von a, und einem 
Reste, der <a, ist. Die gesonderte Gleichsetzung beider Theile 


ergiebt 
p=Aty, s—(—1Hat+¢. 

Ist 4 gerade, so erreicht man, vom Nullpunkt aus den Kreis a, 
in positiver Richtung durchlaufend, zuerst den Punkt ¢, dann den 
Punkt (— aj), also ist ¢-+ a,< a), man gelangt daher auch hier 
durch Zerlegung der Gleichung zu dem obigen Resultat. 

Die Aufgabe ist also von dem gegebenen Werthe von gq auf einen 
kleineren g’ > 1 zuriickgefiihrt. Mit g kann man dieselbe Reduction 
vornehmen 

C—=Mte vp —Ate", & =(—1yHay +e’, 
wo # <A sein wird. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt 
man schliesslich auf qg—=1=—N,, dann ist p= O=—=Z,, e=—a,. 
Ks wird dann 


G= Mit Nut tM; PHAtAat: +4; 
= (—1)Ha + (—IeHa, +--+ a. 
Ist q selbst oder einer der Werthe q’, g’,--+- gleich einem 
Niherungsnenner N,, so ist es nicht ndthig, das Verfahren weiter 
fortzusetzen, denn aus ga, = Z, a, + (—1)"t'a, folgt, wenn wu 
ungerade: 
p= Z,. &= A, 

wenn @ gerade: 


p=Z, —1, & =a) — a. 
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Indem man dies benutzt, laisst sich an Stelle des obigen allgemeinen 
Verfahrens die folgende bestimmte Vorschrift setzen: 

Man dividirt qg durch den gréssten Naherungsnenner Nj, der < g 
ist, der Quotient sei h,. Den Rest dividirt man durch N3_1, der 
Quotient sei h,,. In dieser Weise faihrt man fort, bis nach Division 
durch einen Niaherungsnenner N,,, spatestens N,, der Rest 0 erscheint. 
Dann ist 

q= ha Ni ot ha—1 Nia-1 a eee -{- hu Nu 

@B=—hZ, + has Za-1 +++ + huZus 

é = (—1)*4hygag + (— 1) ha-raan +--+ + (— 1) hey, 

qa, = Da,+ €. 


Ist w ungerade, so wird p= @, ist w gerade, so wird p= @ — 1. 
Es sei a, = 268, a, = 117, g = 258 





0; 1 2.438 4 





268| 117 34 15 4 





2 3 





1 7 


0 16 55 71 268 








q=3-71+ 45, 45—2-16+4 13, 13 =1-74+6, 6=—3.-2, 
q=3-N,+0-N,4+2-N,+1-N,+3-N,+0-N, 
= (0,3,1,2,...0,3](N). 
Die in eckigen Klammern stehenden Zahlen sind als Coefficienten von 
N,, N,, N;,--+ zu betrachten. Entsprechend sollen lineare homogene 
Functionen von Z,, Z,, Z,, +++ sowie von a, —d,, G3, —@,,--- 
durch Angabe ihrer Coefficienten unter Hinzufiigung des Symbols (Z) 
resp. (+ a) abgekiirzt bezeichnet werden. Damit ist 
w = (0,8, 1, 2, 0, 8)(Z) = 0-2,4+382,4+4%4+22,40443% 
= 113 
und 
; p=o —1—112 
weil in [0, 3, 1, 2,0, 3] der erste nicht verschwindende Coefficient an 
gerader Stelle steht. In der That wird 
é = [0, 3, 1, 2, 0, 3] (+a) = 0-a, — 3a, + a, — 2a, + Oa, — 3a, 
= — 98, 
qa, = 113 - a, — 98 
= 112 - a, + 170. 
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In dem dargestellten Verfahren bildete die Betrachtung der Punkte 
(-+-a,), in welchen der absolute Betrag von ga, — pay seine kleinsten 
Werthe annimmt, die Grundlage. Ein anderer Weg fiihrt tiber die- 
jenigen Punkte, in welchen die positiven Werthe von qa, — pa, der 
Reihe nach kleiner werden als fiir kleinere Werthe von g. Diese Punkte 
sind die der oberen Reihe des Systems (I), niimlich 


Ay, A2,u) 3, 44,4, 4,°°* (=K). 

Die zugehérige Sehnenzahl sowie die Zahl der zuriickgelegten vollen 
Kreisumfinge sind: 

N,, N32, u; N;,; Niu, N; Sas = V;), 

4; 23, Zs; Ban Z; ith ita (= Ui). 
Die Glieder dieser drei Reihen werden wir fortlaufend von 1 an numeriren 
und resp. mit K, V, U bezeichnen. 

Zu gegebenem q liisst sich der Index 4 eindeutig aus der Be- 


dingung 
_ Vixg< Vays 


bestimmen, Der zu qa, gehdérende Punkt ¢ des Sehnenpolygons liegt 
dann jedenfalls nicht innerhalb der Strecke 0 --- Kz, denn der niichste 
positive Abstand eines Eckpunktes vom Nullpunkt, der kleiner wire 
als Ky, ist Kj4: und wird erst durch Vz,, Sehnen erreicht. Ist 
q=Nn+d, 
so folgt aus ga, — Via, = qa, die Gleichung: 
pa, + — Uija,— Ki=—p'a,+ é. 
Hier darf man die mit a, multiplicirten und die tibrigen Glieder fiir 


sich einander gleich setzen, so dass 


p=Vi+p, e=K,+¢. 


Damit ist die Bestimmung von p aus qg auf diejenige von p’ aus 
q zuriickgefihrt. Hieraus ergiebt sich folgende Vorschrift: 

Man dividire g durch den gréssten Niherungsnenner V;, der <q 
ist, der Quotient sei ¢,, dann dividire man den Rest durch Vj,_,, der 
Quotient sei &_,, u. s.w., bis man den Rest 0 erhilt. Dadurch wird: 


q=tV,+bhVe+---+4initan 
=[t,%,-° *, &](V). 
Dann ist 
p=t,U, + %U,+++-+4aNi1+hUi 
= [t,, lays %](U), 
e=t K,+4,.K,+---+4iKi + 4K 
= (t,t, °° -, )(K). 


Mathematische Annalen, X XIX. 
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Fiir das obige Beispiel ergiebt sich 





1 3 5 7 


117 8 49 15 11 73 2 «21 ~«~0 





0 1 2 8 #10 17 24 5 8 117 





s| | my 





1 3 5 7 2 39 55 126 197 268 


Die mit 1, 3, 5 tiberschriebenen Columnen sind aus dem vorigen fiir 
a, Z, N geltenden Schema entnommen. Die Zwischenglieder sind 
nach Differenzen eingeschaltet, welche durch die nicht tibernommenen 
Columnen angegeben werden. 


q = 208 = 1974+ 554+ 5+4 1=—[1; 0, 1, 0; 0, 0,1; 0, 1](V), 
S=—p=— [1; 0, Oo. G0, 4: & 1](U) = 112, 
é=(1; 0,1,0; 0,0,1; 90, 1](K) = 170, 
q:a, = 112a, + 170. 


Wir wollen hieran eine Betrachtung schliessen tiber den Bereich 
der Werthe, welche die Coefficienten ¢,, ¢,,---, ¢ annehmen kénnen. 
Aus der Reihe V ergiebt sich, dass irgend ein Glied, Vz, in dem 
nichst grésseren V,,; mindestens 1 mal, daher allgemein 1,-+-1 mal, 
enthalten ist, und dass der Ueberschuss von Vj,, iiber das grésste 
in ihm enthaltene Vielfache von V, mit der Differenz des letzteren 
Gliedes und des niachst kleineren, V,_,, tibereinstimmt. Fiir 

Vi=N, N,+N, N,+2N,--- N,+(n,—1)N, N; N3+N,:-- 
wird 
™% = Nn, 0 0 oe 0 Ns 0 


nimlich fiir V = N, wird tr = n,, fiir die intermediiren Glieder wird 
t=. Es ist also 


Vas — (atl) V= Vi— Vi 


oder 

Via — Va Va + (Vi— Vas) 
ebenso 

Va — Vay = tan Va-1 + (Va-1— Va-sz) 
endlich 

V,.—V, =—t,J, 
woraus 


Mi—-w=an+uivit::-+47;,, 
Vi41 ~— [t,, T2, "t+, Ta—1, T + 1](V). 


Ist nun g < Vi4; und ergiebt sich bei der Division von q durch 
V, fiir 4 der Maximalwerth (r,-++-1), so ist der Rest << Vé— Vz_1, 
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in diesem ist daher V,_; héchstens t,_, mal enthalten. Im allgemeinen 
ist dagegen ein Rest nur < V;, und kann fiir &_, den Werth m_, + 1 
erforderlich machen. 

Hat dann &_, den gréssten ihm nach dem vorigen gestatteten 
Werth, d. h. je nach den Umstinden 1,_,; oder r,_; + 1, so ist der 
groésste Werth von f_2 gleich tz 2, anderen Falles ist (t,-2-+1) das 
Maximum von _». 

Hat tiberhaupt der Coefficient ¢,, den gréssten der Werthe, die er 
nach der Beschaffenheit von tu41,- ++, tas, t’ annehmen kann, so ist 
das Maximum von ¢,-; um 1 kleiner als das absolute Maximum. 

Hieraus ergiebt sich, dass der Bereich der Coefficienten [,, ¢,,---] 
aus dem Gebiet 4,0, 1--- 1, ohne Einschrinkung besteht, dass 
aber i, = 1, -+ 1 nur bedingungsweise zulissig ist. Es sei ¢, von der 
rechten Seite aus der erste Coefficient, dessen Werth das absolute 
Maximum +t, -+ 1 ist. Hat dann auch ¢,-; seinen gréssten Werth 
T, 1, 80 ist das Maximum von ¢,-» gleich ¢,-2: u.s.w. Es sei ¢, von 
diesen Coefficienten der erste, dessen Werth kleiner als das relative 
Maximum t, sei. Dann hat der Coefficient ¢,_, als gréssten Werth 
das absolute Maximum t,_;-+ 1, und wenn er unterhalb desselben 
bleibt, so iibertriigt er auf seinen Nachbar die Méglichkeit, das absolute 
Maximum zu erreichen. 

Ist also ¢, der erste Coefficient links von ¢,, der wieder den absolut 
gréssten seiner Werthe wirklich annimmt, so muss zwischen ¢, und 
t, mindestens ein Coefficient ¢, existiren, der < t, ist. 

Soll diese nothwendige Bedingung zu einer hinreichenden erginzt 
werden, so hat man noch festzusetzen, dass fiir ¢, das absolute Maximum 
auf die Zahl r,, das relative auf tr, — 1, beschrankt wird, also beide 
um eine Kinheit verkleinert werden. Ist man nimlich bei der Dar- 
stellung von qg bis auf einen Rest g’ < V, resp. V,— V, gekommen, 
so ist derselbe mindestens um 1 kleiner als diese Grenzen, also wird, 
da V; =1,q¢<V,— V,, resp. V, —2V,, und es kann gq’ mittelst 
der Coefficienten t, — 1, resp. t, — 2 erschdpft werden. 

Will man von der Darstellung der Zahl q durch [#, ¢,---](V) zu 
derjenigen von g — 1 tibergehen, so hat man im allgemeinen nur den 
ersten Coefficienten ¢, um eine Einheit zu vermindern. Ist derselbe 0, 
so sei ¢, der erste Coefficient, welcher nicht verschwindet, so dass: 


qg=([0,0,---,0,& +>: 4\(V), 
dann ist auch 
Q = [TT °°) Teal, Gu — I, bagi, - ++, &)(V), 
folglich 


q Da [t,~ 1,0, +++ tea fl, &—, bugs, +++, &l(V). 
14* 
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Dieser Ausdruck hat wieder die Normalform, wenn der erste fiir q 
dieselbe hatte. 

Man kann endlich noch zur Bestimmung der Zahl p ausser den 
bis jetzt entwickelten Methoden die Reihe der Punkte benutzen, in 
denen ga, — pa, bei negativem Werthe sich der Null stirker als fiir 
alle vorhergegangenen Werthe von q annihert. Die absoluten Werthe 
dieser Minima sind durch die untere Reihe von (I) dargestellt, niimlich 


1,4) Ay, M3,u My, A5,u *** (=k). 


Dazu gehért als Sehnenzahl und als Zahl der nahezu erfiillten vollen 
Kreisumfinge 

Miu; N,, Ns,u, N,, Ns,us +: (=v), 

Zi,u 2; 23,9 Z;; Z5,u eee (=,). 


Die Glieder dieser Reihen bezeichnen wir mit k, v, w und numeriren 
sie fortlaufend von 1 an. Das dem vorigen vollstindig analoge Ver- 
fahren ftiihrt auf die kleinste ganze Zahl @, welche grésser als qa, :d) 
ist, so dass p= @ —1 wird. Die Berechnung des obigen Beispiels 
diene zur Erlauterung. 


wi 1 1 . ¢' 3 31 31+ 117m 





vo|o|1 2 9 16 71 7142688 


q = 258 = 3-71+2-164+1-9+2-2 
= [0, 2; 1, 2; 3](v), 
@ =} wre = 2; 1, en bag 
= [0, 2; 1, 2; 3](—k) = — 98, 


q: a, = 113a, — 98. 


Die beiden letzten Methoden, mittelst der Reihe (K,) das niichst 
kleinere Vielfache pa, oder mittelst der Reihe (k,) das nichst gréssere 
(p+ l)a, zu bestimmen, lassen sich beliebig combiniren. Man reducirt ¢ 
zuniichst mittelst der Reihe (V,) auf einen gewissen Werth gq’, diesen 
mitielst der Reihe v auf g”, u. s. f., bis man zu 0 gelangt. Wie g 
aus den angewandten Gliedern der Reihen (V) und (v), so lisst sich 
@ aus den entsprechenden Gliedern (U) und (w) zusammensetzen. Ob 
@ als p oder als p+1 aufzufassen ist, hiingt davon ab, ob das zuletzt 
benutzte Glied der ersten oder zweiten Reihe angehorte. 

Bestimmt man die Zahl p mittelst der Reihen N,, N,, N;,-- 
und Z,, Z,, Z,, +++ nach dem zuerst angegebenen Verfahren, so werden 
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diese Reihen nur bis zu dem Index 4 benutzt, wenn g < Nay, ist. 

Demnach bleibt p ungeiindert, wenn man unter Beibehaltung von 

Ny, Ma,***,% die Grésse a, zu 0 abnehmen Jisst. Dann folgt aus 
2, 


der Gleichung N,a, = Z,a, — (— 1)*aa, dass at =-y geworden 
0 a 
ist. Man kann also, indem man a, als Einheit ansieht, die Grosse a, 
Z Z. : 
resp. durch N, Y, ,: ++ ersetzen, wenn q resp. < N,, N;, --- ist. 


Z l 
D in n — 
a yy von — 


° — 2 . e ° 
um weniger als N,~ verschieden ist, so wird 
Ke 0 


Z 

q: at durch g y mit einem Fehler < 1 ausgedriickt, wenn man uw 
0 “lu “a 

nur so gross wihlt, dass N, > Pq. Wenngleich hierdurch nicht be- 


“4 
N,, 


halten, so wird dieser Fall doch sehr hiufig eintreten. Es empfiehlt sich 


dingt wird, dass die Zahlen qg 





und g aL gleich viel Ganze ent- 


Z 
daher, die grésste in g- 57~ enthaltene ganze Zahl, zugleich aber auch 
Ke 
Z : 
a + enthaltene bestimmen. Erhilt man nach einer 
a+l 
der angegebenen Methoden fiir beide denselben Werth, so hat man 
damit auch die Aufgabe fiir q - a, geldst. 


die grésste in g 





Es sei z. B. /2 auf 3 Decimalstellen, ohne Abrundung der letzten, 
zu bestimmen. Fiir a, = 1, a, = /2 —1 erhilt man: 


aya 


be | 


| ig hs ag ee ag 10 
wiGS2?3.3:¢%3 2 = 
Z'0 12 5 12 29 7 169 408 985 


Ni 1 2 5 12 29 70 169 408 985 





2378 





Da q = 1000, so ist N, = 70 > /q. Man bestimme daher die grésste 
29 
70° 


1000 = 14-70 + 12+542+41, 
p=14-2994+ 5424140—414. 


in qg: & enthaltene ganze Zahl fiir 7 = 


Dasselbe Verfahren, angewandt auf 7 = ei ergiebt 


1000 = 5- 169 + 2-704 124241, 
p=5- 0+4+2-294+ 54140—414. 
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Folglich ist #2 — 1 = 0,414. In der That hitte sich auch fir z—a, 


ergeben 
1000 = 985 + 124+2+41, 
p=408+ 54+1+0=— 414. 


g 5. 


Die durch Naherungsbriiche von gegebenem Nenner erreichbare 


Genauigkeit. 
Aus der Gleichung 
Via, => Udy a. RK, 


U, K, 
Vy ay = a . 


folgt 


Mit wachsendem 4 nimmt K, ab und V, zu, folglich nahern sich die 


U 
Briiche ~ wachsend dem Werthe a 
a 0 


Aus der Gleichung 
vad, = ma, — hy 
folgt entsprechend 
UW) ky 


“hay =a, + 
0 1 P 
v v2 


so dass die Briiche 2 sich abnehmend dem Werthe a nahern. 
a 0 


Wir kénnen daher CS als die Reihe der zunehmenden, (*) als 


V 


die der abnehmenden Niherungsbriiche bezeichnen, wahrend (>) die 


Reihe der Hauptniherungsbriiche bilde. 


Stellt man die Werthe der Briiche auf einer Abscissenaxe dar, so 


erhalt man folgende Reihe von Punkten 


U, OU, ay Up % / 
(0) v, Ve cee = cee * " (00) 


und wenn man den Anfangspunkt in den Punkt mit der Abscisse 


a, 
— verlegt: 
& gt 


oman. ve: Se 

V2 Vy Vg Y% 
DD) « 
In der Reihe +, 2, 3 
q q qd 


welche den Werth <a einschliessen, Aus der Gleichung ga,=pa,+é¢ 
‘0 
folgt, dass dies die Briiche > und prt sind. Zihler und Nenner 


des ersten sind als lineare Functionen von (U;) und (V;), des letzteren 
als solehe von (u,) und (v,) dargestellt, 





~ +++ giebt es zwei benachbarte Briiche, 
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Ist nimlich gq < V,, so ist folgendes der dem Verhiiltniss a, : a, 
abwiarts benachbarte Bruch vom Nenner q: 
p [heal ) 
q Th te. ++ 44] (V) 
Dieser stellt den wahren Werth mit dem Fehler dar 


ont ee. 
" [tte Qa] (V) 





Unter den Coefficienten ¢ kénnen auch solche vom Werthe 0 vor- 
kommen, es sei daher ¢, der erste, ts der letzte von denen, die von 0 
verschieden sind, so dass 


7= ty Ky + toys Kyiit:: “+t, Ky 
te Vat boys Vou T° Eig? B 


Denkt man sich die Masse ¢ in dem Punkte, dessen Coordinaten 
(Ka, V2) sind, fir A—a,a-+1---8, so sind Zihler und Nenner 
von 7 die Coordinaten des Schwerpunkts dieser Punkte. Hieraus erkennt 
man, dass 9 = dem gréssten und dem kleinsten der Briiche 


K, Kati 1 











as ° liegt, folglich > und um so mehr > v2 

ist. Reducirt oa ‘die Reihe der Coefficienten ¢ auf ein Glied ¢,, so 
, t,K, 

wird 4 = ia v. fiir g = ta Va << Vays 


Ist also der gegebene Nenner g kleiner als V, so ist der Fehler 


des Bruches 2 i welcher dem Verhiiltniss a,:a) abwirts benachbart 


ist, > - , diese Grésse selbst ist das Minimum des Fehlers. Ist 


daher pe Unterschied zwischen irgend einem abwirts benachbarten 





—, so muss der Nenner 


K;, 
Bruche und dem wahren Werthe kleiner als y 
as 
q desselben > V, sein. 
Hieraus geht hervor, dass ebenso wie die Reihe K,, K,... die 


Minima der positiven Werthe angiebt, deren der Ausdruck 
& = GA, — Pay < Ay 


fiir wachsende q fahig ist, so die Reihe 3 ‘ 7 , +++ vollzihlig die 
i 


Minima der positiven Werthe angiebt, welche 7 — a, (4 - 2) < > fiir 
0 

wachsendes g annimmt. Jedoch besteht ein Unterschied in folgendem: 

Die Grésse ¢ wird einen solchen Werth, der kleiner war als ihre bis- 

herigen Werthe, fernerhin nicht noch einmal annehmen, da sonst das 

Sehnenpolygon sich schlésse, dagegen kann y zu einem Werthe, der 





) 
] 
] 
' 
i] 
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fir g = Vj,_, ein Minimum war, fiir g = ¢V,_, zuriickkehren, wenn 
t Va_s < V; ist. 

Die oben erwihnte Reihe von Massenpunkten (K,, V;), (K,, V,),... 
liegt auf einer gebrochenen Linie, deren Eckpunkte (a,, N,), (a3, N3)... 
sind, wihrend auf ihren geradlinigen Theilen die intermediiren Werthe 
(dou, Neu), resp. (41x, Ns.) durch fiquidistante Punkte dargestellt 
sind. Die Neigungswinkel ihrer einzelnen Theile haben die Tangenten 
Ay ay 
Nz’ Ny 
gegen den Nullpunkt convex ist. Im Allgemeinen sind den Kck- 
punkten Massen < »,, ”,, ”;,... zuzuschreiben, wihrend die Zwischen- 
punkte die Masse 0 haben, es kénnen jedoch, unter gewissen oben 
niher angegebenen Bedingungen, simmtliche Punkte dieses Maass um 
1 iiberschreiten. 

Man kénnte noch eine andere Reihe von Massenpunkten (U,, V;,), 
(U,, V.)... betrachten, welche durch die wachsenden Tangenten der 
Neigungswinkel ihrer Radienvectoren die Niaherungswerthe selbst dar- 
stellten. Diese Punktreihe liegt auf einer gebrochenen Linie, deren 
Theile abnehmende Neigungswinkel haben, welche zu den Tangenten 


Z; Z. Ps ‘ ‘ . 
V. ; N. --+ gehéren. Sie hat die vom Anfangspunkt durch den Punkt 
“3 “"4 


+++, nehmen also bestiindig ab, so dass die ganze Linie 


(4,, %) gezogene Gerade zur Asymptote. Jeder abwiirts benachbarte 
) o . ° ye . . 
Bruch . lisst sich durch die Neigung eines Radiusvectors darstellen, 


welcher den Anfangspunkt mit dem Schwerpunkt einer ausgewihlten 
Punktmenge verbindet. 


Dieselben Betrachtungen lassen sich auf die Reihe (+) der ab- 


nehmenden Niiherungsbriiche anwenden. Wenn g <v,, so ist der 


: ‘ h , 
Fehler des aufwirts benachbarten Bruches py ‘ immer > — ‘.. Liegt 


u—1 


k,, —1 


daher der Fehler eines derartigen Bruches unterhalb der Grenze —“— 

“el 
so ist g>v,. Hieraus folgert man, dass ebenso wie die Gréssen 
k,, k,,... die simmtlichen Minima des Betrages der negativen Werthe 
von &¢ = qa, — (p+1)a, > — a, darstellen, so auch die Briiche 
hy ky 


a ** die simmtlichen bei wachsendem q allmiihlich auftretenden 


? 


Minima des Betrages von 7 = a, (2 _ ptt) >- darstellen. In 
der Reihe ¢ kann sich ein und derselbe Werth nicht wiederholen, in 
der Reihe » kann dagegen ein kleinster Werth vor dem Auftreten von 
noch kleineren wieder erscheinen. 

Die Grésse des Fehlers 4, sowie die des Niherungswerthes prt 


kénnte man wieder durch den Schwerpunkt gewisser Massenpunkte 
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zur Anschauung bringen, von denen irgend einer die Coordinaten 
(ka, va), resp. (wa, vz) hat. Diese Punktreihen haben wie die vorigen 
die Abscissenaxe, resp. die nach (a,, a) gehende Gerade zu Asymptoten, 
nihern sich denselben aber von der entgegengesetzten Seite. Ver- 
lingert man eine Seite der gebrochenen Linie (K, V) um eine der 
auf ihr abgetragenen Strecken, so erhalt man einen Punkt auf einer 
Seite der andern gebrochenen Linie (k, v) und umgekehrt. 


Man kann daher diese beiden Linien gleichzeitig auf folgende 
Art construiren. Die Spitze eines Dreiecks bezeichne man mit x,, die 
Endpunkte der Grundlinie mit 2 und 2. Nun verliingere man den 
einen Schenkel (2) (a,) tiber die Spitze bis zu einem Punkte zw, und 
nehme auf dem andern Schenkel einen Punkt 3 an, so dass sich an 
das erste Dreieck ein neues anfiigt, dessen Spitze x, und dessen Basis 
(w,)(3) ist. Man verlingere wieder den Schenkel (3) (x,) iiber die 
Spitze bis 2,, nehme auf dem andern einen Punkt 4 an, so dass ein 
neues Dreieck mit der Spitze #, und der Basis (#,) (4) entsteht. Indem 
man so fortfaihrt, wird abwechselnd auf der rechten und linken Seite 
des letzten Dreiecks das folgende in den Aussenwinkel an der Spitze 
eingefiigt. Die Punkte 1(—,),3,5, 7... sind dann die Eckpunkte 
der einen, die Punkte 2, 4,6 die der andern Linie. Der Punkt 4 ent- 
spricht dem Bruche Z,: Nz, der Punkt x, dem Bruche Zj49,1:Ni+2,1. 
Auf der von A und a, begrenzten Geraden liegen symmetrisch die 
Punkte aj, und (A+ 2). 

Es sei Vai <q < Va und zugleich y%-1< q< v,. Trigt man 
dann die Werthe der Briiche -, pas als Abscissen auf dieselbe Axe, 
auf der schon die zunehmenden und die abnehmenden Naherungswerthe 


> und . dargestellt sind, so liegen die zugehérigen Punkte jedenfalls 


—1 
begrenzt wird. 


. : ' ‘ Z 
Wir wollen hieraus eine lolgerung beziiglich der Hauptreihe - i 
a 


, , U, u 
ziehen, deren Glieder sich auch in den Reihen (-y ) und (2 ) finden. 
Ma 


LZ 


Z 
Ist gq < N, gegeben und gehdrt beispielsweise x der zunehmen- 
den Reihe (+) an, so ist der Fehler von . grésser als der des vor- 


, ‘ P Z 
hergehenden, also ungenaueren Gliedes dieser Reihe, -~-— 


° os “2 
so mehr ist er auch grésser als der von —~ 
a 
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Betrachtet man die abnehmende Reihe (*) , in welcher die Glieder 
vorkommen 
41 ath | Aan 
Mii? Nit, Mai’ a 





so ergiebt sich, da g kleiner als der Nenner des zweiten hier auf- 


gefiihrten Gliedes sein wird, dass der aufwirts benachbarte Bruch ptt 





Z 
nicht genauer sein kann als V,, Folglich liegt, wenn q < N;j ist, - 
weder der eine noch der andere Nachbarbruch innerhalb der Strecke 
2-1 2, , , . u 
Ces as eee « —_ ] 
_. Y, Liegt daher ein Bruch innerhalb genannter 
Strecke, so ist g > Nj. Z 
Man kann hieraus aber nicht den Schluss ziehen, dass die Reihe 1 
+ die simmtlichen Minima der absoluten Werthe von 
- 5 coe Ge oo p 1 li 
a q (< » ; 
fiir allmahlich wachsendes g ergiebt*). Sie enthilt zwar nur Minima, 
aber bei weitem nicht alle, und es liegt hierin ein wesentlicher Unter- ’ 
schied zwischen den kleinsten Werthen der Reihe 7 und denjenigen i 
der Reihe ¢ = ga, — pa,(< a). ) 
Die simmtlichen absoluten Minima von y miissen aber in den 
5 ys 
beiden Reihen der relativen Minima + und < enthalten sein. Denn 
wenn etwa ein absolutes Minimum das negative Zeichen hat, so muss . 
dasselbe auch ein relatives beziiglich aller vorangegangenen negativen f 
Werthe von » sein. Die Reihe + miisste also, wenn wirklich un- 
volistindig, durch Einschaltung aus den Reihen + und — ergiinzt 
v 
werden. 
Es sei das Sehnenpolygon im Kreise a, bis zum Punkte a, fort- 
gesetzt, der etwa auf der positiven Seite des Nullpunktes liege. Dann 
sind die nichsten ausgezeichneten Eckpunkte auf der negativen Seite 





zu finden, niimlich aa,1, @a,2 .. . @a,n,—13 diese geben aber nur relative 
Minima von ¢, da sie absolut grésser sind als der Abstand des vor- 
hergehenden Punktes a, vom Nullpunkt. Erst der nichste Punkt 
@a+41 giebt ein absolutes Minimum. Diesen Punkten gehéren Niherungs- 
briiche zu, deren Fehler folgende sind: 


hk 1 Wu 1 — BY M41 
NiiteN,? Ny’ 


N, F Mi 
*) Dieses ist von Lagrange iibersehen worden in deu Additions aux éléments 
d'algébre d’Euler, no. 19. (Oeuvres, tome VII, pag. 34). 





(u=1,2,...,m— 1). 
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Bestimmt man nun ¢ aus der Gleichung 


@_, — 8a, % 
Wa FN, Wy” 
so wird 
Z 7 (“e. —_— >) 
2 a, N, 
a, N; 
ad ; (mi = i) 
wo 
M412 Qa = 1: (Mai +1 : (Mazo +> *)) 
und 


Ni-i : Ni =1; (Ma-1 oe 1: (Ma_2 to o° -)) 
zwei von einander unabhingige echte Briiche sind. Der Werth von z 
liegt daher zwischen = (m — 1) und = (m +1). Wenn m, ungerade 


Qa 


ist = 2% + 1, so liegt 2 zwischen x und x +1, d. h. > 
a 





ist fiir 


1M 

u = grosser, fiir ~—x-+1 schon kleiner als das bisherige Fehler- 
minimum ¥, -- In diesem Falle befinden sich zwischen aj_, und da4: ° 
im Ganzen 2% Zwischenglieder, von denen die zweite Hilfte absolute 
Minima von  ergiebt. Ist m, gerade, = 2%, so liegt ¢ zwischen 


“— s und x + > und es lisst sich nicht allgemein entscheiden, 


Z 
ob schon das mittelste Zwischenglied -;”*- oder ob erst die auf dasselbe 


N,, 

folgenden intermediaren Werthe zur Reihe der absolut genauesten gehéren. 
Das folgende Beispiel, a) = 931, a, = 130, lisst alle méglichen 

Fille erkennen: 


A| 0 l 2 














: +.38 
a|931 130 21 4 «21 «0 
= Mr 2 ‘... 5 4 pm 
ghey *¢- ule Soe 
wlo 1 7 43 222 981 





Wir werden die Glieder der beiden Reihen 
k K 
1=—- > und y= > 


vereinigen und nach abnehmender absoluter Grésse ordnen. Ihre 
natiirliche Reihenfolge nach der Zeit ihres Entstehens ergiebt sich 
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aus den in der ersten Reihe stehenden Indices und ist: (0), (1), (1, w), 


(2), (2,4), (3), --. 


A O (1,1) (1,2) (1,38) 1 (1,4) (1,5) (1,6) (2,1) (2,2) (2,3) 2 
(A, ) 

k 931 S801 671 541 4i1 281 151 24 

v 0 1 2 3 i 5 6 7 

K 130 109 88 67 

V 1 8 15 22 

A 9A\ (Dh) (2 29 3 83) (3 ; 2? 3) § 

| (2,4) (2,5) (3,1) (8,2) 3 (3,3) (38,4) (41) 4 (4,2) (4,3) 5 

(A, uw) ; 

k | 17 13 9 5 i 

v 50 93 1360 «179 yoy 

K 46 2d 4 - 3 2 1 0 

V 29 36 13 265 1887 709 9st 


p 
q 
genauesten Niiherungswerthen sind daher: 


e =. a os 
Die absoluten Minima von y = a, “, ) nebst den zugehoérigen 
My 





ies 1 (1,4) (1,5) (1,6) 2 (2,4) (2,5) 3 (3,3) (3,4) 4 (4,2) (4,3) 5 
Pay 

K &k| 130 411 281 151 21 46 2 4 9 5 1 2 1 0 

,’ or 4 4 5 6 7 29 36 43 #136 «#179 222 487 709 31 

U u 0 1 1 1 1 1 5 6 19 25 31 68 99 130 

V’ wv i 1 5 6 7 #2 £436 43 #1386 «179 222 487 709 931 


" ‘. a 2 ‘ - . 
Wir haben bisher = zwischen zwei benachbarte Briiche ein- 


0 
geschlossen, deren Nenner g gegeben war. Alle hieraus erhaltenen 
Resultate lassen sich leicht darauf ausdehnen, dass man dieselbe Grosse 
zwischen zwei Nachbarbriiche von gegebenem Ziihler p einschliesst. 
Sind diese 7 und ms so liegt pa, zwischen qa, und qa, — a, 
also ist 
qa, = pa + &, (e< a;). 


Es liege p zwischen Z, und Z,+ Z,4; und es sei p=2Z,+p’. Fir p=Z, 
und q= N, wird ga, — pa, = (— 1) a; einen Werth von gleichem 
Zeichen und kleinerem Betrage kann der Ausdruck qa, — pa, erst 
fiir p = Z, + Z,4, annehmen, Man bestimme nun zu p’ eine Zahl q’, 
so dass 


qa,—pa,+e, (& <a). 











ol 


D 
hie 


di 
m 
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Dann folgt aus pa, — Z,a) = pa, die folgende Gleichung 

qa, —é@ — (Ma, + (— 1)*a) = ga, — &, 

(q — Na) a, — (€ + (— 1m) = ga, — &. 
Hier kann man die Vielfachen von a, und die Restglieder fiir sich 
gleichsetzen, weil letztere auf beiden Seiten zwischen 0 und — a, 
liegen. Ist niimlich 4 gerade, so ist ¢ + a, < a,, weil e —a,, d.h. 
die Liinge des unmittelbar vor ¢ erreichten Eckpunktes < — a, sein 
muss. Ist A ungerade, so ist ¢ — a, positiv, weil p nicht so gross 
ist, dass ga, — pa, unterhalb a, fallen kénnte. Mithin ist 

p=4+p, @q=—=M+q, «=(—1}'at+?é. 
Auf Reductionsgleichungen dieser Art beruhten aber alle Entwick- 
lungen dieses und des vorhergehenden Paragraphen. 
Man wird daher den Ziihler p aus den Gréssen Z, resp. U, u 
zusammensetzen, dann giebt ein mit denselben Coefficienten aus den 
entsprechenden Gréssen N, resp. V, v gebildeter linearer Ausdruck 
den einen der beiden zugehdrigen Nenner g. Der Abstand « wird 
entsprechend aus (-+- a), resp. (K), (— &) zusammengesetzt, der Fehler 
a p . & es . . 

y = ay (* — ) ist dann = 7 und lisst sich auch mittelst des 
u 

Schwerpunktes gewisser Massenpunkte deuten. 


Ist p < Z gegeben, so liegt weder 2 noch —”— innerhalb der 
yi 5 £ ? 5 q == j 
Z Z 
Siecdhee + +s 
Ny) N, 
° . J . — . =1¢, 
Die Reihen > . und die nach dem Friiheren um etwa die Hilfte 


der intermediiiren Werthe verstiirkte Reihe 7 haben die Kigenschaft, 
alle genauesten Werthe zu liefern, die entweder abwiirts, oder auf- 
wiirts, oder in beliebiger Richtung dem Werthe a,:a, benachbart 
sind, nicht nur beziiglich aller Briiche mit kleinerem Nenner, sondern 
auch beziiglich aller Briiche mit kleinerem Zibler. 


6. 
Die Lésung einer Diophantischen Gleichung mittelst der Haupt- 
niherungsbriiche eines Kettenbruchs. 
Wir beschiiftigen uns nun damit, die Diophantische Gleichung 
qa, — Paws 
in ganzen Zahlen p und g zu ldsen, Das Verhiiltnis a,:a, werde 
als irrational angesehen, die Grésse ¢ sei durch einen Punkt euf dem 
Kreise a, repriisentirt, der zugleich auch xa,-+ « fiir ganzzahlige 
Werthe von x darstellt. Der Weg hierzu ist schon in § 3 angedeutet. 
Dort war als erstes Polygon dasjenige bezeichnet, dessen Eckpunkte 
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die Kreisperipherie in die Bogen a, und a, theilen, ferner war eine 
Definition des Anfangspunktes eines beliebigen Theiles aufgestellt, 
derzufolge der Punkt m,a, als Endpunkt fiir die beiden in ihm zu- 
sammenstossenden Theile a, und a, zu gelten hat. 

Wir wollen jetzt noch auf eine besondere Art die Punkte mit 
Ausschluss des Nullpunktes nach Gruppen zusammenfassen. Die erste 
Gruppe bestehe aus den Endpunkten der Theile, welche die Eintheilung 
des Kreises in die Bogen a, und a, bewirken. Sie ist dargestellt 
durch 

hia,, hy = 1,2, -+-, m. 
Die zweite Gruppe setzt eine Theilung des Kreises a, in die Theile 
a, und a, voraus, und wird von den simmtlichen Endpunkten der- 
selben gebildet. Sie ist dargestellt durch 


h,a, — h,a, = [h,, ho] (a). 


Hier gilt fiir h, der vorige Bereich; ist hk, <m,, so ist h, = 1, 2,...,m., 
ist h, = m,, so wird erforderlich h, = 0,1, ..., m, zu setzen, damit 
man als Endpunkt des Theiles 0 ...(— a@,) den schon der ersten 
Gruppe angehérenden Punkt »,a, darstellen kénne. 

Ueberhaupt werden die Punkte, welche bei Vollendung der KHin- 
theilung in a, und aj4; der Gruppe als Endpunkte der kleineren Theile 
angehéren, auch in der niichsten vorkommen, Doch ist es unméglich, 
dass derselbe Punkt in mehr als zwei benachbarten Gruppen erscheint. 

Die Ae Gruppe besteht aus den Endpunkten der den Kreis er- 
fiillenden Theile a, und aj 4; und ist darzustellen durch: 

[hy, hy, ..., dal (+a), 
wo 
h, = 1,2,.. > 
und im allgemeinen 
hy=1,2,...,% (um 2,3,..., 4), 
jedoch auch h, = 0, wenn hy; = my-1. 

Man suche nun in jeder Gruppe den Endpunkt desjenigen Theiles, 
innerhalb dessen ¢ liegt. Gehdrt ¢ selbst einer Gruppe an, so erhilt 
man eine endliche Reihe von Punkten, die in ¢ endigt, wenn nicht, 
so wird die Reihe der Punkte unendlich. Man kann aber auch im 
ersten Falle den Punkt ¢ unendlich wenig in den benachbarten Theil 
hineingeriickt denken, und erhalt dann auch dort eine unendliche Reihe 
von Punkten. Wir wollen deshalb immer diese zu Grunde legen. 
Lasst man nun vom Nullpunkt aus einen Punkt derartig auf dem 
Kreise sich bewegen, dass er der Reihe nach mit den aus den einzelnen 
Gruppen ausgewiahlten Punkten zusammenfillt, so ist die Summe der 
von ihm zuriickgelegten Wege gleich ¢, und man erhiilt 


& = [hy hy, ...] (Ea). 








un 


fol 
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Da 


Ay = A, + A, A, = 3A, + A, Ay = Na, + AG, ++ 4 

so ist 

Ay = 2,4, + Nya, + Ma, + --> 

= ([n,,0,,,0,",...] (+a) 
und entsprechend 
G, = Map Citi + MizsGais + M45A245 + °°, 

folglich 
[heyy Fray «+ +) hal (E @) = [hy, .--, Raa, tat, magi, 0, ms, 0, ...] (+a) 


und, wenn hz =m, 


[Tey y+ +y ra-a, ma] (+ a) = [hy, .. ., teary ma, O} (+ a) 
= [h,,-. +) Raa, Ma, 1, maze, 0, mapa, O, mae, ...] (+). 

Hierdurch ist die endliche Darstellung eines Punktes ¢, der selbst 
einer Gruppe angehdrt, in die oben aufgestellte Normalform tbergefiihrt, 
da leicht zu sehen, dass die Coefficienten innerhalb der vorgeschriebenen 
Bereiche liegen. 

Die oben eindeutig definirten Coefficienten h kénnen nach folgender 
Regel gefunden werden. 

Man dividirt ¢ so durch a,, dass der Rest negativ wird, und setzt 
é=h,a, — &, (& <a,). Ergiibe dies Verfahren den Quotienten 
n+ 1, so setzt man dagegen ¢=—=m,a, + @, (& <a,), 80 dass 
h, =m, wird. In diesem Ausnahmefall folgt weiter « —0-a, + &” 
(e° << a,), h, =0. Die Darstellung von « ist im ersten Fall auf 
diejenige von e’ < a, durch a,, a, ..., im zweiten auf die von &” <a, 
durch a,,a@,,... zuriickgefiihrt. Allgemein wird e*-" durch a, so 
dividirt, dass der Rest negativ wird, ausser wenn der Quotient —m,-+ 1 
wiirde, in welchem Falle man die Division auf die gewdhnliche Art 
ausfiihrt. Der Quotient ist —h,, man setzt e@—-) — ha, — e, und 
wendet auf «@) dasselbe Verfahren an. 

Es sei nun ¢ ein Punkt einer Gruppe und zwar der A'", so dass 
man die Normalform auf den endlichen Ausdruck 


é == [h,, h.,.. -, ha] (+4) 
reduciren kann. Dann ist 
q=h, N, +h,N, +--+ +haN, = [h,, h.,.-., dal (N) 


die Zahl der Sehnen, welche vom Nullpunkt zu dem Eckpunkt « hin- 
fihrt, und 


pHhZ+hZ+-: > +a —([h,, ho, .. hal (Z) 
die zugehérige Zahl der Kreisumfainge. Diese Zahlen erftillen die ge- 
gebene Gleichung 


qa, — Pay = &. 
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Der Ausdruck fiir ¢ gleicht einer in einem Zahlensystem ge- 
schriebenen Zahl. Die Ziffern einer solchen werden bekanntlich 
entweder in der Reihenfolge von links nach rechts dadurch bestimmt, 
dass man von der abzuziihlenden Menge die gréssten Einheiten mig- 
lichst oft abzusondern sucht und auf den Rest dasselbe Verfahren an- 
wendet, oder auch in der Reihenfolge von rechts nach links dadurch, 
dass man von der betreffenden Menge méglichst viel Gruppen abtrennt, 
deren Grésse durch die kleinste héhere Einheit ausgedriickt wird, und 
auf die Anzahl der Gruppen dasselbe Verfahren anwendet. Ziffern 
sind dort die Quotienten, hier die Reste. 

Wir wollen jetzt nachweisen, dass auch das Coefficientensystem 
[h,h...- ha] sich nicht nur in der einen Reihenfolge, wie schon nach- 
gewiesen, aus dem gegebenen Werthe von « bilden lisst, sondern auch 
in der umgekehrten aus dem zugehérigen Werthe von gq. 


Es sei 
q=hM+q; 


q = [h,... ha] (N) 
die Sehnenzahl des zu ¢ gehérenden Punktes der vorhergehenden Gruppe. 
Wir nehmen an, dass h, nicht =O sei, da man sonst den Punkt « 
selbst schon der vorigen Gruppe zurechnen kénnte. 

Der zuerst entstehende Punkt der 4‘ Gruppe ist dadurch be- 
stimmt, dass sein Abstand vom Nullpunkt gleich der Differenz der 
durch die Gesammtheit der friiheren Gruppen erzeugien Theile ist, 
also = -+ (a1 — a), er gehért zur Sehnenzahl Nj, + N,. Ent- 
sprechend gehért der erste Punkt der (4 — 1)? Gruppe zur Sehnen- 
zahl Njz-2-+ Nii. Folglich ist 

Ni-2 + Ni < q < Nis + Ni. 
Hierdurch ist g’ auf das Gebiet von (N, — Nj_2) auf einander folgenden 
Zahlen beschriinkt, so dass die obige Gleichung 
° q=hkM+¢ 
zur Bestimmung von h, und q’ ausreicht. 
Man stelle also die beiden Reihen auf 
N, N,+ 4, N, +N; N;+N,--- 
N, N, N, 
Die kleinste Zahl der ersten Reihe, welche > q ist, sei Nz. + M, 
das ihr vorhergehende Glied der zweiten Reihe subtrahire man h, mal 
von q, namlich so oft, dass der Rest nicht mehr grésser ist als das 
vorhergehende Glied der ersten. Mit dem Rest verfiihrt man ebenso, 


um den vorhergehenden Coefficienten h,-, zu erhalten u. s, w. 
Dann ist 


also 


q= [h, he are hj (N) 











ul 


=_ _— ~~ 


~_ 
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und die Coefficienten sind identisch mit den vorher aus ¢ abgeleiteten. 
Es gelten daher auch dieselben Bedingungen iiber die Bereiche, aus 
denen dieselben zu wihlen, Diese Darstellung von q ist ein besonderer 
Fall derjenigen, die in § 4 (pag. 203) als erste angefiihrt wurde. 
Es sei z. B, 

a, = 117, ay) = 268, 
und die zu lésende Gleichung 

qa, — pa = — 98. 
Der Punkt (— 98) auf dem Umfange von a, ist hier als (170) zu be- 
zeichnen. Benutzt man das in § 4 (pag. 204) berechnete Schema, so wird: 


170 = 2-117 —64, 64=—2.34-—4, 4=—1-15—11, 


(n, = 2) (m, = 3) (n, = 2) 
11=—3-4—1, 1=—1-3-—2, 2=—2-1, 
(nm, = 3) (n, = 1) (1m = 3) 


170 = [2, 2, 1, 3, 1, 2] (+a), 
q=(2, 2, 1, 3, 1, 2] (NV) = 258, 
p= (2, 2, 1, 3, 1, 2) (2) = 112, 
258 a, = 112 a, + 170. 
Um aus g = 258 die Coefficienten zu bestimmen, benutzt man die 
beiden Reihen 
(A= 1, 2,3...) 
und erhilt 
q = 258 = 2-71 + 116 (116 < 126), 116 —1-55 + 61 (61 < 71), 
61=—3-16+4 13(13 < 23), 183—1-746(6 < 9), 
6=2-2+2(2<3), 2=—2-1, 
q = (2, 2, 1, 3, 1, 2] (4). 

Es giebt noch eine zweite Normalform fiir das Coefficientensystem 
[h,h,h, ... hg), die sich auch wieder auf 2 Arten bilden lasst, einer- 
seits aus der Lage des Punktes «¢ auf dem Kreise, andererseits aus der 
Nummer q, die er als Eckpunkt des Sehnenpolygons hat. In letzterer 
Art aufgefasst, stimmt sie mit derjenigen tiberein, die in § 4 (pag. 204) 
durch ein Beispiel erliutert wurde. 

Man theile den Kreis a, in Theile von der Grosse a, und a,+4,, 
dazu sind (n,— 1) Sehnen erforderlich, Diese mégen das erste Polygon 
bilden. Bei fortgesetzter Theilung wird jeder Theil a,-+ a, von 
seinem Endpunkt aus um a,, d. h. von seinem Anfangspvnkt aus um 
a, verkiirzt. Die Theilung besteht dann aus a, und a,. Des weiteren 
wird jeder Theil a, von seinem Endpunkt aus wiederholt um a, ver- 
kiirzt, Es miissen also vorhandene Punkte immer um a, in der 


Mii+Ni— 1, 3, 9, 23, 71, 126, 389 
Mi— 1, 2, 7, 16, 55, 71, - 268 
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Richtung abnehmender Liingen verschoben werden, um die Lage der 
neuen Punkte anzugeben. 

Man kann die weitere Theilung dann aufhalten, wenn der Kreis 
in die Theile a, und a, + a, zerlegt ist. Bis zu diesem Zeitpunkt 
ist jeder Theil a, der ersten Theilung (m, — 1) mal, jeder Theil 
(a,-+-a,) dagegen m, mal um a, reducirt worden. Die hinzugekommenen 
Punkte bilden die zweite Gruppe, die simmtlichen jetzt vorhandenen 
das zweite Polygon. 

Das Ate Polygon zerlegt die Kreisperipherie in die Theile a, und 
a + a4:- “Zu seiner Herstellung sind, da aj; der niichste ent- 
stehende Theil ist, Nz,,,; — 1 Sehnen erforderlich. 

Die Strecke zwischen zwei benachbarten Punkten, z. B. den 
Punkten ha, und (hk + 1) a, des ersten Polygons wird nun an diese 
beiden Punkte folgendermaassen vertheilt. 

Um die Strecke a, mit den Punkten der zweiten Gruppe zu be- 
setzen, muss sich auf dem Kreise a, ein Punkt aus der Lage von 
(hk + 1) a, so oft in negativer Richtung um die Strecke a, verschieben, 
bis ihn von h, a, nur noch der Abstand a,-+-a, trennt, also (n, — 1) mal. 
Der von ihm beschriebene Bogen werde dem Gebiete des Ausgangs- 
punktes (hk -+ 1) a, zugerechnet. Zugleich hat der Punkt ha, sein 
Gebiet nach negativer Richtung ausgedehnt, der Punkt 0, abweichend 
von den iibrigen, sogar um die Strecke n,a,. Das noch nicht besetzte 
Gebiet des betrachteten Bogens a, erstreckt sich von ha, bis ha,+a,+a;. 
Dieses wird nun mit Punkten der dritten Gruppe besetzt, indem man 
einen Punkt annimmt, der sich aus der Lage ha, wiederholt um a, 
in positiver Richtung bewegt, bis ihn von dem nichsten Punkte nur 
noch der Abstand a, + a, trennt. Der von ihm beschriebene Bogen 
wird dem Gebiet seines Ausgangspunktes hinzugefiigt. 

So dringen in die Strecke zwischen ha, und (h + 1) a, abwechselnd 
Punkte vor, welche von dem durch diese Eckpunkte schon erworbenen 
Gebiete ausgehen, so dass schliesslich der Punkt (h-+ 1) a, das 
seinige ausdehnt bis zu der Grenze: 


(h + 1) a, — (nm, — 1) a, — ma, — nya, --- 
= (h + 1) a, + a, — (m, a, + na, + na, + ---) 
= ha, + a, 
und der Punkt (ha,) bis: 
ha, + n,a, + na, +-++-=—ha, +a). 
Der Zwischenraum a, ist also vollstiindig an die beiden Eckpunkte 


vertheilt. Es erstreckt sich daher das Gebiet des Punktes ha, iiber 
den Bereich 


(h—1l)a,+a,---ha,+a,, 








da: 


od 
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das des Nullpunktes iiber 
(n, — 1) a, + a, -++ 0 - o's Qe, 


— a -:::O-++: a. 


oder auch 


Aehnliches liesse sich tiber das Gebiet zwischen den Nachbar- 
punkten irgend eines Polygons festsetzen. 
Ist daher ein Punkt ¢ auf dem Kreise gegeben, so wird man die 
Linge desselben so bestimmen, dass 
—a <&E< ay — A. 
Dann dividirt man ¢ durch a, zunichst auf gewdhnliche Art mit 
positivem Rest, benutzt aber nur dann den Quotienten als Werth 
von h,, wenn der Rest < a, ist, andernfalls nimmt man die niichst 
grossere Zahl als Quotienten und setzt sie = h,. Dann ist 
h, =0,1, * +5 Me By 
e=h,a, — é. 
Nun wird « durch a, dividirt, und der einem positiven Rest ent- 
sprechende Quotient = h, gesetzt, wenn der Rest < a,; sonst nimmt 
man als Quotienten und zugleich als Werth von h, die nichst gréssere 
Zahl. Man setzt nun 
& =h,a, — &. 
Hierbei wird im allgemeinen h, = 0,1,...,”m,—1, nur wenn 
h, = 0 war, so-wird, da das Gebiet des Nullpunktes von 0 bis — a, 
reicht, auch hk, =m, erforderlich. Allgemein ist 
hg=0,1,--+ m—1, 
dagegen 
hy = 0,1, +++ ma, 
fiir a1 = 0. 


Ist nun ¢ ein durch eine endliche Anzahl von Sehnen erreich- 
barer Punkt, so erhalt ¢ die Form [h,,h,...ha](+ a). Die Lésung 
der Diophantischen Gleichung wird dann gegeben durch 

q= (hy, hy-++ha)(N), 
= [h,, ho- ++ ha) (Z). 

Um nun auch aus gegebenem g die Coefficienten h herzuleiten, sei 

q = [hy, hy +++ ha-1] (). 
Dann ist g'a, die Ecke des (A — 1)'" Polygons, in deren Gebiet ga, 
fallt. Folglich ist g’< Nz, denn zur Herstellung des (4— 1)'*" Polygons 
sind N, — 1 Sehnen erforderlich. Nun ist g = q' + h,Nj, also gq’ der 
Rest, und hg der Quotient aus der Division von g durch Nj. Man 
wird daher auf das in § 4 (pag. 204) auseinandergesetzte Verfahren 
gefiihrt. 
15* 
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Es sei wieder 


é=— 98 =—0-117 —98—0-a, — ¢, 
é=98=—3-34—4=—3a,—a,, #¢=0-a,—3a,+ Q. 


Dieses ist noch nicht die Normalform. Man kann dieselbe aber leicht 
herstellen, indem man 

dy = Na, + 0, a, + - 
setzt, oder aus 


, ds = 14, + My, + *-- 
ableitet: 


a,= a, — (m, _ 1) ay — Ma, —--- ‘ 
Um n, =o zu vermeiden, wendet man den zweiten Ausdruck an 
a, = a, — 2a, — 3a,, 
e=0-a,— 3a,+ a, — 2a, — 3a, 
= [(0,3,1,2,0,3](+ 4), 
q = [0, 3,1, 2, 0, 3] (NW) = 258, 
p = (0, 3, 1, 2, 0, 3] (2) = 113. 


Wenn es iibrigens nur darauf ankommt, die Lésung der Diophan- 
tischen Gleichung ga, — pay =, und, wenn a,:a, rational, diejenige 
in den kleinsten Zahlen zu finden, so ist die Herstellung eines der beiden 
Normalausdriicke ftir [h,h, ...] nicht erforderlich. Es reicht aus, auf 
irgend eine Weise ¢ durch a,, a, ... zu erschépfen, und in dem so 
erhaltenen linearen Ausdruck a, durch (— 1)*—' Z resp. (— 1 
zu ersetzen. Zu dem Zwecke kann man ¢ durch a, so dividiren, dass 
der Rest negativ wird, den Rest ebenso durch a,, diesen durch ay, u. 8. W. 
Dann haben die Glieder des fiir « gefundenen Aggregates abwechselnde, 
also diejenigen fiir p und q gleiche Vorzeichen, die Quotienten haben 
den Bereich hg =1--+m-+-1. Man kann auch « durch a,, den 
Rest durch a,, u. s. w. immer auf gewdhnliche Art mit positivem 
Rest dividiren, dann bestehen die Aggregate fiir p und g im All- 
gemeinen aus Gliedern mit wechselndem Zeichen. Die Coefficienten 
haben den Bereich hg = 0,1, +--+, mg. 

Wollte man bei der Darstellung von ¢ die ersten der Gréssen a 
unbenutzt lassen, also etwa der Reihe nach durch aj, aj41, ... divi- 
diren, so beraubt man sich der Méglichkeit, fiir solche Punkte «, die | 
von dem Sehnenpolygon vor Erreichung des Punktes a, getroffen 
werden, die endliche Lésung tiberhaupt zu finden; man erhilt nur eine 
Anniaherung durch Zahlen, die in’s Unendliche wachsen. Ist a, : a, 
rational, so wird diese, da dann a, von einem bestimmten Index an 
verschwindet, allerdings wieder auf eine endliche Lésung reducirt, 
doch ist dies nicht die in den kleinsten Zahlen ausgedriickte. Zu 
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dieser Art von Lésungen gehért auch die iibliche, bei der man « als 
ein Vielfaches der letzten nicht verschwindenden Grosse a, darstellt. 
Dagegen fiihrt die in Euler’s Algebra dargestellte Methode zu den 
einfachsten Werthen der Unbekannten. Sie besteht in der Reduction 
der gegebenen Gleichung auf eine Reihe einfacherer, so dass in der 
letzten eine der beiden Unbekannten den Coefficienten 1 erhilt. Dem 
Wesen nach fallt sie mit den oben dargestellten Methoden zusammen. 
Die Coefficienten h der ersten oder der zweiten Normalform kénnen 

noch unter einem andern Gesichtspunkte betrachtet werden. Setzen 
wir statt qg und p die Zeichen p, und p,, so ist 

DA = PA +e, & —ha,—&, 
demnach 

Dy 4, = PA + hia, — & 


= p (Ma, + A) + hya, — & 
= (2% + hy) a + (P_@_ — &)- 
Hieraus folgt, dass 
PoG_ — & = P34, 
wo p, eine ganze Zahl ist. Dann wird: 
P, = Pom + hy + pg. 


So erhilt man die beiden Gleichungssysteme: 


DP, A, = Pod + &, P; = Pom, + Ps + hy, 
Py, = p3Q, + &, Po = Py + Py + he, 
P34; = P,A, + &, Ps = DN; + Ps + hy. 


In dem ersten kommen die Verhiiltmisse a, :@), @,:@,, @j:@,... 
vor, von denen jedes folgende der in dem reciproken Werth des vor- 
hergehenden enthaltene Bruchtheil ist. Die Zahl pa, ist dem durch 


pa, ausgedriickten Vielfachen von an benachbart in der fiir jede 


Normalform besonders festgestellten Richtung. Da aus der ersten 
Gleichung folgt . 
P, = [hyh, ... la) (N), 
so ergiebt sich aus den tibrigen entsprechend: 
Po = (ha, hg ..- hal (N’) = [hy, h. ... Mal (2), 
Pp, = [hy ... da) (N”), 


wenn N;, N,;’ ... die Hauptniherungsnenner der Kettenbriiche 


1: (m,-+ 1: (mys -+---)) resp. 1:(my+1:(m,+---)) us. w. sind. 
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Das zweite der obigen Gleichungssysteme zeigt, dass die Gréssen 
P:, Po» P, --- ahnlichen Gleichungen wie die Gréssen a,, @,, @,... 
geniigen, der Unterschied besteht in dem Auftreten der Gréssen h, 
die man durch diese Gleichungen definiren kénnte. 

Aus den obigen Methoden zur genauen Lésung der Gleichung 
qa, — pa, = ergiebt sich auch der Weg, sie durch kleinere Zahlen 
p und g angenihert zu erfiillen. Nach einem Satze von Tchebychef*) 
kann dies so geschehen, dass der Unterschied beider Seiten < - 
ist. Auch hierfiir lisst sich der Beweis leicht finden. 

Gehort ¢ bei einer Theilung des Kreises in ag und a, -+ aa41 einem 
der kleineren Theile an, und ist ¢° — ga, — pa, der dem Punkt ¢ 
nihere Endpunkt desselben, so wird |é’— «| < + a, es ist aber 
q < Nai, folglich 

qa < Naziaa + Niaays, doh. <a, 


also 
a, 


J . 
2q 

Liegt aber ¢ auf einem der grésseren Theile, den die Punkte 
e' =q'a,— pa, und &” = q"a, — p’a, begrenzen, so theile man 
denselben durch einen Zwischenpunkt in zwei Gebiete, die je einem 
Endpunkt zugehéren. Da von den beiden Producten g’(e’ —«) und 
q”(¢ — e”) das eine von 0 aus wiichst, das andere zu 0 abnimmt, 
wenn sich ¢ von «’ bis e” bewegt, so kann man den Zwischenpunkt 
so waihlen, dass in ihm beide Producte denselben Werth annehmen. 
Dieser Werth ist 





|e’—s| < 


P oe ~ Se < ire (@,-+ da+u). 
Von den Zahlen gq’, q” ist die gréssere < Nj,;, die kleinere ist 
< Ni, da die Punkte «’ und e” lings des Polygons durch Ni4i:— Ny 
Sehnen getrennt sind. Folglich ist 


v< + (Nays + Na) (a2 + a4). 


Addirt man hierzu 


0< : (Ni4a — Na) (aa — aay), 
so wird 


1 r 1 
P < ry (Na41aa oo Nia241), d. h. < z Ay. 
Beziehen sich daher p und g auf denjenigen der beiden Punkte «’, e”, 
in dessen Gebiet der gegebene Punkt « liegt, so ist auch hier 
ba) 
a, — pa —e|< 2" 
*) S. Hermite, Crelle’s Journal, Bd. 88, pag. 10. 
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§ 7. 
Die Lésung einer Diophantischen Gleichung mittelst intermediirer 
Naherungsbriiche. 


Man kann die Diophantische Gleichung ga, — pa, = auch mit 
Hilfe der Reihe (K) lésen, welche aus den kleinsten positiven Werthen 
besteht, die ga, — pa, bei wachsendem gq darbietet. Dazu werden 
wir nachweisen, dass sich aus den Ecken des Sehnenpolygons unter 
Wahrung ihrer natiirlichen Anordnung nach der Zeit des Entstehens 
eine Auswahl solcher Punkte treffen lisst, die auch riumlich auf dem 
Kreise in positiver Richtung auf einander folgen, und sich dem 
gegebenen Punkte ¢ entweder aperiodisch nahern oder ihn wirklich 
erreichen. 

Wir bezeichnen als A's Sehnenpolygon dasjenige, welches mit 
Einschluss des Nullpunktes V, Eckpunkte enthalt. Durch Verlingerung 
desselben um eine Sehne wiirde man zu dem Punkte K, gelangen. 
Hat K, die Form a,, —a,-1 — wa,, so besteht der Kreis a, bei 
Vollendung des genannten Polygons aus Theilen von der Grosse a,,,-1 
und a,, d. h. Ky, und Ky, — K,. Hat K, die Form a,, so sind 
die Theile von der Grésse a, + a); und a,_-1, d. bh. wieder Kj, und 
Ki-1 — Ki. 

Das erste Polygon hat die Ecken h,a,, wo h,=0,1,..., m. 

Um das zweite zu erhalten, triigt man in jeden der vorhandenen 
grésseren Theile a,(—= K,) von dem “Endpunkte desselben aus die 
Strecke a,, also vom Anfangspunkte aus, d. h. in positiver Richtung, 
a, — a. = K, ab. 

Um das dritte Polygon zu erhalten, hat man auf jedem der 
grésseren Theile, der gleich a,—-a,, von dem Anfangspunkte desselben 
aus, also in positiver Richtung, die Strecke a,— 2a, — K, ab- 
zutragen. 

Zuletzt wird der Theil a, des ersten Polygons bis auf a, + a, 
reducirt, so dass dann der Kreis a, aus den Theilen a, und a, + a, 
besteht. 

Fiir das niichste Polygon trigt man in dem Theile a, vom End- 
punkt aus, in dem Theile (a, + a,) vom Anfangspunkte, also immer 
in positiver Richtung, die Strecke a, miglichst oft ab. 

Dies lisst sich dahin zusammenfassen, dass man, um vom 4'e" Po- 
lygon zum niichsten tiberzugehen, auf jedem grdsseren Theil, also K;, 
vom Anfangspunkte aus und zugleich in positiver Richtung den Theil 
Ki4: miglichst oft abtrigt, niimlich einmal, wenn letzterer die Gestalt 
dy, hat, und (m, + 1) mal, wenn er — a, ist. 

Man durchlaufe nun den Kreis vom Nullpunkt bis zum Punkte « 
in positiver Richtung und bemerke dabei den zuletzt tiberschrittenen 
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Eckpunkt des ersten Polygons, des zweiten, des dritten u. s. w., 
wobei mancher Punkt als letzter Eckpunkt mehrerer benachbarter 
Polygone auftreten kann. Der Weg vom Nullpunkt bis zum letzten 


Punkt des ersten Polygons sei ¢, K,, von da bis zum letzten Punkte 
des zweiten ¢, K, u. s. w. Dann ist 


é=t, K,+4,K,+---+4k, 
= [t,,t,++ +, &] (KX), 























oder auch 


&= ha, +> hou Oru + hy as +> Riau Gay ++ 


“ 
= [hy3 Pours; Ray - --] (2) 
und die Diophantische Gleichung wird gelést durch 


G=|t,,%,--5,4)(V), p=[t,t,...&] (U). 
Zur Bestimmung der Coefficienten ¢ dividirt man ¢ durch K. 


1? 
den Rest durch K,, den neuen Rest durch K, u. s. w., die Quotienten 


sind =?,,¢,,4,... 

Wir werden nun zeigen, dass die Coefficienten ¢ durch gleichartige 
Operationen in umgekehrter Reihenfolge aus dem zugehérigen Werthe 
von q bestimmt werden kénnen, 

Es sei ¢, wie oben angenommen, ein Punkt des A‘ Polygons; 


zu dem vorangehenden Punkte des (4 — 1)" Polygons mégen g’ Sehnen 
gehéren, so dass 





















































q = [t, t, tee t-1] (V) 

q=¢+hN. 
Nun ist aber g’ < Vi, da das A’ Polygon nur V,— 1 Sehnen 
enthalt, folglich findet man & als Quotienten, q als Rest bei der 
Division von g durch V,. Ebenso findet man aus gq’ mittelst des 
Divisors V2, den Quotienten %_; u. s. w. 

Auf diese Darstellung von g sind wir schon in § 4 (pag. 205 — 207) 
gekommen, wo auch der Bereich bestimmt wurde, dem die Coeffi- 
cienten ¢ angehdren miissten, damit [t,¢, ...%](V) die Normalform 
des dargestellten Werthes sei. 

Um diesen Bereich hier auch aus der von ¢ ausgehenden Darstellung 
der Coefficienten abzuleiten, ist folzgendes zu beachten. Dividirt man 
in der Reihe 
Ay, G — 4, A —2a,,... a —(M—1)a,, a3, a4,—ay,... 
irgend ein Glied K,,, durch das folgende, K,, so erhalt man einen 
Quotienten, der > 1, allgemein = t, ++ 1, sei, und einen Rest, der 
= K, — Kix: ist, so dass 


Kui = (a+ 1) Ra t+ Ki — Kay: 
Ki-1 — Ki=uKi + (Ka — Kays). 





und 

































































oder 
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Hieraus folgt 
Ry — Kya = t% Ba + ta41 Kagi + 1242 Rage +-:: 

Der Werth von rt, ist, wenn K, von der Form a, ist, gleich n,, 
wenn von der Form a,,, gleich 0. 

Die Reihe K, K, ... Kj befolgt also ganz ahnliche Gesetze, wie sie 
in § 4 (pag. 206) von der Reihe Vj, Va4,..., V, benutzt sind. Mit 
Hilfe derselben kann daher auch hier gezeigt werden, dass irgend zwei 
Coefficienten nur dann ihren gréssten Werth haben diirfen, wenn ein 
zwischen ihnen stehender um mehr wie eine Einheit unterhalb seines 
Maximums bleibt. Dieses Maximum ist offenbar fiir den ersten Coeffi- 
cienten = ,, fiir einen beliebigen andern, &, ist es gleich t, + 1. 

In der That, wenn man annimmt, dass die Coefficienten dieser 
Bestimmung gemiiss gewahlt sind, so lisst sich erstens zeigen, dass 
in dem Ausdruck [#,, ¢,...](K) die Summe der nach Weglassung 
der w ersten noch iibrigen Glieder t,41Ku41 + tu42Kuzet-:: << Ky 
ist, und zweitens, dass der Ausdruck bei Beschrinkung auf 4 Glieder 
jede Ecke des Ate" Polygons darstellt. 

Ist niimlich ¢ = [¢,, ¢,...%]|(K) irgend ein in der Normalform 
dargestellter Punkt, so lassen sich auch alle ihm auf dem Kreise 
riumlich vorangehenden erhalten. Dazu vermindert man im allgemeinen 
t,um 1. Ist dies wegen ¢; = 0 unmédglich, so sei ¢,; der letzte von 0 
verschiedene Coefficient, dann ist nach der obigen Formel 


é =m [f,, f,-- -) tua, 0, 0... 0) (KX) 
= [t,,.- +» bua, bu-sr— 1, tuft, tu41,-- 4 ta| (K)-+ Ki — Kay. 
Folglich ist 
= [t,... tues, fui — 1, tu tl, tups,.. +, ta] (K) 
der auf dem Kreise benachbarte Eckpunkt. 
Es sei noch bemerkt, dass aus der obigen Gleichung zwischen 


Ki, Ki, Kays folgt: 
Ka-1 ° Ky=u+2— ] (taya+2 — 1 : (ti4e+ 2 — e- )): 
Zur Erlauterung diene das friihere Beispiel ga, — pa, = — 98, 
oder, fir p= @-+1, 
; qa, — ®a, = 170. 
Nach dem in pag. 206 aufgestellten Schema wird: 
é=170=—1-117+ 53, 53—1-49+4+4, 4—1-3+41, 
1=—1-1+4-0, 
e==[1; 0,1,0; 0,0, 1; 0,1) (K)+¢ea,, 
q=1+5-+ 55 + 197 + 2684 — 258 + 268n, 
@w=—0+4+2+4 24+ 86 4+ 1117p — 112 + 1174p. 
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Die obigen Betrachtungen lassen sich offenbar auch auf die Reihe k 
der negativen Minima anwenden. Man erhialt dann fiir das Beispiel 
folgende Rechnung (s. pag, 208): 


—e=— 98 = 2. 34+ 30, 30 = 1-19+ il, 
ll =—2-4+3, 3=—2-1+41, 
gen -044-1-0049-449-14-1 
= (0,2; 1,2; 2; 1) (4), 
q=2-24+1-9+4+2-16+4 2-71 + (71+268u) = 258 + 268u, 
p=2-141-442-742-31 4 (31 + 117m) = 113 + 117g. 
Hierher gehért auch die Aufgabe iiber die Termine und Perioden 
der Venus-Voriiberginge, die in der Einleitung darauf zuriickgefiihrt 
ist, die Ungleichheit 
e—d < qa, — pa, <e+d 
in ganzen Zahlen p und q zu lésen. Man bringe die Grenzwerthe, 
die wir beide als positiv voraussetzen wollen, auf die Form 


e+ = [t,, ty, ty, ...] (K), 
e— 0 = [t,”, t,”,t,",..-] (KX). 


Darauf suche man die Eckpunkte des ersten Polygons, ¢, K,, welche 
zwischen ¢-+- 0 und ¢—0 liegen. Sollten solche nicht vorhanden 
sein, so betrachte man dasjenige Polygon, welches zuerst Eckpunkte 
innerhalb der bezeichneten Strecke hat. Diese seien ¢,, &,.. .) &—1, 
ausserdem sei ¢, = e+ 0, &—=e—d. Zu e,—[t,,¢,, ..., &] (K) 
(v= 1,2,...,4— 1) gehért dann p = [t,, ¢,,..., &] (N) und p ist 
die Anzahl der Jahre, nach denen von der in «¢, stehenden Erde ein 
Venus -Voriibergang zu beobachten sein wird. Man bestimmt nun die 
Kckpunkte des folgenden, (4 + 1)", Polygons, welche zwischen «, 
und é,4; liegen, und zwar dadurch, dass man ¢,= [f,, ¢,, ..., 4,0] (K) 
in der oben angegebenen Art wiederholt um méglichst wenig ver- 
mindert. Die zugehérigen Werthe von p geben dann die Zeitpunkte 
fiir die Wiederkehr solcher Voriiberginge an, die in ihrem Verlauf 
dem vorher betrachteten midglichst iihnlich sind. Die Dauer der 
kiirzesten Perioden ist daher V;, fir lingere Zeitriiume ist sie durch 
Vi41 zu ersetzen, schliesslich muss sich jede Periode als mangelhaft 
erweisen. 

Dasselbe Verfahren wird bei der in der Hinleitung erwihnten 
Aufgabe erforderlich, fiir eine von 169 bis 289 wachsende ganze 
Zahl ‘n diejenigen Werthe zu bestimmen, welche den ganzzahligen 





Theil von n - a um eine EKinheit wachsen lassen. Hier erhalt man: 
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at t F's" oR 2 = 





a| 192 41 28 
e868 @#28¢6¢8% @& 


Z| 0 1 4 5 1 89 192 








N| 1 5 21 26 73 464 1001 





Da n < 289, so sind die Niherungswerthe nur bis zum fiinften 


as betrachten kann. Ueber- 


schreitet dieser Ausdruck fiir » = q die ganze Zahl p, so ist 


heranzuziehen, weshalb man einfacher 1 - 


14 14 
@° a5 —P <a 
also 
q:14—p-73 < 14. 


Fir a, = 14, a, = 73 ergiebt sich 





N\ 
_ 
oO 
seal 
> 
or 
> 








NI O 1 5 21 2 7 





a,(aw)] 1 (2,1) (22) (23) 3 (41)| 5 





K 14 11 8 5 2 1 0 





U 0 1 2 3 4 9 |14 











V 1 6 11 14 21 47 {73 


Nun ist 
14 = [1; 0, 0, 0,0; 0] (K), 
daher folgt aus 
q:14—p-T3—e< 14, 
dass 
& = (0; t,t5¢,¢,, 4] (K), 


wo den Coefficienten keine besonderen Beschrinkungen aufzuerlegen 
sind. Deutet man dieses Coefficientensystem nach den Einheiten V 
statt K, so wird 
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q = [03 tatyt,t5; t] (V) 
= [05 hes hoe, hag, bys har] (NV). 
Das Maximum von h, ist n, + 1—2, von den tbrigen Coefficienten 
ist es = 1. 
Bestimmt man nun die Coefficienten zuerst so, dass der Werth 
von q méglichst gross wird, und veringert denselben dann um méglichst 
wenig, so ergeben sich folgende Systeme: 


[¢] = [0,0001,1] [0,0010,1] [0,0100,1] [0,1000,1] [0,0000,1] [0,0002,0] [0,0011,0) 

















q= 68 63 58, 47 42 37 
p= 8 #2 11 10 9 8 7 
|¢] = [0,0101,0}] [0,1001,0] [0,0001,0] [0,0010,0] [0,0100,0] [0,1000,0] [0,0000() 
q= 32 27 21 16 11 6 0 
a= 6 5 4 3 2 1 0 


Hier kénnen g und p um gleiche Vielfache von 73 und 14 erhdht 
werden, so dass man fiir das Gebiet 169... 289 erhilt: 


q = 173, 178, 183, 188, 193; 199, 204, 209, 214, 219; 225, 230, 
235, 240; 246, 251, 256, 261, 266; 272, 277, 282, 287. 
p= 38, 34, ..., 54, 55. 


Nach der Einleitung wire g — 173 ein angeniherter Werth der 
(p + 5)", also 38'" Primzahl, 178 ein geniherter Werth der 
39%" u. s. f. Thatsiichlich ist die 38'° gleich 163, die 39'* gleich 167. 
Ueberhaupt findet man die geniherten Werthe um 2 bis 15 Einheiten 
zu gross. 

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die hier dargelegte Auffassung 
der Kettenbriiche auch zu den Theilbruchreihen fiihrt. Es rolle namlich 
der Kreis a, in dem Kreise a, so oft seine Peripherie ab, bis er den 
Anfangspunkt des festen Kreises wieder tiberschritten hat, so dass 

4, = Ag+ a, (a, < a). 
Um das Resultat einer beliebig hiufigen Wiederholung dieser Be- 
wegung darzustellen, denke man sich, dass ein Kreis vom Umfange 
a, gleichfalls auf der innern Peripherie von a, rollt. Dieser erreiche 
den Ausgangspunkt wieder, wahrend er seine Peripherie zum »,'*" Male 
abtriigt, so dass ,a, = a + a3, (@, < @,). 

Durch Wiederholung des zu a, fiihrenden Cyklus von Umlaufen 
gelangt man zu a,, so dass 

_ Mg; = A+ a, (a, < as) 
u. s. w., allgemein 
M0, = dy + Gazi, (Gaps < ai). 








— 


=o nme aw 
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Ist Ny, = n,n, ...%-1, 8o gelangt man auch dadurch, dass man 
die zu dem Bogen a, gehérende Sehne N, mal in den Kreis a, ein- 
triigt, zu dem Punkte a,. Diesem entspricht der folgende Naiherungs- 
bruch fir “; 

Gy 
4, 1 1 1 
Ww (tet +a) 
1 1 1 

a tan to Fae 
Der Fehler desselben ist —*— 
aN, 
wachsen des Nenners N, bald sehr klein, wenn auch der Ziahler nur 
miassig abnimmt. Dass letzterer sogar constant bleiben kann, ergiebt 
sich aus folgendem Beispiel: Ist a) = 9, a, unendlich wenig kleiner 
als 1, so wird a, =a, = a,—=-+--=1, n =n, =n, —--- = 10, 

Fiir Z und N gelten die Recursionsformeln: 

Liss = Za 4+ i. Ni41 = Ni. 

Combinirt man die Werthe von a, aus je zwei benachbarten der 

obigen Gleichungen, so erhilt man ein System, welches der Form 








und wird durch das schnelle An- 


nach zu einem Kettenbruch fir = fiihrt, der aber nicht ganzzahlige 
Quotienten hat. 


Berlin, 14. November 1886. 











Die geometrische Deutung einer gewissen Invariante bei 
ebenen Collineationen. *) 
' 


Von 


J. Kraus in Mainz. 


1. Die bei drei ebenen Reciprocititen 
Ee = On1%, + Axe%, + Gest, (x—1, 2, 3) 
= bei, + deo, + dy3X5 ” 
1 = Cx1L, + Ceo + Ces, ‘ 
auftretende simultane Invariante 





}%11 F412 AH 11 M2 As | bis Bye B45 | bi, Dy» Ors | 
H = |b. op Bog |} C4 C29 Cag +} a9, yy Myg |} Co, Cop Cog 
1€3, Caq C33 by, Dgy Ogg 1€31 Cg Cg | G31 Ago G33 
C11 Cyn C43 [€ry  Cyq Cyg | 
+ | 41 Gq A5 + |b., bo» bos | 
bs; Dyo gg As, Azq Ass | 





ist eine bemerkenswerthe Verallgemeinerung der ,,harmonischen In- 
variante“ zweier Kegelschnitte (Rosanes, Math. Ann. Bd. 23, S. 413), 
in welche sie tibergeht, wenn die Reciprocititen Polarsysteme werden 
und zwei mit einander zusammenfallen. Indem man zu den Collinea- 
tionen 

Es = mir E, + mek,’ + mish (¢—1, 2, 3) 

5," a= mir &, + Nz E, + Ns & ” 
tibergeht, tritt an Stelle von H die Invariante 


Z = Mqq Nzq — Mgg My  Mgg yy HE M44 Myq My Ny FE My_ My — Moy Noo 
— Mgy Nog — Mg, Mg — M13 %3_ — MQM, — My, MQ- 

Im Folgenden soll das Verschwinden dieser Invariante geometrisch 

gedeutet werden. 


*) Auszug aus der Inauguraldissertation des Verfassers, Giessen 1886. 
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Jede Collineation wird durch zwei homologe Vierecke festgelegt, 
zwei Collineationen kénnen als durch drei Vierecke definirt betrachtet 
werden. Specielle Beschaffenheiten von Collineationen finden in einer 
entsprechenden eigenthiimlichen Lage der zu Grunde gelegten Vierecke 
ihren Ausdruck. Es erwichst daraus in unserem Falle die Aufgabe, 
diejenige Lage der homologen Vierecke zu beschreiben, welche durch 
die Annahme Z = 0 bedingt wird. 

2. Herr Pasch zeigt (Ann. Bd, 26, 8. 211 ff.), wie zwei Vierecke 
abed und a’b'cd’ gelegen sein miissen, damit die entsprechende 
Collineation sich in eingeschriebener Dreieckslage befinde. In diesem 
Falle giebt es niimlich ein Vierseit aByd, welches dem Viereck abcd 
»verkehrt eingeschrieben“ (Ann. Bd. 26, S. 212) und dem andern 
umschrieben ist. Die erforderliche Bedingung lautet: 

(abd) (abc) b’cd) (a’d’c’) + (adc) (abe) (be'd) (a’'b'a’) 
+ (adc) (abd) (bed’) (a b'c) = 0. 
Um diese Lage kurz zu bezeichnen, wollen wir in Analogie zur Reye’- 
schen Ausdrucksweise sagen, das System a b'c'd’ ,,stiitze“ das System 
abed, und dieses ,,ruhe“ auf jenem. Von dem Vierecke a’b’c'd’ sagen 
wir dementsprechend, es stiitze das Viereck abcd; und von diesem, 
es rubhe auf a’b'c'd’. 

Es ist ferner bekannt, dass zu zwei geraden Punktreihen einer 
Ebene, xyz und 2’ y'2’, sich stets eine Gerade — niamlich die Ver- 
bindungslinie der Punkte (y#’, y' 2), (22’, 2’ x) und (xy’, x’ y) — ergiebt 
als Ort der Punkte, aus denen involutorische Strahlenpaare nach den 
Punktepaaren x2’, yy’, ge hingehen. Diese Gerade soll der Kiirze 
wegen im Folgenden die Involutionslinie der beiden Punktreihen heissen. 

3. Ich beweise nun zuerst den Satz: Wenn in einer Ebene irgend 
zwei vollstindige Vierecke abcd, a b'c' d’ gegeben sind mit den Nebenecken 

e=(ad,bc), f=(bd,ca), 9 =(ed, ab), 
é=(ad,¥¢), f—=Wd,ca), g =(d, ab), 
und man construirt zu je zwei homologen Punktreihen bce und b'c é’, 
caf und caf’ u. s. w. die Involutionslinie, so sind die entstehenden 
sechs Geraden wieder die Seiten eines vollstindigen Vierecks aBy9d, 
welches wir das Involutionsviereck der beiden gegebenen nennen wollen, 
Beweis: Unter der Voraussetzung 
0:6:t:@ =—(bed):—(cda):(dab):—(abc) 
Q:6:¢:@—(Vced): —(eda):(dab’):—(abc) 
hat man identisch: 
(1) ga,+6b,+1¢e,+0d,=0, oar+o0b.+7 +0 d,=0 
(x=—=1, 2, 3). 
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Ferner darf man schreiben 
dex +0a,+ad,=0, ufs+obe+ad,=—0, vg,+1e,+ad,—0 
(x==1, 2, 3) 
u. Ss. W. 
Nun lautet die Gleichung der Involutionslinie zweier projectivischer 
Punktreihen abe und a’b’c, wenn gesetzt wird 
oa, +6), +1e,=—90, Cart ob, +rc,=—0 (x—1, 2, 3), 
folgendermassen : . 
ot (be x), + o t(b'cx) = 0, 
oder 
to (ca'x) + 1 e(cax) =0, 
oder 
06 (ab x) + o'o(a' bx) = 0. 
Bezeichnet man daher die Gleichungen der Involutionslinien von bce 
und bce, caf und ca’f’, u. s. w. mit bezw. [bc] = 0, [ca] = 0, 
u. 8S. W., 80 ist: 
[be] = or’ (be'x) + o't(b' cx) 
= — [(eda) (d’a'’) (be x) + (c'd’a’) (dab) (b'cx)], 
[ca] = to'(ca'x) + 1 o(caz) 
== (dab) (b'c'd’) (ca’x) + (d’a'b’) (bed) (c'az), 
[ab] = eo (ab'x) + o'a(a'bz) 
= — [(bed) (ed‘a’) (ab'x) + (V'e'd’) (eda) (a bz), 
[ad| = ea’ (ad'x) + @' a(a' dz) 
= — [(bed) (abc) (ad’x) + (b'e'd) (abe) (a’dz)j, 
[bd] = o@ (bd x) + 6 a@(b'dz) 
= (eda) (a’b'c’) (bd'x) + (c'd’a’) (abe) (Udz), 
[ed] = ta’ (cd’x) + t @(c'dz) 
== — [(dab) (a’b'c’) (cd’x) + (d'a’b’') (abe) (c'dzx)], 
sodass [bc] — — [cb], u. s. w. 
Die Identitiaten (1) liefern, mit bezw. (wa’), und (va), (x—1, 2, 3) 
componirt: 
o (a ax) + 6 (a’ bx) + 14 (a'cx) + @ (a dz) =0, 
o' (aa’x) + o(ab'x) + 1 (ac xz) + o'(ad'x) =0. 


Durch abermaliges Componiren mit resp. 9’, @ ergiebt sich 

(2) [ab] + [ac] + [ad] =0, 

d. h. die drei Geraden [ab], [ac], [ad] gehen durch einen Punkt; 
derselbe soll @ heissen. Indem man in (2) a der Reihe nach mit 
b, c, d vertauscht, erhilt man weiter: 
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(3) [ba] + [be] + [bd] =0, 
(4) [ca] + [cb] + [ed] =0, 
(5) [da] + [dd] + [de] =0, 


d. h. die Geraden [ba], [bc], [6d] gehen durch einen Punkt £, [cu], 
[eb], [ed] durch einen Punkt y, [da], [db], [de] durch einen Punkt 
d, und das Viereck a B y 0 ist das Involutionsviereck von abcd und 
a Vcd; w. z. b. w. 

4, Wenn drei Vierecke abcd, a'b'c'd’, a”b’c’d" eine solche Lage 
in der Ebene haben, dass das Involutionsviereck afyd von a'b’c d’ 
und a”b"e"d” auf dem Vierecke abcd ruht, so ist (nach 2) die Glei- 
chung erfiillt: 


(1) (wB8)(«By)(byd) (ade) + (way) (aBy)(6cd)(abd) 
+ (#87) («Bd)(Bya)(abe) = 0. 

Zufolge 3 hat man identisch: 

R, (Byx) = (c'd‘a’) (d" ab") (b'c" x) + (cd a") (d'a’b’) (b’ zx), 
R,(yax) = (dab) (b’ ed") (eax) + (d’ ab’) (U'e'd’) (eax), 
R,(aBx) = (b'c'd’) (c’d" a") (a'b’ x) + (b"c" a") (¢ d'a’) (a"V'2), 
2) 1B (@dx) = ('ea’) (a"b"e") (a'd’ 2) + (b"c'a”) (a'B'c) (a"d'2), 
R,(Bdx) = (¢ d’a’) (a"b"c’) (U'a’ x) + (’d" a") (a’ Bc) (b"d'z), 
R, (yx) = (d’a'b’) (a"b'e") (cd z) + (a"a"b") (a'b'¢) (c’d'x), 


ferner: 





Ry(aB2) + B,(ay2) + R,(adx) =0, 
(3) Ry(Ba2) + B,(By2) + R, (B02) =0, 
R,(yax) + R,(y Bx) + Ry (ydz) =0, 


wobei R,, R,,... von Null verschiedene constante Factoren bedeuten. 
Aus (3) berechnet sich 


(y8a) = 5 (@By), (8aB) = — FY (aby). 


Werden diese Werthe, sowie die Ausdriicke fiir (by0), (6cd), (B yd), 
welche sich aus (2) ergeben, in Gleichung (1) eingesetzt, so kommt: 


= (eda) [(d’a’b’) (a b’c") (cab) + (d" ab’) (a'B'c’) (ce d'b)] 
+ ~s (dab) [(e'd’a’) (a’’b’c") (bh ed”) + (e’ ad" a’) (a'b'c) (b’ ed’) 


+58 (abc) [(c'd’a’) (dab) (bcd) + (cd a’) (d’a’B’) (b"’c'd)| =0. 





Die Identitiiten (3) liefern ausserdem 


Be oe ae 
R, R, R, Ry 
Mathematische Annalen. XXIX. 
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Dies beriicksichtigt, geht letztere Gleichung (nach entsprechender 
Anordnung) iiber in: 

(4) (be d")(ceda)(d'a'b’)(a"b’ c’) + (be" a’) (eda) (a a’ b")(a' bc’) 
+(0'cd")(¢ d'a’)(dab)(a"b’c’) + (b’ ed’) (c’d" a") (dab) (a b'c’) 
+(¥'c" d)(c'd’a’)(a" a’ b") (abe) + (be d)(c’d" a") (d' ab’) (abc) =0, 

welche Gleichung bestehen bleibt, wenn man in ihr abed mit abcd’ 

oder a”b" cd” vertauscht; d. h. 

Wenn von drei Vierecken abcd, abcd’, a’b’c’d” eines das 
Involutionsviereck der beiden andern stiitat, so gilt dies von jedem 
derselben. 

5. Benutzt man drei Vierecke abcd, a'b’c'd’, a’b’c'd", welche 
die in 4 beschriebene Lage haben, zur Definition zweier Collineationen 
[abed, a'b'c'd’] und [abed, abcd"), so folgt aus Gleichung (4) 
der vorigen Nummer bekanntlich: 

(bed) + (be’d’) + (Wcd”) + (b’ cd’) + (U'c’d) + (bed) =0, 
welches der algebraische Ausdruck fiir die Lage irgend eines Dreiecks 
bed zu seinen homologen b'c'd’ und b’c’d” in den beiden Collinea- 
tionen ist, 

Wenn man andererseits bezeichnet 
Ch = Mir Cy + Mia Co Mig C,, Af = mM d,-+m2d,+ msd,, (i —1,2,3) 
Cy = M1 Cy + Nis Nis Cz, dj’ = Nid, + N2d,+ ns; , ” 
und wenn 

Z= Myq Nyq My Moy $F Mbgg My 4 PM 4 Mgg FE My Nyg—f Myo My — My My, 

— Mg Nog — M34 13 — Mj 3 Mg 4 — My9 Mp4 — M4 M9 
bedeutet, so besteht (wie man durch zweimalige Anwendung eines 
d-Processes findet) die Identitat : 

Z(bed) = (be'd”) + (be"d’) + (b'cd”) + (b’ cd’) + (We'd) + (b’ ed), 

woraus fiir Z = 0 ebenfalls folgt 

(be'd”) + (be’d’) + (b'cd”) + (bed) + (Uc d) + (b’e' d)=0; ah. 

Vermige der durch Z = 0 definirten Collineationen werden jedem 
Vierecke abcd der Ebene zwei andere a'b'c'd’ und a’b’ cd” als ent- 
sprechende sugewiesen, derart, dass das Involutionsviereck je sweier der 
drei Vierecke abcd, abcd’, a’b’c’d” auf dem dritten ruht. 


Mainz, im October 1886. 
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Bemerkungen tiber den Beweis des Satzes von der 
Winkelsumme des Dreiecks.*) 


Von 


Jutius Perersen in Kopenhagen. 


1. Der Grund fiir die hiufig angetroffene Unklarheit in der Auf- 
fassung der ersten Principien der Mathematik liegt nach meiner Ueber- 
zeugung zum grossen Theile darin, dass man die Mathematik, welche 
eine rein logische Wissenschaft darstellt, mit der Physik, die im 
wesentlichen eine Erfahrungswissenschaft ist, verwechselt. Die Mathe- 
matik wihlt thre Vorausseteungen willkiirlich und leitet aus denselben 
ab, was sich auf logischem Wege ableiten lisst. Dass aus praktischen 
Griinden die Voraussetzungen mit Riicksicht auf das gewihlt werden, 
was in der Natur vorkommt, hat in wissenschaftlicher Beziehung wenig 
Bedeutung. 

2. In der Algebra kommt es besonders darauf an, dass der Begriff 
»Gleichheit* richtig aufgefasst wird. a —b driickt nur aus, dass a 
und 6 Dinge bezeichnen sollen, welche in einer gewissen Besiehung, 
die ich vor Augen habe, an die Stelle von einander gesetzt werden 
kénnen. Wenn ich einen Zwanzigmarkschein gleich 20 Reichsmark 
in Silber setze, so geschieht das, weil ich an eine Anwendung derselben 
denke, bei der beide Theile gleich gut sind. Wenn ich a+b=—b+a 
setze, so erhalte ich dadurch keinen Satz, den ich beweisen kann, 
denn es giebt viele Fille, wo a + 6 nicht gleich b + a ist; aber ich 
erhalte dadurch eine Grundlage fiir die weitere Entwickelung, und 
diese wihle ich, weil die Erfahrung mich gelehrt hat, dass man oft 
auf solche Fille trifft, in denen diese Gleichung giiltig ist. @ und b 
sind einfache Zeichen, die in der reinen Mathematik nichts bedeuten. 
Erst wenn ich die in der Mathematik gewonnenen Resultate auf 
praktische Verhialtnisse anwenden will, gebe ich a und b bestimmte 
Bedeutungen, und ich muss dann jedesmal besonders untersuchen, ob 
diese so beschaffen sind, dass die Grundgleichung a+b—b+a 
und die iibrigen Grundgleichungen, welche ich eingefiihrt habe, Giiltigkeit 


*) Uebersetzt aus der Tidsskrift for Mathematik, 1883, V. Reihe, 1. Jahrgang, 
8, 8—11, durch Hrn. R. v. Fischer-Benzon, 
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behalten. Die Zeichen > und < haben weniger Bedeutung in der 
Mathematik, da sie nur auf ein sehr begrenztes Gebiet (positive und 
negative Zahlen) Anwendung finden. Man sieht, dass es nach dieser 
Auffassung in der Algebra keine Axiome mehr giebt, da alle Sitze, 
welche unter dem Namen ,,Axiome“ gehen, sich leicht beweisen 
lassen, Aus a=b, b =c folgt a= c, da die erste Gleichung aus- 
driickt, dass ich itiberall da, wo ich b habe, a an die Stelle setzen 
kann. 

Wenn dieser Satz Schwierigkeiten gemacht hat, so hat das seinen 
Grund darin, dass man den mathematischen Satz mit einem gleich- 
lautenden physikalischen verwechselt hat. Habe ich zwei Stabe ge- 
messen und gleich lang gefunden, so lehrt mich die Erfahrung, dass 
die Endpunkte derselben nahezu zusammenfallen, wenn ich sie neben 
einander lege. Ich sage ,nahezu“, denn der Satz ist nur niherungs- 
weise richtig, da Temperatur, Feuchtigkeit u. s. w. Einfluss auf die 
Liinge haben. Dieser Satz ist deshalb ein reiner Erfahrungssatz iiber 
die Eigenschaften des Raumes und der Materie. Er sagt aus, dass 
blosse Ortsveriinderung keinen Einfluss auf die Dimensionen eines 
Koérpers hat, wenn alles tibrige unveriindert bleibt. In diesem Sinne 
ist der Satz dem Gesetz der Beharrung ganz analog. 

Wenn ich oben gesagt habe, dass die Mathematik ihre Voraus- 
setzungen beliebig waihlen kann, so mag es vielleicht richtig sein hin- 
zuzufiigen, dass die Voraussetzungen sich nicht widerstreiten diirfen. 
Jedoch ist dieser Zusatz nicht so nothwendig, wie es beim ersten 
Blick erscheint. Der Widerstreit muss sich niimlich dadurch zeigen, 
dass Zeichen, welche von vornherein nach unserer Annahme ver- 
schiedene Dinge darstellten, nunmehr in Folge der Voraussetzungen 
dasselbe Ding darstellen miissen. Dies braucht nicht als absolut falsch 
anfgefasst zu werden, wohl aber kann es das Gebiet, fiir welches die 
bewiesenen Siitze passen, so sehr einschriinken, dass die ganze Ent- 
wicklung ihre Bedeutung verliert. Bezeichnet a ein beliebiges von 
den Dingen, welche ich behandle, so beschriinkt die Voraussetzung 
a+5=<7 das ganze Gebiet auf die Zahl 2. Wir wolleu deshalb 
festsetzen, dass wir von vornherein eine Gruppe von verschiedenen 
Dingen behandeln, und dass jede Voraussetzung, welche die Gruppe 
verkleinert, als allgemeine Voraussetzung unzuliissig ist. 

3. Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wende ich mich zu 
einer genaueren Untersuchung der Grundbegriffe der Geometrie. Die 
Untersuchung wird hier dadurch erschwert, dass man nicht alle Grund- 
bestimmungen sofort aufzustellen pflegt, sondern dass man immer neue, 
von der Anschauung entnommene, hinzufiigt, je nachdem man Ver- 
wendung fiir dieselben hat. Wie bekannt hat Lobatschewsky eine 
Geometrie construirt, in der die Summe der Winkel eines Dreiecks 
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nicht zwei Rechte betriigt. Er hitte ebenso gui viele andere Arten 
von Geometrie dadurch construiren kénnen, dass er andere Be- 
stimmungen ausschloss, welche keine nothwendige Folge von seiner 
Definition der Geraden und der Ebene sind, und solcher Bestimmungen 
giebt es mehrere. Was heisst ,,innerhalb“, was ,,ausserhalb‘' eines 
Dreiecks? Weshalb muss eine Gerade, die eine geschlossene Contur 
einmal schneidet, hinreichend verlingert dieselbe wenigstens noch 
einmal schneiden? Weshalb liegen die Medianen eines Dreiecks 
innerhalb des Dreiecks? Woher weiss man, dass ein Dreieck keinen 
Winkel haben kann, der grdésser ist als 2 Rechte? u. s. w. Obgleich 
keine von diesen Fragen beantwortet ist, werden alle durch dieselben 
ausgedriickten Siitze in der sogenannten absoluten Geometrie (Bolyai 
1872) angewandt. Es sind also neue, durch die Anschauung ge- 
wonuene Bestimmungen, welche nach und nach hinzugezogen werden. 

Es liegt nicht in meiner Absicht hier eine vollstiindige Grundlage 
der Geometrie zu geben, sondern ich will nur durch Analyse der 
Grundbegriffe den Grund fiir die wichtigsten Schwierigkeiten nach- 
zuweisen versuchen, welche die Geometrie jetzt darbietet. Hierbei 
kommt es darauf an, an jedem Punkte den Begriff, welchen die An- 
schauung uns gegeben hat, mit dem Begriffe zu vergleichen, den 
unsere Definitionen bestimmen, um dadurch zu sehen, wieweit der 
erstere, den wir zu behandeln die Absicht haben, mit dem letzteren, 
den wir wirklich behandeln, iibereinstimmt. 

Man sieht nun leicht, dass die angeschauten Raumgréssen nicht 
mit den definirten iibereinstimmen, sondern nur specielle Fille der- 
selben sind. So ist das Fehlen der Grésse eine wesentliche Kigen- 
schaft des angeschauten Punktes, wiihrend wir denselben in der 
Geometrie nur als das einzelne, als Individuum benutzen. 

Um mathematisch zu sprechen, kénnen wir sagen, dass der Punkt 
etwas ist, das durch drei Parameter bestimmt wird, welche von — oo 
bis + co so variiren kénnen, dass verschiedenen Werthsystemen ver- 
schiedene Punkte entsprechen. Der Inbegriff aller méglichen Punkte 
ist der Raum, der Inbegriff aller Punkte, deren Parameter einer ge- 
wissen Bedingung geniigen, eine Fliiche u. s. w.*) 

Des Beispiels wegen will ich eine Gerade, die durch einen festen 
Punkt geht, einen ,,Punkt nennen. Der Inbegriff aller (co?) Geraden 
des Raumes, welche durch den festen Punkt gehen, ist eine ,,Ebene“. 
Der Inbegriff der uneudlich vielen (co) Geraden, die durch den festen 


*) Grassmann ist vielleicht der erste, welcher versucht hat eine Geometrie 
aufzubauen ohne die Anschauung zu benutzen (Die lineale Ausdehnungslehre 1844), 
Spiiter hat F. Klein (Math. Ann. Bd. IV und VI) gezeigt, wie man auf der 
Grundlage von Cayleys projectivischer Massbestimmung die ganze absolute 
Geometrie aufbauen kann, 
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Punkt gehen und in derselben Ebene liegen, ist eine ,,Gerade“. Man 
sieht, dass die gewdhnlichen Definitionen ebenso gut auf diese 
»Punkte“ und ,,Geraden“ passen wie auf diejenigen, welche wir an- 
schauen. Kine ,,Gerade“ ist bestimmt durch zwei ,,Punkte“; zwei 
»Geraden“ schneiden sich in einem ,,Punkte“; drei ,,Geraden“ bilden 
ein Dreieck (eine dreiseitige Ecke); die ,,Ebene‘ lisst sich so be- 
wegen, dass sie sich fortwiihrend selbst deckt; eine ,,Gerade“ lisst 
sich in congruente Theile theilen, kurz, so lange wir nur die Defi- 
nitionen und nicht die Anschauung benutzen, passen die allgemeinen 
Entwicklungen der Geometrie auch hier. In den neuen Dreiecken be- 
triigt indessen die Summe der Winkel nicht 2 Rechte. Es ist also 
klar, dass man den Satz tiber die Winkelsumme nicht aus den auf- 
gestellten Voraussetzungen beweisen kann *). 

Selbst wenn wir uns an den Punkt, wie wir ihn durch Anschauung 
haben, halten, so sieht man leicht, dass die Bestimmung der Geraden 
als derjenigen Linie, welche durch zwei Punkte bestimmt ist, viel zu 
weit ist. Dieselbe gilt z. B. auch fiir Kegelschnitte, die schon durch 
drei feste Punkte gehen. Fiigen wir die Bestimmung hinzu, dass die 
Gerade sich ix sich selbst verschieben lassen soll, so passt die Defi- 
nition auf Kreise, die schon durch einen festen Punkt gehen. Die 
Definition der Ebene passt ebenso gut auf eine Kugel, die durch 
einen festen Punkt geht u. s. w. Geraden in einer Ebene kénnen 
Kreise auf einer Kugel sein, die durch einen festen Punkt gehen, oder 
Hauptkreise einer Kugel. Ein beachtenswerther Unterschied existirt 
zwischen diesen beiden Arten von Geraden. Diejenigen der ersten 
Art schneiden sich in einem Punkte (der feste Punkt kann ausser Acht 
gelassen werden), wihrend die Hauptkreise sich in zwei Punkten 
schneiden; zugleich zeigt die Bestimmung durch zwei Punkte einen 
Ausnahmefall, wenn niimlich die beiden Punkte diametral entgegen- 
gesetzt sind. Kin dhnlicher Fall tritt eim, wenn man als Geraden 
Curven dritter Ordnung nimmt, welche durch sieben feste Punkte 
gehen; hier sind die Geraden aber nicht congruent in der gewdhn- 
lichen Bedeutung des Wortes. Versteht man dagegen unter con- 
gruenten Linien solche, welche sich zur Deckung bringen lassen, wenn 
man sie so bewegt (verindert), dass sie fortfahren den durch Definition 
aufgestellten Bedingungen zu geniigen, so werden zwei Geraden auch 
hier congruent, so dass man Sitze tiber solche Curven dritter Ordnung 
aus Siitzen, die der sphairischen Geometrie entnommen sind, muss ab- 
leiten kénnen. 

Man sieht, dass nach der hier entwickelten Auffassung eine 


*) F. Klein benutzt Math. Ann. Bd. IV dasselbe Beispiel als das einfachste 
Beispiel fiir die von ihm sogenannte elliptische Geometrie. 
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Geometrie mit vier Dimensionen ebenso berechtigt ist wie eine mit 
drei Dimensionen. Jedoch giebt es einen Unterschied. Wenn man 
seine Grundbestimmungen wiahlt, so miissen diese von einander un- 
abhiingig sein und sich nicht widerstreiten. Wahrend man nun wohl 
beweisen kann, dass eine Bestimmung sich aus anderen ableiten lisst, 
kann man dagegen nicht beweisen, dass eine Bestimmung sich aus 
gewissen anderen nicht ableiten lisst. Einen solchen Beweis hat man 
erst, wenn die Erfahrung uns Gebiete gezeigt hat, auf denen die Be- 
stimmungen getrennt vorkommen. Dass Lobatschewsky in seiner 
Geometrie keine Widerspriiche findet, ist kein Beweis dafiir, dass 
solche nicht von anderen gefunden werden kénnen; erst wenn man 
ein Gebiet nachgewiesen hat, wo die Winkelsumme nicht 2 Rechte 
betriigt, wiahrend die tibrigen Voraussetzungen erfiillt sind, ist der 
Beweis erbracht, dass die Voraussetzungen von einander unabhingig 
sind. Ein solches Gebiet habe ich oben bei der dreiseitigen Ecke 
nachgewiesen, wo die Winkelsumme grésser als 2 Rechte war. 

Hier scheint ein Widerspruch vorzuliegen, da Legendre einen 
als exact betrachteten Beweis dafiir geliefert hat, dass die Winkel- 
summe gleich zwei Rechten oder kleiner ist. Die Erklirung ergiebt 
sich leicht bei einer genaueren Untersuchung von Legendre’s Beweis. 
A sei der kleinste Winkel im Dreieck ABC. Die Mediane AM wird 
um sich selbst bis N verliingert und NB wird gezogen. Dann hat 
das Dreieck ANB dieselbe Winkelsumme wie das gegebene Dreieck, 
und einer von seinen Winkeln ist héchstens gleich 4 A. Fahrt man 
auf dieselbe Weise fort, so erhailt man ein Dreieck, in dem die Summe 
yon zwei Winkeln so klein werden kann, wie man will. Die Winkel- 
summe kann deshalb nicht grésser werden als der grésste Werth, den 
ein einzelner Winkel des Dreiecks haben kann. 

Die Voraussetzung, welche hier stillschweigend gemacht wird, ist 
die, dass der Winkel ABN, den man betrachtet, immer einer der 
inneren Winkel des Dreiecks ABN ist, Diese Voraussetzung hat keine 
Giiltigkeit fiir die dreiseitige Ecke, dieselbe als Dreieck aufgefasst, 
und dadurch zeigt sich, dass sie von den iibrigen Voraussetzungen 
unabhingig ist*). 

Wenn wir gesehen haben, dass der Grund, weshalb wir gendthigt 
sind in der Geometrie mitten in der Entwicklung Axiome aufzustellen, 
darin liegt, dass man in Wirklichkeit ein umfassenderes Gebiet be- 


*) Legendre und Lobatschewsky haben in Wirklichkeit nur die Geometrie 
behandelt, welche F. Klein die hyperbolische nennt. Der Grund dafiir liegt in 
den oben genannten stillschweigenden Voraussetzungen, welche nach Klein's Dar- 
stellung mit der Voraussetzung von der unendlichen Linge der Geraden zu- 
sammenfallen. Das weiter unten von Poincaré entlehnte Beispiel ist ein specieller 
Fall aus der hyperbolischen Geometrie. 





944 Jutivs Perersen. 


handelt als das ist, welches man eigentlich vor Augen hat, so ist leicht 
zu erkennen, wie man dem Mangel abhelfen muss. Es kommt darauf 
an, das Gebiet durch neue, von den friiheren unabhiangige Bestimmungen 
einzuschrinken. Indessen muss man hier die Forderung stellen, dass 
die nihere Bestimmung sich direct auf die Gerade und die Ebene be- 
ziehen muss und keine anderen, fiir die Auffassung dieser Gebilde 
unnéthigen Begriffe voraussetzen darf, wie z. B. den Winkelbegriff. 
Um die fehlende Bestimmung zu erhalten, sucht man eine solche 
Kigenschaft der Ebene und der Geraden, welche sich nicht bei Kugel 
und Hauptkreis findet. 

Unter Verschiebung einer Ebene will ich eine solche Bewegung 
einer Ebene in sich selbst verstehen , bei der eine Gerade in der Ebene 
lings sich selbst verschoben wird. Die Bestimmung der Ebene, die 
ich hinzuftigen will, ist dann folgende: 

Wenn ein Punkt nach mehreren Verschiebungen einer Ebene in 
seine urspriingliche Lage zuriickkehrt, so befindet sich die ganze Ebene 
in ihrer urspriinglichen Lage. 

Nun sei ABCD... ein Polygon. Eine bewegliche Ebene wird 
nach einander um die Strecken AB, BC, CD... verschoben. Indem 
nun A nach und nach die Lagen A, B, C, D... einnimmt, trigt 
man in der beweglichen Ebene die Nebenwinkel der Polygonwinkel 
A,B,C... ab, die also alle neben einander abgetragen werden und 
den Scheitelpunkt gemeinsam haben. Wenn A nach A zuriickgekebrt 
ist, befindet sich die bewegliche Ebene in ihrer urspriinglichen 
Lage, so dass.der letzte Winkelschenkel, der abgetragen wird, mit 
dem ersten zusammenfillt. Die Summe der Nebenwinkel (Aussen- 
winkel) betrigt also 4 Rechte. 

Acceptirt man Legendre’s Beweis, so liisst sich nachweisen, 
dass, wenn ein Dreieck eine Winkelsumme von 2 Rechten hat, alle 
Dreiecke eine solche haben; dann kann man die oben angefiihrte Be- 
stimmung darauf beschriinken, dass die Ebene in ihre urspriingliche 
Lage zuriickkehrt, wenn sie lings den Seiten eines Dreiecks verschoben 
worden ist. 

Die hinzugefiigte Bestimmung gilt nicht fiir Kugeln und Haupt- 
kreise, wohl aber fiir Kugeln, auf denen Kreise, die durch einen festen 
Punkt gehen, die Geraden darstellen. Hier gilt deshalb der Satz von 
der Winkelsumme, wihrend die Congruenzsiitze im gewohnlichen Sinne 
keine Giltigkeit haben. Man kann also eine Geometrie erhalten mit 
Congruenz und ohne die constante Winkelsumme, eine andere mit der 
Winkelsumme, aber ohne Congruenzsitze. 

Merkwiirdig ist es, dass der Satz tiber die Winkelsumme auf der 
Kugel sich ohne die oben genannte Voraussetzung beweisen lisst. Die 
beiden Winkel, welche zwei Kreise mit einander bilden, sind gleich 
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gross; denn legt man eine Ebene durch die Mittelpunkte der Kugel 
und der beiden Kreise, so zeichnet sich die eine Seite der Ebene durch 
nichts vor der anderen aus. Legt man nun drei Kreise durch einen 
Punkt A, so findet man, dass die Winkel des von ihnen gebildeten 
Dreiecks auch bei A liegen, und hieraus ergiebt deren Summe sich zu 
2 Rechten. 

Auch verdient es Beachtung, dass meine ergiinzende Definition 
der Ebene nicht verlangt, dass eine Verschiebung im Allgemeinen 
keine Drehung mit sich bringen diirfe, sondern nur, dass die Summe 
der Drehungen, welche bei den Verschiebungen AB, BC, CA... aus- 
gefiihrt wird, gleich Null sein soll. Bei den Kreisen ist in Wirk- 
lichkeit jede der einzelnen Verschiebungen identisch mit einer Drehung, 
aber die Summe der drei Drehungen, welche bei Verschiebungen lings 
den Seiten eines Dreiecks ausgefiihrt wird, ist gleich Null. 

4, Zu den bereits gegebenen Beispielen will ich ein neues hinzu- 
fiigen, welches der im ersten Hefte der ,,Acta mathematica“ be- 
gonnenen Abhandlung von Poincaré entnommen ist, welches wirklich 
ein Gebiet darstellt, auf dem Lobatschewsky’s Geometrie gilt, und 
welches die gewohnliche Geometrie als speciellen Fall enthilt. 

Die Ebene ist hier ein Theil unserer gewohnlichen Ebene, welcher 
auf der einen Seite einer beliebigen geraden Linie, der Axe, liegt, 
wihrend die Geraden durch Halbkreise dargestellt werden, deren 
Mittelpunkte auf der Axe liegen. 


Die Bewegung in der Ebene ist nicht diejenige, welche wir aus 
der Anschauung kennen, sondern sie wird auf folgende Weise be- 
stimmt. Es sei ¢ ein beliebiger Punkt, der auf gewéhnliche Weise 
durch eine complexe Zahl bestimmt ist; bestimmt man hierdurch einen 
neuen Punkt 


az-+b 


ce+da’ 
worin @, b,c und d reell und ad — bec = + 1, und liisst man z eine 
gewisse Figur durchlaufen, so durchliuft ¢ eine andere Figur, die wir 
der ersten congruent nennen wollen; die eine Figur bewegt sich 
hintiber auf die andere, wenn a, b,c und d@ sich continuirlich fndern 
bis a=d=1, b=c=—Q0. 

Man sieht leicht, dass die hierdurch bestimmten Transformationen 
zusammengesetzt sind aus Parallelverschiebung (¢==2-+ a), Multi- 
plication (¢= az) und Inversion verbunden mit Drehung um eine 
Axe (¢=a:2). Congruente Figuren erhalten also gleicne Winkel, 
indem der Winkelbegriff der gewdhuliche ist. Congruente gerade oder 
krumme Linien werden gleich lang, wenn man unter der Liinge die 
Summe der Bogenelemente versteht, von denen jedes durch seine Ent- 
fernung von der Axe dividirt ist, da sich zeigen lasst, dass diese 
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Summe bei der Transformation unveriindert bleibt. Durch eine ahn- 
liche verinderte Auffassung des Begriffes ,,Fliche“ erhalten congruente 
Figuren auch denselben Flicheninhalt. 

Es kénnte den Anschein haben, als ob man eine Beschrinkung 
der Beweglichkeit der Ebene dadurch vorgenommen habe, dass man 
nur einen Theil der gewéhnlichen Ebene betrachtet. Das ist indessen 
nicht der Fall, denn die Transformation (Bewegung) lisst die Punkte 
immer auf derselben Seite der Axe bleiben, und lisst die Punkte der 
Axe (die reellen ¢ entsprechen) auf der Axe bleiben, welche der un- 
endlich fernen Geraden der gewdhnlichen Geometrie entspricht. In 
der That geht die hier entwickelte Geometrie in die gewéhnliche itiber, 
wenn die Axe sich bis in’s unendliche entfernt. 

Gleichfalls kénnte es scheinen, als ob der Geraden hier die Eigen- 
schaft fehlte, nach beiden Seiten bis in’s unendliche verlingert werden 
zu kénnen und dadurch die Ebene in zwei getrennte Theile zu theilen. 
Traigt man jedoch eine beliebige Strecke auf einer Geraden (Halbkreis) 
ab, und darauf beiderseits congruente Strecken (in der Bedeutung, 
welche das Wort hier hat), so wird man sich den Endpunkten des 
Halbkreises mehr und mehr nihern ohne sie erreichen zu kénnen, da 
die Liinge eines Bogenstiickes, welches an die Axe stésst, nach der 
Definition unendlich ist. Besonders hierdurch zeichnet dieses Beispiel 
sich vor dem friiher angefiihrten (der dreiseitigen Ecke) aus, bei 
welchem die Gerade durch Verlingerung in sich selbst zuriickkehrte 
und dadurch Legendre’s Beweis unbrauchbar machte. 

Wenn ich oben die Axe die unendlich ferne Gerade der Ebene 
nannte, so war das nicht vollstindig correct, da dieselbe wohl so auf- 
gefasst werden kann, als ob sie die unendlich fernen Punkte der Ebene 
enthalte, aber nicht als eine Gerade. Die Sache ist die, dass die Auf- 
fassung, als ob die unendlich fernen Punkte einer Ebene auf einer 
Geraden liigen, keine nothwendige Folge der Eigenschaften von Ebene 
und Gerade ist, sondern mit der Benutzung eines bestimmten Coordi- 
natensystems zusammenhiingt. Hier erhalt die Gerade zwei unendlich 
ferne Punkte, und parallel werden solche Geraden, welche den einen 
unendlich fernen Punkt gemeinsam haben. 


Kopenhagen, 1886. 
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Sur l’équation différentielle de la série hypergéométrique. 
(Seconde note.*)) 


Par 


Anpré Marxorr a St. Pétersbourg. 


Cette note a pour but la recherche de tous les cas, od |’équation 
différentielle 


(1) a (1—a) y” + (y—(@+8+1))2)y — apy =0 

de la série hypergéométrique admet |’intégrale de la forme suivante 
(2) Xy + Yy=0, 

ou bien 

(3) Xyy + Yyy + Zyy=9, 


X, Y, Z étant des fonctions rationnelles de z. 

Dans la discussion de notre question on peut poser, que X, Y, 
Z sont des fonctions entiéres de x. 

On peut poser de méme que ces fonctions n'ont point de diviseur 
commun. 

Ayant admis ¢a, nous obtenons de certaines conditions, par les- 
quelles la question de cette note se réduit 4 celle de la note précédente, 

Nous n’allons cependant pas prendre en égard toutes ces conditions, 
de sorte que parmi les fonctions X, Y, Z il y en aura des fonctions 
fractionnaires. **) 


§ 1. 

Proposons nous d’abord la recherche des cas, od Téquation (1) 
admet l’intégrale de la forme (2) et soit 
(4) Xy + Yy=Q. 

En différentiant cette expression, nous obtenons en vertu de 
Yéquation (1) 

p® = (p(X'+ Y)—qX)y + wY’'—rXy, 
*) Voir la premiére note au tome 28 des Annalen, pag. 586 ff. 


**) Quant a la question du § 1, elle a été traitée déji complétement par Mr. 
Schwarz, voir le tome 75 du Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. 
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ot lon a 
p=a«(l—2z), q=y—(a+6+]))e, r= — af. 
Lorsque Q est égal 4 zéro, Q lest aussi. 
Il en résulte, que dans ce cas les équations 
Q=0 acé Y= ID 
doivent étre identiques l'une & l'autre et par suite 
(5) p(X'+ 4 ek. et — 


Et il est facile de voir, que @ doit étre une fonction entiére du 
premier degré par rapport a 2: 


(6) @a=A,+ 4,2. 
D’autre part, les conditions (5) et (6) étant satisfaites, on a 
(a v 
Q° aw 1-2 
et 
(7) Q= C2'(1—z)', 
ayant 
l=A,, T= — (Ag+4,) 


et C étant une constante arbitraire. 
En posant ensuite 
C=0 
nous obtenons léquation (2) 
(2) Xy + Yy=0. 


Tout revient done a la résolution des équations (8) 


(8) “eh Y)= (a+ @)X, 
i p Y—rX—=—ayY. 
Remarquons, que X ne peut pas avoir pour diviseur ni 2? ni 
(1—«)*, car dans le cas contraire X et Y auraient x ou (1—2z) pour 
diviseur commun. 
Par rapport & X nous pouvons done distinguer quatre cas suivants: 
1) X et p wont pas de diviseur commun, 
2) le plus grand diviseur commun de X et p est égal a zx, 
3) le plus grand diviseur commun de X et p est égal a 1 — a, 
4) X est divisible par p. 
Nous allons discuter chacun de ces quatre cas séparément. 
1) X et p wont point de diviseur commun. 
Dans ce cas 
a=—-—q, Y=—=—X, 
px"+qX+rX=—0. 
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Cette derniére équation est tout a fait identique a I’équation (1) 
et n’admet une intégrale suivante 


X = fonction entiére de x 
qu’é condition, qu'il soit 

a=—=—~*n ou bien B = — n, 
m désignant un nombre entier positif arbitraire. 


2) Le plus grand diviseur commun de X et p est égal a x. 
Dans ce cas 


@-+ q doit étre divisible par 1 — x 


@ doit étre divisible par 2. 
En posant 
X=—2zrX,, 
nous déduisons 
4=0, A4=—a+f6+1-—y7, 
= —#X,+ (y—1)X,, Y =— 2X," + (y —2)X, 
et enfin 
# (1—2) X;"+ @—y—(@+p—2y+3)2) X, 
— («—y+1) B—y+1) X = 0. 
Il est facile de voir, que cette derniére équation n’admet une 
intégrale suivante 
X, = fonction entiére de x 
qu’é condition qu'il soit 
a—y+1——~n ou bien B—y+1——n, 
m étant un nombre entier positif arbitraire 
3) Le plus grand diviseur commun de X et p est égal d 1 — a. 
Dans ce cas 
a+ q doit étre divisible par x 


et 
@ doit étre divisible par 1 — a. 
En posant 
X = (1—2z) X,, 
nous déduisons 
A=—%, A =?, 
Y = — (1—2)X) + (y—«—6)X, 
Y’ = — (1—2) X)"+(y—a—B+1) XY 


et enfin 
a(1 —2)X)"+ G- (2y—a—B +1)z) X, 
— (y—«) (y—B) X = 0. 
Cette derniére équation n’admet une intégrale de la forme 
» = fonction entiére de x 
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qu’a condition qu'il soit 
a—y=-+n oubien B—y=—-+n, 
nm désignant un nombre entier positif. 
4) X est divisible par p. 
En posant 
. X= pX, 
nous déduisons 
o==—(, 
=—pXy+(q—p)X), Y'=—pX,"+(q—2p') X/+(¢—p") X, 
a(1— 2) X,"+(2—y— (8—a— B)x) X,—(1 —a)(1—B) X,=0. 
Cette derniére équation n’admet l’intégrale 
X, = fonction entire de x 
qu’ condition qu’il soit 
a—l=—-+m ou bien B—1—+n, 
m désignant un nombre entier positif. 


Done Véquation (1) a ume intégrale de la forme (2) seulement lorsque 
une des expressions 


’ 


a, B, eae B aah 
esi un nombre entier. 


§ 2. 
Proposons nous maintenant la recherche des cas, od |'équation 
(1) admet lintégrale de la forme (3), et soit 


(9) Xy¥y+ Yy¥y + Zyy = 2 
L’équation (1) nous donne 
pX = {p(X + Y)—2qX} yy + {p(V'4+2Z)—2rX—qVh yy 
+ (pZ'—r ¥)yy. 
Lorsque Q est égal & zéro, 2 lest aussi et nous avons deux 
équations 


Q=_—O e& YM—O, 
Ces équations sont identiques l'une 4 l’autre lorsque 
p(X’+Y) — 2qx p(Y’'+2Z)—2rX —qY pZ’—rY 
(10) x Y dae Z 
Alors @ est une fonction entiére du premier degré par rapport 4 x 
(11) a=4,+4, 2. 
Mais si les équations 
Q=0 ec Y=—| 
ne sont pas identiques, alors on peut en déduire une équation de la 
forme (2) et notre question se réduit 4 la précédente. D’autre part, les 
conditions (10) et (11) étant satisfaites, l'on aura 
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a" 2s i-e 
et 
Q = Cxi(1 — x)", 
ayant 
bd, U= — (+4) 


et C étant une constante arbitraire. 
Nous obtenons ainsi l’integrale générale du premier ordre, de 
l’équation (1). 
Posant ensuite C0 nous re¢gevons |’équation de la forme (3). 
Tout revient donc a la résolution des équations 


p(X+ Y) = (@+29q) X, 


(12) p(¥'+2Z) —%&X—(o+ 9) Y, 
pZ—rY=—aZ. 


Soit le degré de X égal a n, alors il est facile de voir, que le degré 
de Y est égal a m — 1 et celui de Z est égal & n — 2. 
On peut poser 


x = E,, x" ao EF," os Ex-s Flea a “ee + E,x -}- E,,; 
Fun Fav + Fist? 4...4 Fat fF, 
lo Gyre + .--4+G,2+G,, 


ot E, F, G sont quelques constantes et FE, différe de zéro. Re- 
marquons maintenant que X n’est divisible ni par x* ni par (1 — z)°; 
car dans le cas contraire Y serait divisible par 2? ou bien par (1 — 2)* 
et Z le serait par x ou bien par 1 — 2. 
Nous avons done par rapport & X six cas suivants: 
1) X et p? n’ont point de diviseur commun, 
2) le plus grand commun diviseur de X et p* est égal & x oual —z, 
3) le plus grand commun diviseur de X et p? est égal a p, 
4) le plus grand commun diviseur de X et p? est égal a 2? 
ou & (l—z)’, 
5) le plus grand commun diviseur de X et p? est égal & px ou 
a p (l—z), 
6) X est divisible par p’. 


§ 3. 
Pour simplifier les considérations suivantes nous rappelerons les 
transformations connues de |’équation différentielle (1). 
Transformation premiére. 


Posant 
y= zi-ty 
on obtient 
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y =a + (l—y)au, 
y= 2-1" + 2(1— yar’ — py (1—y)a1 a, 
x (1—2) uw" + (2—y — (a+ B—2y+3)2)w’ 
— («—7+1)(6—7+1)u—0, 
Q=— a7 { Xx? uw’ + (2(1—y) X+4 Ya) cu'u 
+(d—ryPX + —y) Ya + Z2*) u u}. 

Nous aurons recours 4 cette transformation dans les cas, ot X 
n’est pas divisible par 2. 

Si X n’est pas divisible par x et y n’est pas égal a l’unité, alors 
apres la transformation précedente au lieu de Q nous obtenons |’ex- 
pression suivante 

Xx? u'+ (2(1—y)X+ Ya) wu 
+ (d-7P X+(1 —7) Y2+Zx") uu. 

Dans cette expression le multiplicateur Xz? de u’ uw’ est divisible 
par 2. 

Et dans le cas, que X est divisible par 2 mais ne |’est point par 
x*, aprés notre transformation au lieu de 2 nous obtenons |’expression 


Xaw'w' + (2(1—y) X+ Yaywu+((1—y) ~+(1—7) Y+Zz)uu, 
si 
l1—y ede (l—y £,4+F, 
sont différents de zéro. 
Alors Xz aussi est divisible par 2. 
Or chaque fois, que 


1—y ou (l—y)£,+F, 
est égal 4 zéro, nous avons 
A ty=9; 
ear les équations (12) nous donnent 
Fy = (49 +27 — 1) £,, 
; (Aot+y) Fo = 0, 
et ensuite 
(l—y)E, + Fy = (4) +7) E,, (Ay +7) (49 4+27—1) E, = 0. 
Transformation seconde. 


Si au lieu de w l’on pose 1— wz, @ et B ne changent pas et y 
se transforme en a + B+ 1 — ». 
Aprés cette transformation nous aurons au lieu de @ |’expression 


suivante 
— Ay — A, (1L—a) = — (4) +4,) + A, 2. 
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Transformation troisiéme. 


En posant 
1 
= - y = &n, 
on obtient 
dy ~~ = = 
_ — get dé agetly, 
2 1 
dat BM ae + 2a +1) BH GP + aa 1) Eta, 


§(1—8) Ft + (@—B+1—@a—y+2)8) 42 — a (ey +1) =0, 


—_ poets | xEets (Gt) + @aXe— reyes ” 
+ (a? Xe" — a Yé"-14- ZEn-2) "| : 


Les expressions 
Xet!, QaX— YE-g, at XE — a Vert + ZEr-# 
sont des fonctions entiéres de §; la premiére d’elles est divisible par 
?, la seconde l’est par &; la derniére pour = 0 se réduit a 
E, 0? — Fyia + Gp-2- 

Remarquons que l]’on peut remplacer @ par B. 

A aide de notre transformation nous pouvons toujours parvenir 
au cas, ot X est divisible par 2*, si seulement les deux égalités 
suivantes 


Ea — Fy.a + Gr = 0, 
E, B? -— Fi B + Gp—2 == 0 


ne sont pas satisfaites l’une et l’autre en méme temps. 
Mais dans le cas que l'on a 


E,, a saat Fy-1e + Gre =( et E,, 6’ ‘—-- FB + Ga—s =0 
nous obtenons 


Fy1=(c+f)E, et G2= afk, 


ou bien 
a= Bp. 
Or les équations (12) nous donnent 
Fy = (2a+26 —n—A,+2)E,, 
2Ga_2 = {(a+B-+2—n—A,) (2a-+26—n—2,4+2)+2a8} Ey, 
(a+ B—n—A, +2) (2a—n—d, +2) (26—n—A, +2) =O. 
En comparant ces égalités avec les précédentes nous obtenons 


«+ p—n—A,+2=0. 


Mathematische Annalen, XXIX, 
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Revenons 4 la discussion des six cas précédents. 
1) X wa aucun diviseur commun avec p?. 
Alors 
a+ 2q=0, o=— 2q, 
X’+ Y=0, =—— X’, 
— q¥=—p(¥'+2Z)—2rx, 
—2qZ—pZ' —ryY, 
d’od nous déduisons 
2pZ = pX"+ qX'+ 2rX, 
2pZ'+ 2p Z— pX"+ (p'+q)X"+ (G+2r)X, 
2p? Z'= p? X" + pg X"+ (py —qp +2rp)X'— arp’ X 
et enfin 
pX" + 3pqX"+ (2q°-+pd —ap +4rp) X' + 2r(2q—p)X = 0. 
Cette équation est identique a l’équation (4) de notre premiére note. 
Excluant les hypothéses, pour lesquelles l’équation (1) admet 
Vintégrale de la forme (2), nous pouvons donc assurer, que le cas 
premier n’a lieu que pour 
1 1 3 1 
a+ p=—n, y=+>> ae ae -—o7 = 
2) Le plus grand commun diviseur de X et p* est egal a x ou 
bin d1— 2. 
Ayant égard & la transformation seconde on peut prendre x pour 
le plus commun diviseur de X et p?. 
Alors w + 2q doit étre divisible par 1 — z. 
D’ailleurs au moyen de la troisiéme ou de la premiére transforma- 
tion nous pouvons réduire ce cas aux cas suivants, si 
a+pB—n—A, +2 ou y+4, 
n’est pas égal a zéro. 
Nous pouvons aussi réduire notre cas aux cas suivants chaque 


fois, que 
y nest pas égal & a + £: 
il ne faut pour ce but que faire d’abord la transformation seconde et 
ensuite la transformation premiere. 
Done en excluant les hypothéses, pour lesquelles le cas second 
se réduit aux cas suivants, nous devons poser: 


Ay + 4, = 2(@+8—y+)), 


A=a+B—n-+2, 
4ja=—y=—a— FB, 
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doa il suit 
i= 8) e 
Mais la condition 
= 0 
est impossible, car X est divisible par 2. 
Done le cas second se réduit aux cas suivants. 
3) Le plus grand diviseur commun de X et p? est égal a p. 
Ce cas se réduit aussi aux cas suivants. 
En effet il se réduit aux suivants au moyen de la troisiéme ou de 
la premiére transformation si l’une des expressions 
a+B—n—A+2, y+ 
n'est pas égal & zéro. 
D’ailleurs nous pouvons d’abord faire la transformation seconde et 
ensuite la troisitme ou la premiére. 
Le cas considéré se réduit de cette maniére aux cas suivants, si 


ay +a +y—a—p—1 
différe de zéro. 
Or les conditions 


a+Bp—n—A,+2=0, 
y+4,=0, 
ay +4, +y—a—B—1=0 


n=l, 


nous donnent 


tandisque » doit étre au moins égal a 2. 

Donc le troisiéme cas se réduit aux cas suivants. 

4) Le plus grand commun diviseur de X et p* est égal a x* ou 
bien & (1—2). 

Ayant égard 4 la transformation seconde on peut prendre 2? pour 
le plus grand diviseur commun de X et p’. 


Alors 
@ -+ 2q doit étre divisible par (1—z), 
Y doit étre divisible par z, 
et 
@ doit étre divisible par 2. 
En posant 


X=2U, Y=2vV 
Ag=0, A, = 2(e+6+1—y7), 
V=—2U'+ (2y—2)U, Vie —2U"+ 2y—3) 0, 
2(1—2)Z = (1—a)a?U" + {4—8y-+4+(4y—a—B —5) 2} 2 U" 


+24 (y—1)?+((y—1)(a+8-+2—27)—af) 2} U 


nous déduisons: 


et enfin 


ww 
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peu" +3pq,0"+(2¢,2+pa, —a,p' +4pr,) 0'+2r, (2¢,—p’) U=0, 
ou 


Gq = 2—y— (a+ 6—2y7+3)z 
r, = — (a—y+1) (B—7+1). 


Excluant les hypothéses, pour lesquelles |’équation (1) admet l’intégrale 
de la forme (2), nous pouvons done assurer, que le cas quatrieéme n’a 
lieu que pour 


6 3 5 
a+ p—2y=——n, Pets tora 


5) Le plus grand diviseur commun de X et p* est égal ad px ou 
a p(l—z). 

Ayant égard & la transformation seconde on peut prendre px pour 
le plus grand diviseur commun de X et p’. 

Pour que l’on ne puisse pas réduire ce cas au cas dernier a l'aide 
des transformations précédentes il est indispensable de poser 

a+p—aé,—n+2=0, —4A,—4,4+e+6+4+1—y=0. 

Il suit encore des équations (12), que Y et w doivent étre divisibles 
par 2. 

Posant 


et 


X = 2*(1—z) U, Y=e=w#wV 


nous obtenons 


A=0, A ma+P—n+4+2, yo=u+ft+l—ijA—n—-l, 


= — a(1—«z)U’ + {2(n—2)—(a+fp+n—3) x} U, 
V’ = — a(1—a)U" + (2n—5—(a+fB+ n—5)a) U' 
— («+p+n—3)U, 
2Z—= x2(1—2)U"+ (7—3n+(a+B+2n—7)2)2U' 
+ (2 (n—2)*+ (2r—(n—3) («-+8-+-n—3)) x) U 


et enfin pour déterminer l’inconnue U nous aurons une équation de 
la forme 


pu” + p(aa+b) U0" + (a?+d' e+e) U'+ (f'e+g/)U =0. 

N’ayant pas recours aux calculs il est facile de se convaincre, que 

les coefficients 
a,b,¢e,d,ée,f, 9 

contiennent r au premier degré. 

Nous en déduisons que r doit étre obtenu d’une équation algébri- 
que du degré n — 2. 

Il est aussi facile de donner toutes les racines de cette équation: 


=—(n—2)(a4+8—n42), —(n—3)(@+B—n 43), + —2(@B—2), 
—1.(a+ 6-1). 








D 
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En effet, lorsqu’on a 


r= —(n—m) (a+p—n+m), 
nous pouvons prendre 
c=n—m. 

Alors comme nous l’avons démontré dans le § 1, I’équation (1) 

admet deux intégrales particuliéres du premier ordre 
NM = Xy + Ky=O0 et Ky + Yiy—Q2,—0, 

X, étant une fonction entiére de x du degré n —m + 1 et divisible 
par p, X, étant une fonction entiére de x du degré m — 1 et divisible 
par x, Y, et Y, étant aussi des fonctions entiéres de x. 

Et pour toutes les valeurs de y satisfaisantes a |’équation (1) on a 


9Q," 0Q, 
= 0, on = (a+fp—n+2)a. 


En multipliant Q, par 2, nous obtenons une expression 
Q = QQ, 

satisfaisante parfaitement & toutes nos demandes. 

Nous voyons donc, que le cinquiéme cas se réduit au cas dernier 
ou bien ne présente rien de nouveau. 

6) X est divisible par p’. 

Dans ce cas Y est divisible par p et @ doit se réduire a zéro. 

Posant 

X= Pp U, Y= Pp V, 
nous obtenons 
V= — pU'+ 2(q—p)U, 
V’ = — pU"+ 2q—3p) U'+ 2(¢ —p")U, 
2Z = p*U" + p(4p' —3q) U' + (2(q —p)*—2p(q' —p") + 2rp)U 
et enfin 
pU"+-3pq,0" + (24° +pa) —ap +4p7,)U' +2r,(29¢,—p)U = 0, 
ot l'on a 
q =2—y— (B—a—B)az, r, = —(1l—a) (1—8). 

Excluant les hypothéses, pour lesquelles |’équation (1) admet l’intégrale 
de la forme (2), nous pouvous done assurer que le cas dernier n’a 
lieu que pour 


8 5 5 
a+p=n—2, yo+ Se PGE: yin | 
§ 5. 

Conclusion. 


Concevant nos résultats et ayant en vue les transformations du 
§ 2 il est facile de se convaincre, que l’équation différentielle (1) admet 
une intégrale de la forme (3) dans les cas suivants 





258 A, Marxorr. Sur la série hypergéométrique. II. 


1) a+p=—n, 
2) a+ p=-+n, 
3) a+ B—2y——n, 


4) a+fp—2y=—-+n, 
2a—y 


~~ 
| 


+ 


2 


~ 
I 

ro| velco roles ro| = 
mi me: 


ro] rolex 20] or 20] me 


= 
| 


~ 


5) ou =—n, 
2pB—y 
2a—y 

6) ou =+n, 
2p —y 

a—B+y 
ou =—n, 
B—a+y 
a—B+y 
ou =-+n, 
B—a-+y 

Nous n’avons pas signalé ici les cas, dans lesquels |’équation (1) 


admet une intégrale de la forme (2) par ce que ces cas ci ont été 
énumérés plus haut. 


> 
+- 
—*) 

| 
% 

! 

| 

ro] 


Addition. 

En suivant la méthode de Liouville*) il est facile de démontrer la 
proposition enoncée ci-dessous: 

Lorsque Véquation (1) peut étre intégrée a Vaide d'un nombre limité de 
signes algébriques, exponentiels et logarithmiques et de signes d’intégrations 
indéfinies relatives ad la variable indépendante x, elle doit admettre 
Vintégrale de la forme (3) ou le rapport de deux valeurs de y satisfaisantes 
a cette equation doit étre une fonction algébrique de x. 

Ma note a pour but la recherche de tous les cas de la premiére 
catégorie, tandisque les cas, od le rapport mentionné est une fonction 
algébrique de x, sont déji analysés par M, Schwarz. **) 

Ainsi la question de l’intégration de |’équation différentielle (1) 
en quantités explicites finies est complétement résolue. 


St. Pétersbourg, November 1886. 


*) Journal de Liouville, 1° série, tome IV. 
**) Borchardt’s Journal, Bd. 75. 
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Zur Theorie der Abel’schen Functionen. 
Von 


Gzore Pick in Prag. 


Die nachfolgenden Entwickelungen beschiiftigen sich mit der all- 
gemeinen Aufgabe, die von Herrn Klein*) in der Theorie der hyper- 
elliptischen Functionen (insbesondere vom Geschlecht 2) begriindeten 
Fortschritte auf Abel’sche Functionen zu iibertragen. Sie unterliegen 
dabei aber verschiedenen Beschrinkungen und betrachten tiberhaupt 
nur diejenigen Abel’schen Functionen, welche zu einer ebenen alge- 
braischen Curve ohne Doppel- und Riickkehrpunkte gehéren. Eine 
solehe Curve 

an = 0 
von der Ordnung » und dem Geschlecht 
pa Sadomo 
ist also allen folgenden Erérterungen zu Grunde gelegi 

Wir bediirfen, um unser Ziel zu erreichen, umsomehr eines aus- 
gefiihrten Specialfalls als Vorbild fiir analoge Bildungen im allgemeinen 
Falle, als hier von allen transcendenten Behelfen zuniichst ganz abgesehn 
werden musste, alle Ueberlegungen sich also einzig auf algebraische 
Analogien stiitzen. Ein solcher Specialfall nun liegt vor in der Curve 
dritter Ordnung und den zu ihr gehérigen elliptischen Functionen.**) 

Ein Theil der nachfolgend entwickelten Resultate ist in zwei 
Noten in den Sitzungsberichten der Wiener Akademie***) bereits 
publicirt werden. Gleichwohl war es ndéthig, diese Resultate hier 





*) Vgl. F. Klein, ,,Ueber hyperelliptische Sigmafunctionen“‘, Math. Ann. 

Bd. XXVII, 
**) Vgl, ,,Zur Theorie der elliptischen Functionen‘* Math, Ann, Bd. XXVIII, 

pag. 309ff. 
***) ,Ueber die Abel’schen Integrale etc.“ Juli-Heft und ,,Ueber die etc. 
#-Functionen“ Oct.-Heft 1886, 
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nochmals und in sehr veriinderter Weise herzuleiten, da die dort ge- 
gebenen Ableitungen zwar richtig, aber fiir die klare Einsicht in die 


verwendeten Gréssen nicht geniigend sind. 


§ 1. 
Jacobi’sche Functionen und Integrale dritter Gattung. 


Den Ausgangspunkt unserer Entwickelungen bildet die Gleichung*) 


P fos f-3s wail 


i=1 3 ix! ai 


log 


Es soll hierin # irgend eine zur Curve 


as = 0 


gehorige #-Function bedeuten, die wir iibrigens stets als von geradem 
Charakter annehmen werden; 2, x‘, y, y’ sind (2p-+-2) beliebige Punkte 
der Curve; ¢ und die hiedurch bestimmten 2‘ sowie endlich das Normal- 
integral dritter Gattung TT sind die bekannten von Clebsch und Gordan 
bei dem Umkehrungsproblem verwendeten Grissen,**) 

Gleichung (1) darf als Definitionsgleichung der @-Function gelten. 
Kiner iihnlichen Gleichung geniigt aber iiberhaupt jede ,, Jacobi’sche 
Function ersten Grades“ durch Vermittelung des zu ihr gehdrigen 
integrales dritter Gattung. Wir werden also geradezu Jacobi’sche 
Functionen dadurch definiren, dass wir Gleichungen von der Form (1) 
anschreiben, in denen # eine neue Function, TT das zu ihr gehdrige 
Integral dritter Gattung bedeutet. 

Sowie nun im Gebiete der elliptischen Functionen das Integral 
dritter Gattung 


u 


J fe@—¢)anay’ 


. 


vor allen anderen ausgezeichnet ist, und die demselben entsprechenden 
Jacobi’schen Functionen insbesondere als 6-Functionen bezeichnet wer- 
den, so wollen wir auch bei allgemeinen algebraischen Curven ein 
ausgezeichnetes Normalintegral und von diesem aus Abel’sche o-Func- 
tionen zu construiren suchen. Das erwiihnte elliptische Normalintegral 


*) Vgl. F. Klein, a. a, O., § 8. 
**) Vgl. Cl-G., Abel’sche Functionen, etwa S. 198. 
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dritter Gattung geht aber, wenn wir an Stelle der Integrationsvariablen 
gp, y zwei Punkte €, & der Curve 
a’ — (0) 


vermdge der Relationen einfiihren 


f | 
‘ ra 
iiber in 


x 4 
C= { | (yep)? + 24, af ay at — ha” ae at — Gh ae OFA 
7. ange’? 
y y 
_ (keds) (We'ae) 


2 
a, ae ay ae 


wobei z, y, 2, y’ willkiirliche Punkte der Curve sind, welche in folgen- 
der Weise mit den friiheren Grenzen des Integrals zusammenhingen : 


z' 
- 


Hy ¥ y 
ond, ch eo 
% ¥ Fi rf 


Nach Analogie dieser Grésse kann nun in der That fiir die Grundcurve 
n'' Ordnung ein Normalintegral dritter Gattung mit den Grenzen a, y 


und den Unstetigkeitspunkten 2’, y’ 
2 
gy -{{t & 8) (kg a8) ede) 
y (h, § £)* a, ae ay ay 
, 2 
hergestellt werden, indem man O(h, €, &) folgende Bedingungen gemiiss 
bestimmt: 
®(h,,&) ist eime ganze Covariante der Form a®, vom sweiten 
Grade in den Coefficienten dieser Form, vom szweiten Grade in h, 
(h, & &') 
(hoe)? 
hiingig ; die Coefficienten der logarithmischen Unstetigkeiten sind bezw. +-1. 
Diesen Bedingungen geniigt eine einzige Function 9, wie leicht 
in folgender Weise erkannt wird. Zuniichst folgt aus der Covarianten- 
eigenschaft von ® einerseits und den angegebenen Graden in den Cvef- 
ficienten und Variablen andererseits, dass @ wmittelst numerischer 
Coefficienten aus Termen sich zusammensetzt, welche Producte je 
zweier Polaren der Grundform sind. Indem man alle méglichen solchen 
Terme bildet, erhilt man 


je vom (n—1)'" Grade in € und &'; - ist von h villig unab- 


*) Vgl. ,,Zur Theorie der elliptischen Functionen“, a, a. O. 
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n—t1 
v-1 _ v—1 2 —1 —v—1 , —¥ nv 
tt ag” anag-” apt + > N, ay ay—! ag! - at” az. 
= v=1 
o 
(hgg")* 
Curve zweiter Ordnung 


Damit jetzt von / unabhingig werde, ist es nothwendig, der 
= 0 
(indem wir h als variablen Punkt auffassen) bei h = € sowohl als bei 
h = €° je einen Doppelpunkt zu ertheilen, worauf dieselbe gleich wie 
(hEg')? =O 
die doppelt gezihlte Verbindungslinie von € und ¢’ darstellt. Hiedurch 
aber bestimmen sich die Verhiiltnisse der unbestimmten Coefficienten 


M,N in folgender Weise: 


Somit erhalten wir 


2“ x’ . 
x) ee n 
anata” aa ay" _ ax az" as. ie? 
» i = v=1 yee vl 
() C, n(hgg’)* 
e 
y y 








(kedt)  (Ke'de’) . 

ay at ay ay. 
Kis ist klar, dass Qf = die Eigenschaft der directen Vertauschbarkeit 
von Parameter und Argument besitzt: 

y _ gv * 

Q i= Q Zo 
Bedenkt man, dass jedes zur gegebenen Grundcurve gehdrige Integral 
dritter Gattung als Doppelintegral darstellbar ist, dessen Integrand 
den Nenner (k£§’)? besitzt**), so folgt, dass Q* : vor allen anderen 
Integralen dritter Gattung dadurch ausgezeichnet ist, dass der Zihler © 
des Integranden eine ganze Covariante der Grundform ist; denn die Be- 
stimmung von a durch diese Bedingung ist, wie wir gesehen haben, 


vollkommen eindeutig. 


*) In der friiheren Darstellung (Wr. Ber, Juli 1886) ist diese Eigenschaft 
iiberfliissiger Weise von vornherein als Bedingung eingefiihrt. 

**) Vergl. M. Noether, ,,Ueber die algebraischen Differentialausdriicke“, 2” 
Note (Sitzb. der phys.-med. Societiit zu Erlangen, 14. Januar 1884.) 
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Nun definiren wir eine gerade o-Function durch die Gleichung 


(f-3f): ‘2 


i=1 ,! ix=1 gf y 


e tg Ji. 


Vanren 


tail 





und die Festsetzung, dass sie gleich Kins werde, sobald ihre simmt- 
lichen Argumente verschwinden. 


§ 2. 
Berechnung der Jacobi’schen Functionen eingliedriger Argumente.*) 


Die in Gleichung (1) (resp. (3)) enthaltenen willkiirlichen Punkte 
x und y' seien nun durch die Festsetzungen bestimmt: 


Bf-f Bf-f 


i=1 


welche Geltung haben sollen fiir simmtliche Integrale erster Gattung. 
Es ist leicht zu sehen, in welcher Weise man diese Bedingungen be- 


friedigt. Durch g und x werde die Gerade ox gelegt, deren weitere 
Schnittpunkte mit der Curve u', u*,..., u*-*® heissen mégen. Durch 
diese letzteren und die p Punkte ¢ ist eine Curve (n— 2)" Ordnung 
bestimmt, deren weitere p Schnittpunkte mit der Grundcurve eben die 
x‘ der Gleichungen (4) sind. In ihnlicher Weise leitet man aus y die 
Punkte v', v?,..., "-*, und dann die y‘ ab. Aus (1) wird nun 


en 


(5) log 


wo mit # der Werth der #-Function bezeichnet ist, wenn simmtliche 
Argumente verschwinden. 

Die rechts stehende Summe von Integralen liisst sich mit Hilfe 
des Abel’schen Theorems umgestalten. Denn offenbar sind die Punkte 
v‘ zusammen mit den w” der aus den y‘ und der v” bestehenden Punkt- 
gruppe corresidual, weil jede der beiden Gruppen mit den 2 ein 
volles Schnittpunktsystem bildet. Daher wird 


*) Die nun (§§ 2, 3) folgende Darstellung weicht aus den in der Einleitung 
angegebenen Griinden von der friiheren (Wr. Ber., Oct. 1886) ganz und gar ab, 


Grora Pick. 


> mm? >> TY” = — log ® 


é=1 ral 


wo ® eine algebraische Function der auftretenden Punkte bedeutet, 
deren specielle Form uns hier nicht niaher interessiren soll. Wir 
erhalten jetzt 


a\ 2 
: (/) n—2 
(6) log 4, = log @ + >)”. 


ral 


Das Abel’sche Theorem ist nun auf die neue Integralsumme nicht 
direct anwendbar. Denn die Punkte uw” mit x zusammen sind zwar 
den v” mit y zusammen corresidual, x und y aber sind gerade die 
Unstetigkeitspunkte unserer Integrale. In folgender Weise kann man 
die hier sich einstellende Schwierigkeit umgehen. Man wihle einen 


Punkt h beliebig in der Ebene, nur nicht auf einer der Geraden 
AN A “A 
2a, zy oder zy. Der Ausdruck 


hee (ha ax’) (hyy’) 

5 (hay') (hyx’) 
besitzt dann, als Function von 2’ resp. y’ angesehen, in den Punkten 
x und y genau dieselben Unstetigkeiten wie 1127, aber ausserdem noch 
gleichgeartete Unstetigkeiten in den weiteren Schnittpunkten der Ge- 


lan “NN - 
raden ha und hy mit der Grundeurve. Es ist also 


(haw’) (hyy) __ ped 


Hey = log (hay’) (hya’) *y 


ein Integral, welches Unstetigkeiten nur mehr in den von « resp. y 
verschiedenen Schnittpunkten der Geraden hz und hy mit der Curve 
besitzt. Genauer ausgedriickt: Hz) wird logarithmisch wnendlich mit 
dem Coefficienten +-1, wenn x und x’, sowie wenn y und y' mit h auf 
gerader Linie liegen; hingegen mit dem Coefficienten — 1, wenn das 
Gleiche mit x und y', oder mit y und x’ der Fall ist. Bemerkt muss 


ferner werden, dass Hz) Vertauschung von Parameter und Argument 
zulisst, insofern dieselbe bei TTz,’ gestattet ist. 
Gleichung (6) erhilt jetzt die Form 


n—2 a—2 , 
=x log = uo” J (hau) (hy v) 
og © Zz +. + log (hav’) (hyw’) ? 


r=1 
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und nun lisst sich die Integralsumme leicht auswerthen. Es ist nim- 
lich nach dem Abel’schen Theorem 


n—2 n—1 
zy WT log (ex §)(2yn') 
Hy +2 Hy _ log IT (gan") (eyé*) ’ 


A A 
wobei & resp. 9 die Schnittpunkte von hx resp. hy mit der Grund- 


curve bedeuten, x resp. y selbst ausgenommen. Wir bezeichnen Hz} 
kiirzer mit H(2, y); es verwandelt sich jetzt (8) in 


a? 


n—1 n—2 
(sx &*) (sy n") (hau’) (hyv") 
log - $ - . 
°8 Ul (za n*) (zy é*) IT (hav") (hyu”) 


(9) log = log @ + H(z, y) 


§ 3. 


n—1 n—2 
(sxé*) (syn) (hau) (hyv’) 
Auswerthung der Producte I] “(azn) (aye!) und I] (hao?) (hye?) 


Um die Art der Abhiingigkeit der gewonnenen Ausdriicke von 
dem Hilfspunkt h in Evidenz zu setzen, ist es néthig, die beiden 
Producte umzugestalten, welche in (9) das Argument des Logarithmus 
constituiren. 

Die Punkte & und y* werden in folgender Weise gefunden. Wir 
setzen in die Gleichung der Grundcurve 


8 aoe 
an = (0) 


fir « einmal §=—2-+ Ah, das andere Mal y=y-+ wh ein. Es 
resultiren zwei Gleichungen mit den Unbekannten 4 resp. uw, von 
denen jede eine Wurzel = 0 besitzt, weil 2 und y Punkte der Curve 
sind. Die tibrigen mit 4,, A,,..., Ani TOSP. My, Mo, +++) Una ZU 
bezeichnenden Wurzeln sind dann die Parameter der Punkte & resp. 
y’. Wir verzeichnen die Identitiiten 


a - [Toa — A,) = (a, +4)", 
0 e 
ah vf [oe = (dy+ ua)". 


asl 
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Es wird jetzt vermége 


=2+Ah, Yoaytuh 


e 


n—1 


I (sxé") (eyn!) 
ay (saen')(ey &) 
4, 


= (exhy-r(eyhy- JT (ay) + x, leah) -[@ya)+2, @yh] 
e=1 





n—1 








— A, * ty . 
=| | (exy) jf (eay) 
=" Laem Th (ey TAY 
Wird nun in der ersten der Gleichungen (10) fiir 4 die Grésse ae 


s—1l 
eingesetzt, und anderseits derselben das Product | | (—A,) in bekannter 


s=1 
Weise entnommen, so wr sich leicht 


n—1 


IT - _ *say) | zyh)"— a, ae" 
= aay +1, (antaoaa 
In aihnlicher Weise folgt aus der zweiten der Gleichungen (10) 


4 tt, n-(sacy) ( (sah)"— . “ay e ‘ 


(say) 
s=1 (exh) +n, 


Also wird endlich 


{a (exh) — &, (zxy) a. a 


(11) iT: (ea §*) (zyn") n* (say)? (exh) (eyh)" - "a, a2 * + aya 


pr (2a n*) (ey &*) ws fa, (eyh) +a, (ery \s. fa, (sah) oe a, (exy)}” 
Es ist nun in analoger Weise zum Zwecke der Auswerthung des an- 
deren Products zu verfahren. Der einzige Unterschied besteht darin, 


dass an Stelle der Gleichungen (10) nun Gleichungen von einem um , 


Kins niedrigeren Grade fiir die Parameter der Punkte uw", o” auf den 


A A 
Geraden zz, zy treten. 
mes erhalt 





aa) J r(hecw’) (hyo”) _ n*(hay)*(has)"—" (hy2)"*. a,ae—*. a, ae! 
, (hav) ( (hyu’) {a, (hy2) +a, (hay)}*- {a, (haz) —a, (hay) }" 


Es ist 1 nun wohl zu beachten, dass die Nenner der erhaltenen Ausdriicke 
auf der rechten Seite der Gleichungen (11) und (12) mit einander 
vollig tibereinstimmen auf Grund der bekannten Identitit 

a, (ery) — as(hay) + az(hey) — a,(hex) = 0.*) 


*) Vgl. etwa Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, pag. 283. 
Gl. (1), mit welcher die im Text stehende Relation im Wesentlichen identisch ist. 
























Ueber Abel’sche Functionen. 


§ 4. 
Endformeln fir die Jacobi’schen Functionen und die o-Functionen 
insbesondere. 


Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen gestatten jetzt, Gleichung 

(9) des § 2 in folgende Form zu setzen: 
a2\ 2 
(/) 
g¢ = log ® + H(z, y) + log — 


(say) -a,a%-'-a,a 


2 n—1 n—1 
Rag -% 6% -%%. 
n—1 


y 


log 


Die h gar nicht mehr enthaltende Grésse 


a,ay~'-a,ay~ 
ee sh (exy)* mo” 


kénnen wir mit log ® zu einer einzigen Grosse log Y zusammenziehen, 
wo dann ¥ eine algebraische*) Form der Coordinaten der in Betracht 
kommenden Punkte bedeutet. Gehen wir endlich von den Logarithmen 
zu den Zahlen iiber, so ergiebt sich 


“2 
(f) he 
$ (hay)* H 
(13) = y . ——____**___.. @ (x,y), 


ail n—1 a—1 
a, a + aay 





Wir orientiren uns zuniichst dariiber, wie die Hilfspunkte h und z, 
von denen beiden unser gesammter Ausdruck unabhingig ist, formal 
in demselben enthalten sind. Was zuniichst h anlangt, so kommt 
dieser Punkt in ¥ iiberhaupt nicht vor: es ist also 

__ (hay? _, nie) 

a, ae. a, ay 
eine von h villig wnabhdngige Grosse. Andererseits enthilt dieser Aus- 
druck g tiberhaupt nicht, weshalb auch Y in Wahrheit von 2 unab- 
hingig ist. 

Wir untersuchen ferner die Form 





(hay)® 
n—1 


n—1 
ae «(Ry 


. eH (2, y) 
a, a 


beziiglich ihrer Null- und Unendlichkeitsstellen. Zuniichst ist von 
vornherein klar, dass dieselben von der Lage des Punktes h unab- 
hingig sein miissen. Dies erkennen wir nun leicht auch direct. Aus 


den fiir Hz,” in § 2 gemachten Angaben folgt sofort, dass H(a, y) 


*) Irrationale. 
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logarithmisch unendlich wird mit dem Coefficienten + 1, sobald z 
oder y in den Beriihrungspunkt irgend einer der von h an die Curve 
gehenden n(m—1) Tangenten fallt. Anderseits wird H(x, y) logarith- 
misch unendlich mit dem Coefficienten — 2, sobald x und y mit h 
auf eine Gerade zu liegen kommen. e4(¥) verschwindet deshalb in 
der ersten Ordnung, sobald x oder y auf die erste Polare von h tritt, 
und wird unendlich von der zweiten Ordnung, sobald x, y und h auf 
gerader Linie liegen. Alle diese Vorkommnisse werden von dem voran- 
stehenden algebraischen Factor augenscheinlich weggehoben. Der ge- 
sammte Ausdruck wird sonach tiberhaupt nicht unendlich, und ver- 
schwindet einzig und allein, wnd zwar von der sweiten Ordnung fiir 
x == y.*) 

Von Formel (13), welche je nach Normirung des Integrals dritter 
Gattung jede Jacobi’sche Function ersten Grades darzustellen vermag, 
gehen wir zur 6-Function tiber, indem wir auf (3) § 1 zuriickgreifen. 
Aus dem Normalintegral Q) wird dabei ein entsprechendes Hz!’ ab- 
zuleiten sein, welches wir durch die besondere Benennung Hi,’ aus- 
zeichuen wollen. Wenn wir den in @Q;, auftretenden willkiirlichen 
Hilfspunkt h mit dem in den letzten Paragraphen verwendeten coin- 
cidiren lassen, so folgt aus (2), § 1 und 7, § 2: 
fae a'y’ (hax’) (h 'y’ 

(12) Hz} = log {iegyiys) — Gt 


2 2’ 
- 


at 1 % n—v pv—1 a az" ar 1 .n—,¥ 
n.a,a'e* ‘ _ yar ‘at ”. @, a? ay + date ; Os Oy 


v1 v=1 





(kgds) (KS'ae’) 
a,az—* ay ap . 





auf Grund der leicht zu beweisenden Formel: 


Bid (haw’) (hyy) _ * eat) (Keds) 
8 hay) yz’) (hee)? 


Wenn wir Hy} kiirzer mit ope aaa so wird 


(15) « (/) et — fe - cH(ey) , 
a, a” -a,an—t 


y 





*) Es kommt hier natiirlich jene wesentliche Singularitit nicht zu Tage, 
welche die #-Function fiir unendlich grosse Werthe der Integrale erster Gattung 
(d. i. fiir unendlich lange Integrationswege) besitzt. 











ww i+, feo 















Ueber Abel’sche Functionen. 


g 5. 


Die Abel’schen 2-Functionen.*) 


Die Jacobi’schen Functionen ersten Grades, die o-Functionen ins- 
besondere sind als irrationale Jacobi’sche Functionen zu bezeichnen. 
Denn der algebraische Bestandtheil jeder solchen enthalt einen Factor 
Y, welcher nothwendig irrational ist.**) Wir wollen nun rationale 
Jacobi’sche Functionen construiren. Die Méglichkeit, solches zu thun, 
ruht auf dem Resultate des vorigen Paragraphen, dass der Ausdruck 

1 + Hz,y) 


(16) Z Va, as? j Va, * € ? 

mit (hay) multiplicirt, von hk giinzlich unabhiingig wird. Wenn wir 
nimlich eine in den h, x, y ganze und rationale Covariante der Grund- 
form a® Q(h, x, y) mit Z” multipliciren, so ist nach dem eben Erwihn- 


ten leicht festzustellen, wann das Product 
Qh, x,y). Z” 


den Namen einer Jacobi’schen Function verdient. Denn erstens, weil 
dasselbe nur von den Verbiiltnissen der Coordinaten der Punkte 2, y 


| : 
aa 2 Grade sein. 





abhingen darf, muss 2 in 2 und y je vom 


Zweitens aber, damit der Ausdruck von hk unabhingig werde, ist 
Q(h, x, y) so zu bestimmen, dass 
Qh, x, y) 
(hay) 
von h unabhiingig wird. In h muss also vor Allem Q(h, x,y) den 
Grad v besitzen. Wir bezeichnen eine so bestimmte Form Q mit 
M0) (h, x, y) und nennen 


(17) 2) (a, y) = OM (h, x,y)» Z 


eine &-Function v' Grades. 

Als erstes Resultat ergiebt sich ohne Weiteres, dass wenn n gerade 
ist, auch v nothwendig gerade sein muss. Zu Curven von geradem 
Grade giebt es also keine zugehirigen &-Functionen wngeraden Grades, 

Untersuchen wir nun 2”) beztiglich der Null- und Unendlichke‘ts- 
stellen. Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen ist Z” stets 
von Null verschieden und wird unendlich von der v'" Ordnung, sobald 
«x und y mit h auf gerader Linie liegen. Als Function von # angesehn 


*) Vergl. F. Klein, a. a. O. $°13, 14. 


**) Ausgenommen ist hievon die Curve dritter Ordnung, wie gleich noch 
niiher besprochen wird. 


Mathematische Annalen, XXIX. 18 
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v (n—1) 


2 
~ 


besitzt nun ©”) (h, x, y) 


-” Nullstellen, nimlich die Schnitt- 


v 


punkte der Curve — ter Ordnung 


O” (h, x,y) =0 
mit der Curve n'*" Orduung 
az= 0. 
Von diesen Nullstellen werden aber v(n—1) gegen die Unendlichkeits- 
stellen von Z* weggehoben. Denn ) (h, x, y) verschwindet auch 
jedesmal in der v'* Ordnung sobald x, y, h auf gerader Linie zu 
liegen kommen. Ls verschwindet also die Function 2) in 


2—) (n—2) =v: p 


Punkten und wird nirgends unendlich, sei es, dass man sie als Fune- 
tion von x, oder als Function von y betrachtet. 
Unsere niichste Frage ist die nach +-Functionen ersten Grades. 


7: P ° ° n—1 
Wir suchen also ein ®") vom ersten Grade in h, je vom —{— ' Grade 
in 2 und y zu bestimmen, so dass 


o (h, x, y) 
(hay) 
von hk unabhiingig wird, oder, was dasselbe ist, dass 
OM(h, x,y) =9, 
die h als laufende Coordinaten angesehen, die Verbindungslinie von x 
und y darstellt. Es soll also 


O(a, 2, y) = 0, 

OY (y, x,y) =0 
sein. Dies muss aber wegen der oben angegebenen Grade der Func- 
tion O)(h, x, y) unabhingig davon stattfinden, ob x und y auf der 


Curve liegen oder nicht. Hieraus aber folgt, dass O'(h, x, y) identisch 
durch (h x y) theilbar ist: 


(b,x, y) = O(a, y) (hey), 


wo C eine in x und y ganze Covariante von a® bedeutet. Es ist die 
Frage, wann eine solche Covariante, die in x und y vom Grade s+ 
ist, existirt. Dies ist sicher der Fall fiir » — 3, wo sich die fragliche 
Covariante auf eine Constante (Invariante) reducirt. Wir sehen hier die 
ausgezeichnete Eigenschaft der elliptischen Curve a’ = 0 hervortreten, 


dass zu ihr eine rationale Jacobi’'sche Function ersten Grades gehort.*) 











*) Das Weierstrass’sche o (vgl. ,,Zur Theorie der elliptischen Functionen‘, 1, c.) 








geh 
mit 
als 


Di 


nu 


dal 
so 
ko) 


Ki; 
Ja 














Ueber Abel’sche Functionen. 


Zu jeder Curve 


a* = 0 
zx 
gehdrt eine Jacobi’sche Function zweiten Grades. Eine Form ®)(h, 2, y) 


mit allen erforderlichen Eigenschaften ist uns aus § 1 bekannt (dort 
als @(h, § €’) eingefiihrt). Wir haben also 
2 (x, y) = 0° (h, 2, y) «2 

Die dort angegebene Methode zur Bestimmung von ®)(h, z, y) kann 
nun weiter verwendet werden um Functionen ©), O,... zu bestim- 
men, und so zu héheren =-Functionen zu gelangen. Es dringt sich 
dabei die Frage auf, welche & tiberhaupt aufgestellt werden miissen, 
so dass alle anderen durch dieselben rational ausgedriickt werden 
kénnen, mit anderen Worten, die Frage nach eitiem vollstindigen 
System der Formen ), Diese Frage, sowie die andere, durch welche 
Kigenschaften die gewonnenen o- und 2-Functionen von anderen 
Jacobischen Functionen in ihrer Abhdngigkeit von den Integralen erster 
Gattung unterschieden sind, muss hier unerértert bleiben. 


Prag, im December 1886. 








Ueber eine partielle Differentialgleichung der Thetafunctionen 
zweier Argumente 


und 
tiber die Reihenentwicklung derselben. 
Von 


E. Witruetss in Halle. 


Im 99, Bande des ,,Journals fiir Mathematik‘‘*) habe ich die 
partiellen Differentialgleichungen zwischen den Ableitungen der Theta- 
functionen nach den Argumenten und nach den Parametern entwickelt, 
Diese Differentialgleichungen will ich fiir den Fall der Thetafunctionen 
zweier Argumente so umformen, dass die Invarianteneigenschaft der 
Thetafunctionen, auf die vor kurzem erst Klein im 27, Bande der 
,», Mathematischen Annalen“**) aufmerksam gemacht, deutlich zum 
Ausdruck gelangen, dass nimlich die Differentiationen in der Weise 
auftreten, wie dies bei der Bildung von Invarianten und Covarianten 
der Fall ist. Es werden sich dann aus diesen Gleichungen unmittelbar 
Recursionsformeln ergeben, welche die Glieder n. Dimension in den 
Argumenten u, und u, bei der Reihenentwicklung der Thetafunction 
nach Potenzen der Argumente ableiten aus Gliedern niederer Dimen- 
sionen und zwar eben mittelst solcher Operationen, wie sie zur Bildung 
von Invarianten und Covarianten gebraucht werden. Analoge Recursions- 
formeln sind schon aus jener partiellen Differentialgleichung durch 
Brioschi***) abgeleitet worden. Aber bei Brioschi ist einer der 
sechs singuliren Punkte ins Unendliche verlegt, so dass die Invarianten- 
eigenschaft der Thetafunctionen, auf die in diesem Aufsatze haupt- 
siichlich Nachdruck gelegt wird, nicht so sehr zum Ausdruck gelangt. — 


*) Seite 236. 
**) Seite 431. 
***) Rendiconti della r. Accademia dei Lincei 1886, I, p. 199, 215 u. 302. 





an 


fol 


(1 


ul 
pe 


Wi 











Differentialgleichung und Reihenentwickelung der 0-Functionen. 273 


§ 1. 


Bezeichnungen und Definitionen. 


Bei dieser Entwicklung ist es nothwendig, dass die sechs singu- 
laren Punkte des hyperelliptischen Gebildes, das den Thetafunctionen 
zu Grunde liegt, sich im Endlichen befinden. Ich muss also, wenn y 
die Wurzelgrésse bedeutet, 


y= R(a)—= A, 28+ 6.A,2°+15.A,0'+20A,a9+ 15.4,2°+64,¢-+A, 
= A, (%— ay) (%@— a,) (% — ay) (%# — ag) (& — a4) (@ — a) 
annehmen. Dann sind die Differentialgleichungen, die zwischen den 


Argumenten uw, und u, und den Variablen x, und 2, bestehen, die 
folgenden: 


du, = — + — ? 
=" “Ye 
(1) 1 mn dx, + dix, 5 
— 2 2 Ye . 


und die Normalintegrale zweiter Gattung, welche im wesentlichen den 
partiellen logarithmischen Ableitungen der Thetafunctionen gleich sind, 
werden mittelst der Functionen 


> G(%) = — (24 %*+ 64,2?+he+h), 
)  @ (ay = — (4 Age! 18 A, 2° 430A, 22+ (20.4, +h) a+) 
gebildet, wo h, k, 1 Constanten sind, die aber von den a), @,,... as 


abhiingen kéunen, in welchem Fall ich sie jedoch, damit keine derselben 
bevorzugt wird, als symmetrisch in diesen Gréssen annehmen will: 





8 lg © (044 up) \, aa en 
4M 9tHH) Ge), $+ Ge), $8 


y ¥ (yr 
+a ee a rene 2 (@%— ) , 
(3) 
OlgO(ujw) ; dx, 1 dx, 
d So G (2), 2y, + G(a2), dys 
y y as y Y: 
+4[(% tata) ana (ate ara) 
wo O(u,u,) die Fundamentalthetafunction bedeutet. Zu diesen Glei- 
chungen kommt noch als Grenzbedingung hinzu, dass fir v,—u,—0 
die Variablen x, und z, mit a, und a, zusammenfallen. 

Man kann nun die partielle Differentialgleichung, die hier zu 
Grund gelegt werden soll, entweder aus der in dem angefiihrten Auf- 
satz entwickelten Gleichung durch die Substitutionen ableiten, durch 
welche die dortigen hyperelliptischen Differentialgleichungen in diese 
hier, (1), tibergehen, oder man kann sie auch direct auf die dort 
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angegebene Weise aus den Differentialgleichungen (1) und (3) her- 
stellen. Man findet in beiden Fiillen, wenn man noch an Stelle der 
Thetafunction selbst dieselbe dividirt durch 22—' >< der Quadratwurzel 
aus der Determinante der realen Perioden: 


© (u, Uy) = 2a" (0; @y9 — ©, 4)? - Th 
einfiihrt, die folgende Differentialgleichung 


oe? Th jp Qa oe Th ae @Th 
0 uy? ee Oty Oe *! Atty? 


orn ’ oTh eT) 
= 2[G (ai), 4 +G(a).u,]- [a oe + “Sy | 
— |G(a,),u,+G(a),u,}?Th + [a,G(a,),+G(a,),|Th 
— R’ (ai) —2u, ae + (G (Gi) 11 1)? 2 (ai) 1p Uy My + G (Ai) yo Uy”) Th 
)Uy 
éTh y 
| da, $? 


(4) a;* 


in der R’(#) die Ableitung von R(x) bedeutet und 
on (24,2 + 64,+2 va,)? 


(5) G(x). — (24,284 6A,e +h+20" )> 


9 el 


G(x). = — (44,2°-+ 18.4, 2* +304, 2 +204,-+2h 2 Fa) 


ist, wihrend 7 die Werthe 0, 1, 2,...,5 annehmen kann. 

Die Function Th kann sowohl die geraden wie die wngeraden 
Thetafunctionen bedeuten, Ist das erstere der Fall, so nimmt sie be- 
kanntlich*) fiir «, =u, =O den Werth 


(6) A} | (@; — Gm) (i — Gn) (im — An) + (Ap — Ap) (@. — Ag) Ap — a,)y" 
an, wo l, m, n, 0, p, q die Zahlen 0, 1,2,...,5 in irgend welcher 
Reihenfolge bedeuten; ist das zweite der Fall, so haben die Ableitungen 
nach w, und #, die Werthe 
n /Th 1 @Th 
(7) "= 5 
ou a OU, 
== Ay [(@m — dn) (@in— 40) (Gm — Ap) (in — Gq) (An — Ae) (Gn — Ap) (An — Ag) 


(a — Ap) (@ —Aq) (Ap — a,)\t ; 


*) Vergl. z. B. Thomae, Beitrag zur Bestimmung von @(0, 0, ...) durch die 
Classenmoduln algebraischer Functionen, Journal fiir Mathematik Bd. 71, S. 201. 
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§ 2. 


Normirung der Integrale 2. Gattung. Die ersten beiden Glieder der 
Reihen der Thetafunctionen. 


Die Invarianteneigenschaft der Thetafunctionen, die ich am Ein- 
gang erwihnte, besteht darin, dass bei passender Bestimmung der 
Gréssen h, k, 1 in den Integralen zweiter Gattung die Glieder gleicher 
Dimension in der Reihenentwicklung der Thetafunctionen, abgesehen 
von den Factoren (6) und (7), unmittelbar Covarianten sind. Diese 
Thatsache setze ich hier fiir diese Entwicklungen niché als bekannt 
voraus, sie wird sich vielmehr aus der Differentialgleichung (4) von 
selbst ergeben. Wohl aber will ich schon hier auf Grund dieser Eigen- 
schaft diese Gréssen h, k, 1 in der erforderlichen Weise bestimmen, 
um spiiter den Gang der Entwicklungen damit nicht unterbrechen 
zu miissen. Ich gehe dabei von der Reihenentwicklung der geraden 
Thetafunction aus und berechne die Glieder zweiter Dimension in der- 
selben, indem ich diese Glieder zuerst mit unbestimmten Coefficienten 
einfiihre: 


Th = A} [(ai—An) (di — An) (Gn — x) + (do ~ Ay) (to — @) (Ap — a) J# 
{! ¥ = (Ay my? 2, uy ty + A;t,*) ++: ; ’ 


alsdann diesen Ausdruck in die partielle Differentialgleichung (4) sub- 
stituire und die Argumente Null werden lasse: ich erhalte, wenn ich 
&, (w— ar) (@— Am) (@— An) = 2 + 3a, a + 3a,x + ay, 
By (w —a,)(«—ay) (w—a,) = Bya* + 36,27 + 38,2 + By 


setze, wobei 


&) By = Ay 


sein soll, die folgende Gleichung 


Aa? + 2A, a; + Ay = (Bay B,+3«,B,—h) a? + 2(e By -+ a, By —k)a; 
+ (8a, B,-+3a;8,—)), (t==0, 1,...,6) 


aus der hervorgeht, dass 


Ay Uy? 2 dy thy Uy $F Ag thy? = (3 ty By +3. By —h) u,? 

+2 (eoBs-+-0By—K) 4, Uy + (3a, By+-3 a; B,—I)u,? 
die Glieder zweiter Dimension sind. Diese sollen bei passender Be- 
stimmung der Gréssen h,k,1% zu einer Covariante werden. Da der 
Ausdruck nur symmetrisch je in Bezug auf die drei Wurzeln a, an, Gn 
und a, Gp, @y ist, dagegen die Gréssen h, k, | symmetrische Functionen 
aller Wurzeln sein sollen, so kann derselbe nur eine simultane Co- 
variante der beiden cubischen Formen a, 2° + 34,2? + 3a,” + a, 













276 , E. Wiruerss. 


und B,z* + 38, 2* + 38,2 + 6, werden, und zwar, da er zweiter Ord- 
nung und linear je in den «; und £; ist, nur die Covariante 

(8) O(t, , Uy) = (9 B.—2 a, Bye, By) Uy? + (c¢9B,—0¢, By — 48-48) U4, ty 
+ (@, B;—2 a, B,--a, B, )u,”. 


Dies tritt auch thatsichlich ein: der Ausdruck, welcher die Glieder 
zweiter Dimension der Thetafunction darstellt, wird 





A, U,? + 22, m4, U, + Ayu,” = 2 © (u,, %), 
und mithin 
ae at [(4: — Gm) (1 — Gn’) (im —n) «(Go — Bp) (@o— Aq) (Ap — a,)|* 
{1 + 0 © (u,, &) + -- 4, 


wenn man 
h= 6A, = (3a 8,+ 9a, B,+3 «, By), 
6 1 , 
k= 2A,;= jo ( “Bs +9e, B,+9e,B, + a5 By), 


l= 6A, aaah (3 a, By +9 a, B, + 3a, B;) 


te 


setzt. Diese Ausdriicke sollen von jetzt an auch. fiir diese Gréssen an- 
genommen werden, so dass im folgenden 


(2a) G(x), = — (2A, #°+ 64,2?+ 64,2 424;), 
F G(x), = — (4A,a'+ 18 A, 2 +30.A,2? +22 A,2+6.A,), 
und demnach 

G(x), = — - ( 64,2 + 64)), 
(5a) G(x). = — = ( 9Aya?4244," + 15.4,), 

G (2t)y9 == — = (16 Ay x? 466A, 2? + 904,04 40.A,) 
ist. —*) 





*) Verlegt man eine der Wurzeln a, ins Unendliche, nimmt also R(x) nur 
vom fiinften Grade an: 


R(x) = Box? + Bx + Bix + Ba? + Bx + B,, 


so sind die entsprechenden Ausdriicke: 


: 2 1 
G(a), = —( Bat+= Bix +7 B), 


— . 11 2 
G (a)p = — (3 Byx*+ 2 Byatt <p Bt += B,). 











. 
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Bei der vorhergehenden Bestimmung der Gréssen h, k, 1 ergab 
sich zugleich der Ausdruck fiir die Glieder zweiter Dimension der 
geraden Thetafunction; dementsprechend will ich hier auch noch fiir 
die ungerade Thetafunction die Glieder dritter Dimension berechnen. 
Zu dem Zwecke zerlege ich 
R(&) = (€.% —) (¥92° + 5y, 24+ 10y, 2° + 10y,2?-+ 5y,2+-4;), 

und substituire alsdann in die partielle Differentialgleichung (4) die 
Reihenentwicklung der ungeraden Thetafunction: 


Th—= 7 [(an — an) +-]* { (C94, —€; tha) + (Ag t+ 3 Ay 12 ty 
3A, Uy? + 45 u,°)- ++}, 

wobei in der viereckigen Klammer das Product der Differenzen der 
Wurzeln @n, dn, ... Von yyx> + 5y, vt +--+ == 0 (vergl. (7)) steht und 
die Glieder erster Dimension, indem ich 

CoA, = C, 
setze, gemiiss (7) gebildet sind, Indem ich fiir a; die Wurzeln 
Gm, Gn, Gp,... nehme und nur die Glieder erster Dimension auf beiden 
Seiten zuriickbehalte, bekomme ich die Ausdriicke fiir die unbestimmten 
Coefficienten 4,, 4,, 4,, 4,, und zwar finde ich dadurch, dass die 
Glieder dritter Dimension in der Reihenentwicklung der ungeraden 
Thetafunction die folgenden 


(10) Ages? 4+ BA, w,2 0, + 3A, w, Up? + Az u,5) 


1 9 9 q € 2 
eet {61 (Yo Uy 2+ 37, ty? tly +3 72 Ut, Uy? ++ Ys ly?) 
FF 2e, Cy (7, UPS 7 Uy? thy +3 7s Uy Uy? + 74 U,*) 


Hey? (Yo P +3 3Uy? Uy -+3 7, Uy Uy? + 7, Uy°)} 
sind. 


§ 3. 
Umwandlung der Differentialgleichung. Eigenschaften der Reihen 
der Thetafunctionen. 


Die Umwandlung der partiellen Differentialgleichung (4), um die 
es sich jetzt vorerst handelt, geschieht nun in folgender Weise: Mittelst 
der identischen Gleichung 
A,aé + 6A, a5 + 15.A,a;! + 20A,a + 15A,a? + 64; a; + A,=0 
erniedrige ich in den Coefficienten von #,?Th, u,u.Th und u,?Th die 
Potenzen von a;, deren Exponenten grésser als fiinf sind. Durch 
diese Reduction fallen dann aber auch zugleich die fiinfte, vierte und 
dritte Potenz von a; weg, so dass diese Coefficienten nun Functionen 
zweiten Grades von a; werden; und zwar sind, wenn man den Coef- 
ficienten von u,%g Th mit go49-1 a; + Ja+p-1%i + Je+p—1 bezeichnet, 
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9, = — 12(A,A,—4A,A,+34,’), 
9" = — 12(A,A;—3 A, A, +2 A, As), 
(11) g\"—=—= (44,4,—94, 4, +5.4,), 
Jy = — 12(A, A,—3A,A,+24, 4;), 
gx" = — = (1A, A, +184, A, — 135 A, A, +1104), 


wihrend g,” aus g,, g;° aus g;", g, aus g,", g, aus g, durch Ver- 
tauschung von A, mit A,, A, mit A,, A, mit A, a, —- 


Alsdann ersetze ich in der Gleichung (4) R’(a a) & b durch 


2 { A,(a;' taia,+aa?+a?a,3+aa,'+a,°) 

+ 64A,(a;4+ a? a,+ a7 a,?+ a:a,' + a,') 

+15 A, (a +a? a,-+-a,4,7 + a,°) 

-+ 20 A; (a;* + ajax a,*)+ 15 A, (a;-+ a,) +6 A, } on 
(die Summation beziiglich x ist von O bis 5 auszufiihren), was in Folge 
davon mdglich ist, dass die einzelnen Glieder der Summe gleich 

R@) — R(a,) 

sind, also entweder den Werth 0 oder den Werth R’(a,) haben je 
nachdem xZi oder x = 7 ist. 


In Folge dieser beiden Aenderungen nimmt nun die Gleichung (4) 
die folgende Form an: 


(4a) a? SEP $20, 02% 4 OEY = [aG(a), +G(a),)Th 
+2|a; G (aj), My + (4: G(di)s + F(a) Uy | one 


+ 2[G (aj), U-+ G(a;). Uy] One + [a2 (942-9 Uy Mo Ys Up”) 


5 (G "Uy? Go “Uy tho TG tg”) (Gyo Uy thy gy?) | Th 
. oT Th 
+4{as >) on +a! >'(4yae+6.4,) * 
F éTh 
ai >) (Aya? +64, de +15 Ay) ia 
a? >? (Ay ae?-+6.A, ay?-+ 15,04 +20 Ay a 
= 


+a: > ST (Ayae!+64 049-154 ,0,2-+20A, a,-f 15 2 A,)% 


>| (Apts 4-64 y0s'415.4,0,3-420A,0,?-+15.4, at 6A,)2 = at 








a—_m Th a —tthmes a 
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wobei die Summation jedesmal iiber x, und zwar von 0 bis 5 aus- 
zufiihren ist. Die Gleichung (4) ist durch diese Operation eine ganze 
Function von a; von nur dem fiinften Grade geworden, deren Coef- 
ficienten symmetrisch in Bezug auf a,, a,,...a, sind, Da aber die 
beiden Seiten fiir die sechs Werthe a), a,,...a, fiir a; einander gleich 
werden, so miissen die Coefficienten derselben Potenz von a; auf beiden 
Seiten tibereinstimmen. Dieser Umstand giebt die neuen Formen der 
Differentiakgleichungen. 

So liefern die Coefficienten von a;*, a;* und a; die folgenden 
eee : 


0=4Ayu, — a 4A Pie oa 








~ 4A om oTh oTh 
0 = — 6A, Th — (4A, u, —24A, u,) _~ 8 Ay tt Due 
oh 12 (Ay dx +6A 3 — : 

0 = — 24.4, Th —(12.4, u, — 60.4, 0) 27" — (4.4, 04, 436.4, te) ST™ 

+434 y+ 6A, a+ 15.A,) $ aah, 
welche auch auf die Form gebracht werden kénnen: 
rac Tl oTh 
(12) Us oa = — a, 

2 3 m eTh ¢ oth eT 

(13) > Lh + 4 - Ou, +2u, 4 ae? on 4a,’ 

2 1" eT Th oth eTh 
(14) 3A, (Th+w, m+ Uy c )— Ayu, = A 2% Fa 


Die Gleichungen, welche sich aus den Coefficienten von a,’, a; und 
a,® ergeben, will ich nicht einzeln betrachten, sondern sie, nachdem 
ich sie bez. mit w,7, «,%., W” multiplicirt habe, durch Addition in 
eine einzige Gleichung zusammenfassen : 

9 PT no @Th ,. 9 @Th 
(15) Uy Fue 12h Me Dudu, +u,? Gu 
[gu Uy Gy" Ge’) Uy tla (94 +92" Gs thy 7tha? (Go -93"" Uy Ua*+-95"'Uy "Th 
~ 6[6.A,u,?-+-4.4 ,u,)-+-A,u,?|Th-+-12 [—A,u,3+-6A,e, 2.444 ,u,4.?-+--A,u,® er 


12[ A,u,3-+-6A,0,?u,+4A,u,u,?-+A,u,] | a 4S (Aya,®-+6A, ohittinen 


+20A,)t,?-+(Aya,'+64,a,°+ 15.4,a,?+-20A,a4+15A, uu, 
=>. 


+(Apa.°+6A,a,'+15A,a,°+20A,a,?+15A,4a,+6 As)u,"] = 
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Diese Gleichung jindere ich noch dadurch um, dass ich zu ihr die 
Gleichungen (12) und (13) addire, nachdem ich dieselben mit 


4(20 A,w,?+ 154A, u, u. +6 A, u,”), 
resp. mit 
— 20(2.A,u,?+ 2A, u, u,-++ A, U,”) 
multiplicirt habe: 
» Th Th Th 
Re 9 2 
(15a) u,? ou, + 2u, u, tata --+-u, uF 


G1 bP, Age’) yo (Gy go" gy’) Uy 7tha?-+(go"”" +95") Uy Uo? "t*| Th 


it 12[2A,u,?+3.A,u,0.4+2A ,u,?| Th+-4[7A,u,3+8.4,u,?e.+2A ,u,u.2—3A,u,'] - = 


i hagginan 2A,u,? Ue of 8Agtt, Uy 2+7A, Us i ie oe 


4 (A,a.°+64,a,?+5A,a,)u,?+(Ayay Bem 0.24154 ,0,2-+10Ag0x)0h ty 
i 3 
: +(A,a.°+6A 1¢x'+154A, ,a,>-+-20 A,a,?+ 10. 4 ,dy)U?] “™ ted 


Ehe ich mich nun zu den weiteren Umformungen dieser Glei- 
chungen wende, will ich aus denselben noch einige Eigenschaften der 
Thetafunctionen ableiten, die sich auf deren Reihenentwicklung beziehen. 

Die Reihe der geraden Thetafunction, die nach den Potenzen der 
Argumente u, und wu, aufsteigt, ordne ich nach den Dimensionen dieser 


Argumente: 
Th = t(1 +N,+N,+N, +-:-), 
(wo ¢ den Ausdruck (6): 


(16) t= Ag [(@i— Gm) (i — Gn) (Gm — An) + (Go — Ap) (Ao— Aq) (a—a,))*, 


bedeutet, und N.2, die Gesammtheit der Glieder 24'* Dimension be- 
zeichnet), und substituire dieselbe in die letzte Differentialgleichung. 
Wenn ich dann die Glieder gleich hoher Dimension in den u,, u, auf 
beiden Seiten einander gleichsetze, so erhalte ich bei Beriicksichtigung 
davon, dass 

eN, Nn, oN, 
(17)? at +204 ty FF + uy! at = 24(24—1) Noa, 
die schon in der Einleitung erwihnte Recursionsformel, durch welche 
Ne, auf Nez-2 und Nez, zuriickgefiihrt wird: 


24(24 —1) Noa=[g, w+ ---] Ne en u,?+---] Neas 


44[74, 034+.) 2 a +4[—3A, u,3+---] at 
44D aa yateiie! -h. ° +) uy . 
: 6(tNya_2) 


+ (Ayaet+--)eu2| SE, 





0 Uy 





éTh 
OU, 
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eine Gleichung, welche giiltig ist fiir 4 > 1, und zu der fir 4=—1 
noch hinzutritt: 


2 N, = 12[2A,u,?+---]+4t" [(Ap @x2 +--+) 6)? ++ (Ay et + +++) ty 
) uy 0 2 
+ (Ayan +-+)ea2] Se + 


Mit Hilfe der zweiten Gleichung kann man aus der ersteren noch die 
Ableitungen des irrationalen Ausdrucks ¢ entfernen: 
(18) 24(24—1) Nga 2 N, Noro + [91 ty + (Gy +92) my? Uy 
+9" +92" +9s))U? uy? 
+ (92 +95") Uy Ua 9g” Uy] Nor 
; N. 
+4[7 A, u,3+8A,u,2.4+2.4,u,u.?—3.A,u,°] —— 
1 
oN, 
$4[ B.A ythy2-2.A gti, 2tty + 8.A50,0,°-+-7.4 14,9] 
2 
+4 > Ayb+6A, a2-+-5Asax)%,? 


+ (A,ax'+64A,a,3+15A,a,?4-10A,a,)U, tty 
+ (Apa,®+6A,a,'!+15A,4,°4+20A,a.? , 
+10A,ax)u,*] eet ; 
Diese Gleichung zeigt nun, wenn man die oben, § 2, eingeftihrte 
Zerlegung von R(x), 
R(x) = (a) x*+ 3a, 2+ 3a, 0-445) (Byx*>+ 3B, 2? +38,c+ 8B), 


und den daselbst gefundenen Ausdruck von N,, 


Ny= Fy O (tay a) = Gy {(0b2—2 4B, + 2p) my? +--+}, 


mit in Betracht zieht, successive, dass N,, N,,..., tiberhaupt alle 
Ne, rationale Functionen der Coefficienten a; und §; sind und zwar, 
dass es ganze Functionen von «,, a, @, und £,, 6,, 8, sind und dass 
als Nenner héchstens Potenzen von a, und f, vorkommen koénnen, 
Da aber ferner diese Gleichung (18), sowie N,—1 und N, ungeindert 
bleiben, wenn man wu, mit —wu,, u mit —«,, a, mit l:a, und 
demgemiiss A, mit Ag_,, a mit @s_; und fB; mit Bs; vertauscht, su 
schliesst man aus diesem Umstand suceessive, dass N,, N,,..., tiber- 
haupt alle Ne, sich bei dieser Vertauschung nicht iindern diirfen. 
Daraus folgt sodann auch, dass keine Potenzen von a, oder B, in den 
Nz, als Nenner auftreten kénnen, denn sonst wiirden nach der Ver- 
tauschung sich Potenzen von a, und £, vorfinden, was nach obigem 
nicht der Fall ist. Es sind demnach die No, ganze Functionen der 
Coefficienten a, &,, %, &, und By, B,, B,, Bs, welche bei der gegenseitigen 
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Vertauschung von u, und — u,, & und a,, a, und a,, By, und B,, B, 
und B, ungedndert bleiben. 

Da nun ausserdem die Reihe fiir Th, und demnach auch die ein- 
zelnen Glieder derselben der Gleichung (12) geniigen, so ist 


a(tN, a(t 
in 22) wien 0(¢N22) 


Ou - da, 


oder, da ¢ als Invariante die Gleichung > io = 0 befriedigt, 
say 
x 


ONea NI ON, 
Uy — Ou, ll da, ? 
und aus dieser Gleichung in Verbindung mit der eben festgestellten 
Beschaffenheit der N2, erkennt man, dass diese Ne, simultanen Covarian- 
ten der beiden cubischen Formen a, x,° + 3a, 2,272, + 3a@,%,2," 4+ a 2,5 
und B, 2° + 3B, 2,2 2, + 3B, x, 2? + B,2,° sind, in welche ich 
X_° R(x,:x,) zerlegt habe. 

Durch die gleiche Betrachtung kommt man auch bei den ungeraden 
Thetafunctionen zu entsprechenden Resultaten. Ich fiihre wieder die 
nach den Dimensionen der u,, wu, geordnete Reihenentwicklung der 
ungeraden Thetafunction ein: 

(19) Th = s(N,+N,+N,+--), 
wo No,,, die Gesammtheit der Glieder (24-++1)'* Dimension in den 
U,, U, bedeutet und wo, wenn ich R(x) in der oben, § 2, ausgefiihrten 
Weise 

R(x) = (¢,% —¢,)(y9x° +5y, 24+ 107,29 + 107,4° +5y, 24-75) 


zerlege, alsdann (vergl. (7) und (10)) 
(20) so [(@m— Gn) (@m— do) (@m— Gp) (Gm — &y) (Gn — 0) (@n — Gp) 
(Gn — Gg) (Go — Ay) (Ao — Ag) (4p — a,)\*, 

N, = 6, , —C, Ug = Cy (U, — att), 

Ny=— = {er om +37, Uy? Ua 3 Yq Uy Uy” + 73 My?) + °° -\ 
ist. Indem ich diese Reihe in die Gleichung (15a) substituire, erhalte ich 
GN, = 12[2A,u,2+---]N,+- 4s" DA ees +062 + (Aga! + +++) 04, te 

+ (Ay tx? f+») 097) 280, 

(21) 24(24+-1) Neapi=[g, wu, +--+] Noas+12 (2 A,u,?+---] Neors 


$ ALT Agi? -f oo] St ABA? foo] TB 


‘ A(s Noy 
+4e- > (4a + +1)? Aga, 4 + + -)tbytty( Again? + +)t9”] oe , 


a, 
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und aus diesen Gleichungen folgt bei Beriicksichtigung der Ausdriicke 
von N, und N,, dass die Noa: ganze Functionen der Coefficienten 
yu. und der c,, ¢, sind, welche ihr Vorzeichen dindern, wenn man gegen- 
seitig u, mit —u,, c, mit —C,, Yo mit ys, y, mit y, und y, mit », 
vertauscht. Ausserdem ergiebt sich aus der Gleichung (12), da derselben 
die Reihe geniigen muss, dass 


u OM >) ONsa41 
. na - da, 


ist, und hieraus sieht man, dass die Ne24: simultane Covarianten der 
linearen Form c,”, — ¢,x, und der Form fiinfter Ordnung 


Yo%,> + Dy, 2,42 + 10y, 2,3 2,7 + 107, %,? 7,3 4- 5 ya, 2,* + 2° 


sind, deren Product die Function x,° R(a,:x,) liefert. — 

Gemiiss den eben angestellten Betrachtungen will ich nach zwei 
Richtungen hin die ferneren Umformungen der Gleichungen (12), (13), 
(14) und (15a) vornehmen, und zwar in der Weise, dass einerseits 
in denselben nur die simultanen Covarianten der beiden cubischen 
Formen, anderseits nur die simultanen Covarianten der linearen Form 
und der Form fiinfter Ordnung auftreten sollen, in welche x,°R(a,:2.) 
zerlegt worden ist. 

Bei einer weitern, dritten Umformung dieser Gleichungen, die ich 
ausserdem noch machen werde, gehe ich davon aus, dass in denselben 
die sechs Wurzeln a, symmetrisch vorkommen und es demnach méglich 
sein muss, alle in den Gleichungen vorkommende Gréssen durch Co- 
varianten auszudriicken, die zu der Function R(x) selbst gehéren. — 
Diese letztere Umformung, als die einfachste, will ich zuerst ausfiihren. 


§ 4. 
Die umgewandelten Differentialgleichungen in ihrer allgemeinen Form. 


In den Gleichungen (12) und (13) fihre ich an Stelle der Differen- 
tiation nach den Wurzeln a, mittelst der Gleichung 


yy éTh 1 aTh 1 aTh 
=) 9a, —— 640 54, — 16 (Ao% +6 Ay) oe 
: 2 aTh 


die Differentiation nach den Coefficienten A; ein. Ich erhalte 


éTh oTh eTh oTh eTh 
(A) ty Gy = Ao Ga +241 Ga, +342 Ga + 44s Ga 
oTh oTh 
5A, 0A; +64, aA,’ 
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3 m ‘ ‘ i ay 
(B) 5 Th + « = — + 2 ty 5 atin on ~ + 2A, oa + 34; oa, 
“~“ OC4he . ) tly 

+4A,- am + 5.4, C7 4+ 6A, Oil. 


Und zu diesen Gleichungen treten noch die beiden entsprechenden 
hinzu, die ich bekomme, indem ich w, mit — u,, «, mit — w,, a, mit 
1:a,, und also A; mit Ag_; (fiir i—0, 1,...6) vertausche, was ja 
gestattet ist: 


? oTh pay, eTh F. 0 4, éTh og oTh 
(A) 4%, Dat = 6A, 0A, + 5A, ~ +44; DAs +34, pA, 
0 = éTh 
+2 “ie A, 0A, ? 
, 3 om 0 oT . " 
B) 2 Th4+2u, a + tty ms =64, oa +5. ts 5a. +44, 37 
im 9 oTh oTh 
3A; +4 A, OA, +A > OAs 


Den Gleichungen (B) und (B’) gebe ich noch dadurch, dass ich sie 
addire und subtrahire, zwei neue Formen: 


23) Th + 1 oo py OO 2 (4y OA Oe A 
+ Ay 7+ Ay eh 4 omy. An on): 
(24) uw, So — wu, Se" = 6A, vA +44, O74" 424, a 
—24, 4, —44, in 646 pA.” 


Die Gleichung (14) brauche ich nicht weiter zu beriicksichtigen, denn 
sie giebt nach der Umformung 


3.4, (Th Fe, ae + * a) - Ay Uy ome re (6A,?—5A, A, 5 = 
+ (6.4, A,—44,.A,) 24" 4+ (6A, A, —3.4,4,) 27 
+ (64,4,—2 A, A,) om 4+(6A,4,—A,A,) ? mn 
1, ‘ 5 


. éTh 
-6 A, Ay = 
4 Te OA, ? 
und lisst sich, wie man unmittelbar sieht, aus den Gleichungen (A) 
und (23) zusammensetzen. 
Es ist jetzt noch iibrig, die hauptsiichliche Gleichung (15a) in 
entsprechender Weise umzuformen. Zu dem Zwecke ersetze ich mit 
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Hiilfe der eben gefundenen Gleichungen in derselben die Glieder, 
oTh ena oTh 
OUg . Oa, 


’ om - OTh . 
welche mit «,?Th, u,u,Th, u,?Th, mit . ; multi- 
: Ou 


oTh 

oA 

zwar muss ich, damit diese Umformung iiberhaupt ausfiihrbar wird, 

zuerst die mit Th multiplicirten Glieder mittelst der Gleichung (23), 

hierauf die Glieder A,u,° c= und A,u,* oe mittelst der Gleichung 
1 

(24) und dann erst die iibrigen Glieder mittelst der Gleichungen (A), 

(A’) und (22) entfernen. Die Gestalt der Gleichung wird dann die 

folgende: 

» & Th oe? Th 


(25) w,? + 2u,u + u,? a: (tt, , U) + > f = 
oe wh Oe ee Oy Otte 2 Us? IM» Ue ot 
v 


plicirt sind, durch Ausdriicke , welche als Factor enthalten. Und 


¥ 


wo tiber v hier, wie iiberall im Folgenden, von 0 bis 6 zu summiren ist. 
In dieser Gleichung bilden die Glieder, die in g(u,, #4.) zusammen- 
gefasst sind, unmittelbar eine Covariante, wie man erkennt, wenn 
man fiir die g,',g.,... die Ausdriicke (11) einsetzt, und zwar ist, 
wenn man, wie iiblich, mit i(u,, «,) die Covariante*) 
(26) t(u,, %) = 2{(A,A, — 44, A, + 34A,”) 0, 
€ ¢ 3 i 
+ 2(A, A, — 3A, A, + 2A, A;) U9, + + ++} 
bezeichnet: 
(27) G (Uy, Uy) = — Gi(u,, ut). 
Ferner lassen sich die in der Gleichung mit /, bezeichneten Coeffi- 
cienten als rationale Functionen der A, und der Argumente u,, «4, 
darstellen, die in Bezug auf letztere von der zweiten Dimension sind. 
Ihrer Bildungsweise nach kénnen dieselben im Nenner nur eine Potenz 
von A,, aber sonst keines der iibrigen A, enthalten, Da aber die 
Glieder der Gleichung (15a), aus welchen bei der Umwandlung 
N) - aTh 
4 
_ 


hervorgeht, wie wir gesehen haben, ungeiindert bleiben 
aA, ’ ? ? 


wenn man A, mit Ag, vertauscht, so muss dies auch hier mit 
a f, ia. der Fall sein; folglich kann A, nicht im Nenner von /, 


vorkommen, weil sonst nach der Vertauschung sich A, dort finde, 
was nicht mdglich ist. Demnach sind die f, ganze Functionen 
der A,, — Um den Grad derselben in den A, zu bestimmen, gehe 
ich ebenfalls auf die Glieder der Gleichung (15, a) zuriick, welche bei 


*) Die Bezeichnung der Covarianten, insbesondere was die Zahlenfactoren 
anbelangt, entnehme ich der ,,Theorie der biniiren algebraischen Formen von 
Clebsch“. 
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der Umwandlung in 7s oe tibergehen, und setze in denselben 
hA, fiir A,; dann tritt, da die a, als nur von den Quotienten der 
A, abhingig dabei ungeiindert bleiben, zu allen diesen Gliedern der 
Factor h. Folglich muss, da die Gleichungen, mittelst deren die Um- 
wandlung gemacht wurde, sich bei dieser Substitution nicht andern, 
dies auch bei Ps fa oa der Fall sein, und aus dieser Thatsache 
schliesst man, dass die f, homogen und zweiter Dimension in den 
A, sind, 

Eine weitere sehr fundamentale Eigenschaft der Functionen f, er- 
giebt sich aus dem Umstand, dass in der Gleichung (25) die linke 


Seite und g(w,, #.) die Invarianteneigenschaft haben, und dass dem- 


nach auch > f, oT diese Kigenschaft besitzen muss, Nun setzen 
a 


sich bekanntlich, werin P irgend eine Covariante bedeutet, bei der 
linearen Transformation die Ausdriicke 





a 

04,” OA,’ OA, 
aus den transformirten Ausdriicken 

oP’ aP’ __— aP’ 

OAy OA : OA, 


in derselben Weise zusammen, wie die urspriinglichen Variablen 
1°, BYP Ye» - =» Yo" 
aus den transformirten Variablen 


, 


9: %, Gy'P yo’, --- Yo ® 
Folglich muss >C) fey? 92" » (wo (°) = $8. : *)); schon 


unmittelbar eine Covariante ®(y,,y,) sein, oder sich von derselben 
nur um eine Function Y(y,, y,) unterscheiden, welche Null wird, wenn 


man y,°, 6y,5y., ... durch at, a ,:++ ersetzt. Man kann also 
in jedem Fall ° 

a 

(28) Ps (>) fe Wie” Yo” = OY, Yo) + PCY» Yo) 


v 
annehmen. 

Die allgemeinste Form einer solchen Covariante D(y,, y,) lasst 
sich nun leicht angeben. Denn bekanntlich kann man ,,jede Covariante 
binarer Formen, die mehrere Reihen von Veriinderlichen enthilt, zu- 
sammensetzen aus identischen Covarianten, und aus Polaren solcher, 








, =_ ff .. at 
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der 
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welche nur eine Reihe von Verinderlichen enthalten‘‘*). Bezeichnet 
man also den Process der Polarenbildung in folgender Weise: 


% oF oF 
cn p\ oy, + u, Sy DP, 
1 9 OF 9 a? 2 OF , 
36-5 (u, By. + 2u, u, iG fi - + u,? Ou 7) =D? F, 


wo p die Ordnung der Covariante F'(y,, y,) bedeutet, so kann man 
die Covariante M(y,, y,), da sie zweiten Grades und sechster Ordnung 
beziiglich der Variablen y,, y, und zweiter Ordnung beziiglich der 
Variablen w,, «. ist, gleich 


DY, , Yo) = CoD? OY, Yo)s + €1(M Yo — Me) DO(Y;,2)o 
+ 2 (Uy Yo — Hy Y,)? O(Y 5 Yo) 
setzen, WO Cy, ¢,, ¢, numerische Constanten sind, und M(y,, y.); die 
allgemeinste Covariante zweiten Grades und i-ter Ordnung bedeutet, 
die zu der Function R(x) gehért. Aus der bekannten Tabelle des 
volistiindigen Formensystems einer biniiren Form sechster Ordnung er- 
sieht man, dass eine Covariante, (y,, y.),, zweiten Grades und sechster 
Ordnung nicht existirt, und dass die schon oben erwihnte Covariante 
i(Y;, Y2) (vergl. (26)), und die Hesse’sche Form 
(30) H(y,, %) = 2{A,A, — A,*) y,° + 4(Ay) A; — A, Ay) Y,'Yo++**} 
die einzigen formen zweiten Grades und zweiter’, bez. achter Ordnung 
sind. Folglich hat man zu setzen: 
DY,» Yo) = Cy D? A(Yy,, Yo) + Co(My Yo — Hoy)? 1%» Y) 

Was nun den andern Theil, ¥(y,, y.), von YP (°) f. 9° 9," 
anbelangt, der verschwindet, wenn man y,°, 6y,>y,, ... durch 
éTh = @Th 
— 
darstellen **): 





ersetzt, so lisst sich derselbe in folgender Weise 








*) Clebsch, Theorie der biniiren algebraischen Formen § 10. 


**) Dass eine derartige Darstellung des Ausdrucks ¥(y,, ye) thatsiichlich 
mdglich ist, kann man beweisen, wie folgt: Ich transformire Y (y,, y,) durch die 
Substitution 


(a) YW=Pmt+dn, Y= Pmt ne 


und erhalte 

Y (G1, Yo) = Fy as (m1, Me) + Mexe(m, M2) +° °° 
wo die h; rationale Functionen der p, q, p,q sind, wihrend diese Grissen in 
den 4;(y;, 2) nicht vorkommen, Hierbei wird im Allgemeinen eintreten, dass 
die y;(m, 7) sich durch Anzahl derselben 

x(M15 Neo = VF (mi Ne)» 2M» Meds» ZN Neder --- 

(zwischen denen keine linearen Gleichungen bestehen, deren Coefficienten von 
19* 

























i 
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VY, %) = 4 My (6; , Uy) Va(yy, Yo3 My, Me), 
a 


wo die M,(u,,u,) nicht die Invarianteneigenschaft haben, wihrend 

die V2(Y,, Y%3 %, U.) Covarianten nullten, ersten oder zweiten Grades 

bedeuten, die beziiglich der y,, y, von der sechsten, beziiglich der 

u,, U, hdchstens von der zweiten Ordnung sind, und welche mit 

¥(¥,,Y_) die Eigenschaft gemein haben, zu verschwinden, wenn man 

y,°, 6y,>y., ... dureh oe , a, +++ ersetzt. Nun existiren Co- 
0 i 

varianten nullten Grades, d. h. identische Covarianten, die sechster 

Ordnung in den y,, ¥, und héchstens zweiter in den u,, %. sind, iiber- 

haupt nicht, und die betreffenden Covarianten ersten und zweiten 

Grades sind 

Y:° RY, 24) und (uy, — uy) D[y.® Ry, : y2)]; 

eZ. 


(Uy Yo — UY)? 1(Y,, Y) und D? H(y,, y). 


den Ay, den %,, % abhiingig sind), der Art ausdriicken lassen, dass die anf- 
tretenden Coefficienten Ke) Functionen von Ay; %,%; P, 4, p,q sind: 


Y(Yts Yo) = 2(Ys> Yodo = hex (15 Nedo + hy? x(m> Meds + °° 


Da die linke Seite verschwindet, wenn man : = : = »cc: fiir yy, Gy Py, ++ 
OA, OA, 





setzt, so muss dies auch mit der rechten Seite der Fall sein, und daraus folgt, 
dass die x(¥y;, Y2);, weil sie linear unabhiingig sind, dabei einzeln verschwinden 
miissen, 

Indem man dann die Substitution (a) auch in y(m, m2); macht, findet man 


1(Yr» 0); = Ko! x (mes mado + ki 2m» Mads +s 
wobei méglicher Weise neue (7, 2); hinzatreten. Und wenn man so fortfihrt, 
so kommt, da die Anzahl der (7, m2); eine endliche, gleich », ist, zu einem 
System von » solchen Gleichungen, Alsdann kann man in bekannter Weise, da 
die z(%, Y2); linear unabhiingig sind, » Systeme von Maultiplicatoren m,), 
() (® 


m,*,...m' finden, der Art, dass wenn man die Gleichungen der Reihe nach 
1 v—1 , ’ : 


mit denselben multiplicirt und addirt, man 


(b) (M15 Yo); =U; 9(M1, Ne); 
erhilt, wo mw; eine Function von den Ay; %,,%; p,q, p, q ist, und 
(c) IY» Yo); = ma") 1(Yr» Yodo + m,° 4(U1, Yai Hees 


und die 4(y;, ye); sich wieder umgekehrt durch die g(y,, yy); ausdriicken lassen. 
Die Gleichung (b) zeigt nun an, dass die g(y;, Y); entweder unmittelbar Co- 
varianten sind, oder sich von solchen nur um Factoren unterscheiden, die 
nicht y, und y, enthalten, Da nun die g(y, y2);, wie aus (c) folgt, die 


Eigenschaft haben zu verschwinden, wenn man a ‘ a , c+ fiir y,°, Gy Pye 
0 ; 1 


setzt, und ausserdem Y(y, y,) sich linear aus denselben zusammensetzen lisst, 
so ist hiermit obige Behauptung bewiesen. 
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Die Covarianten zweiten Grades sind schon in ®(y,,y,) enthalten, 
kommen also hier bei Y(y,,y,) nicht mehr in Betracht. Von den 
Covarianten = Grades liefert die erstere keine derartige Function, 


denn 2 A, 2 > a ist. selbstverstindlich nicht Null, Wohl aber ist 


dies ™- der zweiten der Fall, denn ersetzt man in derselben y,°, 6y,*y,,.. 
dTh oth 
od,’ 04,” 
man auch bekommt, wenn man aus den Gleichungen (A), (A’) und 
(24) die Ableitungen von Th nach wu, und w, eliminirt. Folglich hat 
Y(Y¥i, 4) die Form 


YY, Yo) = M(u,y, — ty,) D[y.® RY, : y)I, 
wo M, da Y¥(y,, y.) zweiter Dimension in den A, ist, linear und 
homogen in diesen A, sein muss. 


Somit hatten wir die allgemeinste Form von - (°) fo y,®* ys.” 


y 


durch --+, so erhalt man genau denselben Ausdruck, den 


gefunden : 


(31) ps (°) fo Yo” YQ” = Cy D? H(y,, Yo) + Cy (Uy Yo — UY)? E(Y,, Yo) 
+ M(u; 4. — ty) Diye® BY : yo)], 
und es bleibt nur noch iibrig, die Gréssen c,, ¢, und M zu bestimmen. 
Dies geschieht am leichtesten dadurch, dass man ein /,, wenigstens 
zum Theil, thatsichlich in der oben angegebenen Weise mittelst der 
Gleichungen (22), (23), (24), (A) und (A’) berechnet. So findet man 
z. B. fiir den Coefficienten von u,*? in f, den Ausdruck 
8(2.4,A, + A, A, — 34,2), 

und da die Coefficienten von 15u,?y,4y,? in D? H(y,, yo), (to Y;— % Yo) 
i(y,, y.) und M(u,y,—u,y;) D[y,*® R(y,:y.)] resp. die folgenden sind: 


: (3A, A, + 2A, A; — 5 A,?), 


~~ (4, 4, — 44,4; + 34,2), 
- MA,, 
so muss, wie sich aus der Gleichung (31) ergiebt, 
(32) = 36, =, M=0*) 
sein. — 


*) Bei der Umformung der Gleichung (15, a) mittelst der Gleichungen (A), (B), 
u, 8. W. ist eine gewisse Willkiir mdglich, und in Folge davon kann es sich er- 
eignen, wenn man die Umformung nicht genau auf die oben angegebene Weise 
ausfiihrt, dass M von Null verschieden ist. Dies hat iibrigens auf das Endresultat 
keinen Einfluss. 





290 E, Witrtaetss. 


Nunmehr ist es méglich, die Umformung der letzten der in Be- 
tracht kommenden Gleichungen anzugeben. Es nimmt die Gleichung 
(15), wie man aus (25), (27), (31) und (32) erkennt, die Gestalt an: 

» 0?Th 0? Th >» 0? Th 
(F) Uy" 2 Oty? 


= — 6i(y, y) Th + Dh Ga, aa 


1 Sut 2; Ue Saou + u, 


wo 
es 
z () Foy Ya? = 36D? L(y, Yo) + > (ti Yo — tas) HYs, Ye). 


Und damit ist die erste Umwandlung der vorliegenden partiellen Diffe- 
rentialgleichungen beendet. 


§ 5. 
Specielle Form der Differentialgleichungen fiir die ungeraden Theta- 
functionen. Die Glieder 5. und 7. Dimension der Reihe. 


Bei der zweiten Umformung der Differentialgleichungen, die ich 
hauptsichlich mit Riicksicht auf die ungeraden Thetafunctionen aus- 
fiihre, zerlege ich, wie schon oben § 2 geschehen ist, x,° R(w,:x,) in 
einen linearen Factor c,%, — ¢,#, und einen Factor fiinften Grades 

(Ly, La) = Yo%y> + Sy, 2," L, + 107, 2,° x, + 107, x,? x,° 
+ DY 2; Xz ; + V5 2° ? 


R(x) = (¢,.4 — ¢) x(@, 1) 


so dass 


und 
(33) Ay=,¥), 6A, = 5e,y,— C7, 15A,— 10¢,y, — 5e,7,,--+, 


und verwandele demgemiiss die Differentiationen nach den A, in solche 
nach den y, und den ¢,, ¢,, indem ich zugleich an Stelle der Co- 
varianten von R(x) einfiihre die simultanen Covarianten von 7(2,, 2.) 
und ¢,%, — ¢,%,, oder was dasselbe ist, die gewéhulichen Covarianten 
von %(%,,%,), in welche die ¢,, ¢, als eine neue Reihe von Veriinder- 
lichen eintreten. 
An Stelle der Gleichungen (A), (B), (A) und (B’) erhalte ich 
dadureh 
; éTh _ @Th aTh @Th @Th 
(A, a) Uy Ou Yo ON + 2y “1 Ove + 37, Os + 473 Ov: 
éTh —s @Th 
+ 5y, O”s a de, ? 
éTh éTh éTh ‘ oTh 
2 ous S £22 2 te 
+ 2th, Fe 1 gy, +? 2 Oy. V3 By, 


“3 by, 2th aTh 
+ 4745 “te Ys Oy, +4 Ge 


aTh 
OM 


(Ba) > Th+ wu, 
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und jene zwei weiteren Gleichungen, welche aus diesen durch Ver- 
tauschung von u, und — 4, ¢, und —¢,, y; und ys; (i= 0, 1, 2) 
entstehen. Man iiberzeugt sich von der Richtigkeit dieser Gleichungen, 
indem man dieselben mittelst (33), und den daraus abgeleiteten Be- 
ziehungen 


@Th _ 
OY 
éTh 5 éTh 
(34) ON = 6 C 0A, va 
éTh 2 éTh 


Ove : 0A, . 


oTh 
+5 3 94, 
5 aT oTh 
(35) ++ hea "s Fa 


@Th aTh aTh 
— Moa +e "9a, 1° 


1 Th éTh oTh 
=-—( (Gr %0 OA, +5 "1 4, +57 2 A, 


in ihre urspriinglichen Formen iiberfiihrt. 
Sodann nimmt die Gleichung ([) die Gestalt an: 


20 0? Th oe? Th e2Th 
(36) u,? Fat + 2u, 4, —— Bu; Om + t,? Tat 


, OTh Th éTh 
= g' (Uy, UM) wane io fu oN — hy a + h, da”? 


(wo die Summation iiber w hier, wie im Folgenden, von 0 bis 5 aus- 
zufthren ist), wie man erkennt, wenn man diese Umformung, dhnlich 
wie in dem vorhergehenden Paragraphen, dadurch vollzieht, dass man 
wieder auf die friihere Gleichung (15,a) zuriickgeht und die Formeln 
(A,a) und (B,a) selbst und die daraus abgeleiteten Formeln benutzt. 
Darin muss g’(t,, %), da es mit g(u,, U_) = — 6%(u,, %,) (vergl. (27)) 
identisch ist und also auf Grund der Beziehungen (33) in — 64(u,, u,) 
iibergeht, eine Covariante von 7(x,, x.) zweiten Grades und zweiter 
Ordnung in den ¢,, c, und den w,, %, sein, und zwar ist, wie man 
leicht aus dem eben angefiihrten Umstande findet: 


(37) g"(Uy, thy) = 2D*H" (uy, th) — (Cy ty — C4 a)? 4 (04, ta), 
wo 
O'(uy, UM) = 2{ (Yor — 47,73 + 37,7) u? + °° }, 
A’ (uy, Uo) = 2 {(Yo72 — 71°) wy + 3(Yo%s — V2) Uy? M, + ++} 


die beiden Covarianten zweiten Grades von 7(x,, 7.) bedeuten, und D 
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die Polarenbildung unter Einfiihrung der Veranderlichen c,, c, be- 
zeichnet. (Vergl. (29)). 
Der andere Theil der rechten Seite der Gleichung (36) 


~ OoTh oTh oTh 
(37) ati on, — de th Ge 


muss mit Hiilfe der Gleichungen (33), (34) und (35) in den Ausdruck 


> = iibergefiihrt werden kénnen; daraus folgt, wenn man 
te 0A, $ ? . ? 
- 


RK a v = -) rv aT;T 
(. 2,>-" 2." fiir ot , € und ¢, fiir 7> und — o7 - setzt, dass 
u a OY, - Oy Ory 


D> (2) fest" a + lath + at 


“& 


auf Grund der Gleichungen (33) und der aus (34) und (35) hervor- 
gehenden Beziehungen 


By By = (Co, — C1 Y2) Wy" Yo!" 


(38) 
bs = YiX (Yh > Yo) 


: a a , ‘ 
in vy) fyi" y,” tibergehen muss, oder sich davon nur um einen 


Ausdruck ~ unterscheiden kann, der verschwindet, sobald man die 
Variablen z,5-“ 2,“ und ¢,, ¢, durch die betreffenden Ableitungen von 
Th ersetzt. Aber diese letztere Méglichkeit braucht nicht weiter in 
Betracht gezogen zu werden, denn da der aus diesem Ausdruck ~ 
hervorgehende Theil von (37) Null ist, also auf das Resultat keinen 
Einfluss hat, so kann er einfach weggelassen werden, und wir kénnen 


daher 
‘ D\ y I 
(39) = (2) fu 2°" 2," + ht, + hit, = = (°) fo ys?” yo” 


Me 


setzen. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass = (2) 2,5-" 2.” und 
h,t, + h,t, Covarianten sind, und zwar erstere vom zweiten Grade 
und zweiter Ordnung beziiglich u,, u, ,und erster Ordnung beziiglich 
C;, €, Wahrend h,t, + h,¢, ersten Grades und zweiter Ordnung sowohl 
beziiglich «,,«, als auch beziiglich c,,c, ist. Die allgemeinste Form 
dieser Covarianten ist daher, wenn man die Polarenbildung unter Ein- 
fiihrung der Veriinderlichen u,, u,, bez. ¢c,, c,, wie schon oben ge- 
schehen, mit D, bez. D bezeichnet, die folgende: 
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= (?) fu 2-* Bal = €, (Cy, — Cy %y) (gy — 2 Uy)? 4’ (24, 29) 
+ e,(e,%, — ¢,u.) DH’ (4, , 2) 
+ 3 (C2, — ¢,%) D?H'(2,, 2) 
+ &(2,%, — 2%) DDH’ (z,, 2), 


é; { oh oh 
thy + hh, = 3 \Oe, t+ OC ty), 


wenn h = D*y(c,, ¢) ist. Von diesen constanten Coefficienten 
€,,@,, ++. bleibt einer unbestimmt, weil zwischen den Polaren von 
H'(4,, %) die Identitat 
(C2, — ¢,,) D? H’(2,, 2.) + (2,4, — #,%) DDH" (s,, 2) 
= (¢, 4, — ¢ Uy) DH’ (z,, &) 
besteht, Man kann daher z. B. 
é,=0 
setzen, und findet sodann, indem man jetzt mit Benutzung dieser Aus- 


driicke in (39) die Substitutionen (33) und (38) macht, fiir die iibrigen 
Coefficienten die Werthe 


6 =2, e=—10, e=—15, 4 =—=—2.— 


Dementsprechend hat man als Umformung der Gleichung (T) 
erhalten: 


@ Th oe Th » @&Th 
27 4h i ¢ fh 2 7 th 
(F, a) My Fu? + 2 uy, Uy Du, Ou + tt, Oust 


ail r ~ OTh » 2( 0h OTh dh  OTh 
— g (u, Uy) Th +> fu OVp + 3 Ge Oey oe, OCs ’ 
wo 


, , 12 +7 
GJ (ty) Up) = 2D? A" (u, , ty) — “(Cn thy — Cy Uy)? 4°(Uy , ty), 


5\ . ” 

> () fu #19" Bo = 2(Cy#, — C, By) (2 Uy — 2; My)? O (2, 2) 

” + 10(c,u, — ¢,u,) D H'(2,, 45) 

+ 15(c, 2, — ¢, #) D?H'(2,, 2), 

h = D’4(c,, ¢). 

Man kann diese Gleichung noch dadurch auf eine andere Form 
bringen, dass man die Ableitungen der Thetafunction nach c, und c¢, 
durch Ausdriicke ersetzt, bei denen nach wu, und wu, differentiirt wird, 


denn es besteht, wie man leicht mit Hiilfe der Gleichungen (A,a) und 
(B, a) nachweisen kann, die identische Gleichung 
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1( 2. 0h @Th 
Ole * OCs 


_ 1a | ot Ok mt i. om 


4\O0u, Ott, OU. Oy 


(x) My 21°" Bol" —= (CyB, — C Zp) (BU, — B, Uy)” t (2, , 29) 
= — 5 (eu, — ou) DH’ (s,%) 


& , 
* 2% — ¢ &) D? H'(é,, 22), 
ist. oe k = Dyz(u,, Uy) 


Diese Gleichung (f,a) liefert nun die schon oben, § 3, in Betracht 
gezogene Recursionsformel, durch welche die Glieder (24 + 1)'* Di- 
mension in den Argumenten u,, u, bei der Reihenentwicklung der 
ungeraden Thetafunction auf Glieder niederer Dimensionen zuriick- 
gefihrt werden. Substituirt man nimlich die nach den Dimensionen 
der Argumente geordnete Reihenentwicklung der Thetafunction (19) 

Th = s(N, + N; + N;+---) 
in (f,a), und setzt die Glieder gleich hoher Dimension auf beiden 
Seiten einander gleich, so ergiebt sich 
, 0(8N;) oh = a(sN, oh = a(sN;) 
“—_* Pe: oy ‘e4 5 (Ge, —* 04 OG ) 


; ., 0(8Ng,_1) 
2A(24 + 1 8 Noapa = J (Uy, My) $ Naas + af : ay, 


+3 


2 (2 ’ 0(s Ny,_ 1) _ oh. a ) 


Oly OG, ~~ Oey OC, 
fir 42> 1. Da nun 


Ny = (4% — ey%), Ny =—4+ D(H, w), 


so folgt aus der ersten dieser Gleichungen 
+ @8 
hu a — ), 


und in Folge davon geht die zweite iiber in 

24(24 + 1) Neu —9'(t,%) Nut Sh 
apt = J (Uy, Up) Nar-s Pr Tu Oy, 
7 


ONe21 oh. ON3,- ‘) 
Oey OC, ‘ 
wo A> 1. Dies ist die definitive Form der Recursionsformel. 
Mittelst derselben habe ich noch die Glieder fiinfter und siebenter 
Dimension, N, und N,, bestimmt. Indem ich noch die Covarianten 
3. Grades und 9., bez. 5. und 3. Ordnung einfiihre: 
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TL (ty) Uo) = (¥0? ¥3 — 3707172 + 271°) mH? +--+ 

M' (ty) Uy) = (— 20° Ps D071 24 — 27022 7%3— B91? Vg + 6 7972?) Hy > + °**5 
J (U1, U2) = 6(¥0%2%4 — Mos? — V7 Ys + 272273 — 72°) WF + °° 
finde ich die Ausdriicke 


1 iui 7 ” 
N,=—7Z (Cq%y — CM) D? A’ (uy, ty) — ny (C, Uy — Cy Uy)? 1° (te, , My), 


1 l asm, . ' 
N, = 6.7 - 6 D? A" (uy, Ue) D? x (Uy, Uy) + 4 (Cy, —C, Uy) DF T" (uy, Wy) 
19 ws 
— Fp (Coty — Cy My)? F(t, Uo) DP yx (uy, , tty) 


2 ; 

+ Zz (CoM, — 6, Uy)® DM" (ws, , ty) 
1177 

~~ “315 (Cy CT i | u,)" j ‘(u,, u,)} 


Dieselben kénnen selbstverstindlich noch in andere Formen gebracht 
werden. 


§ 6. 
Specielle Form der Differentialgleichungen fiir die geraden Theta- 
functionen. Die Glieder 4. und 6. Dimension der Reihe. 


Zu der dritten und letzten Umformung der partiellen Differential- 
gleichungen, die ich mit Riicksicht auf die geraden Thetafunctionen 
ausgefiihrt habe, gelangt man auf demselben Wege, der im vorher- 
gehenden Paragraphen eingeschlagen wurde; ich werde mich daher 
nur auf die Angabe der Resultate beschriinken. Es wird 2,° R(a,:2,) 
wieder in zwei Factoren 

P(X) Xo) = My X,° + 3a, a,x, + 3a, x, 2,° + a32,', 
(a, Zo) = Box,’ + 3B, x,?x, + 3B, x, x," + Bx,° 


gespalten, wie schon zweimal oben geschehen ist, der Art, dass 


R(x) — p(x, 1) v(x, 1), 


und also 

1 1 P 
Ay = %Bo, Ay = F (%oPs + % Bo); A,= 7 (eB, +3 a, B, + 2 By), > 
und ferner 


éTh Th oTh e™ 
da, = Po 0A, + = > By aA, +; ; Bs % 


97 1g 9T aT 
Oa, 09 


éTh 
Ep 20 a 0A,’ 


Th 


a? 
xe By 9A,’ 


a) = BS ~ +3 20 > Be 
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Indem ich auf Grund dieser Beziehungen in den Gleichungen (A), 
(B) und (f) die Differentiation nach den «; und £; einfiihre, finde ich 
fiir dieselben die folgenden Formen: 
(A, b) tt, aTh ry aTh es 


OU On 


é'Th 


+ By “OB; + = 


)Th ‘ Th é'Th é'Th 
‘ +2u, %" =a, + 2a, % 


OU OU, ! ON, 


(B,b) = Th+ u, 


oTh 


+B Sg” + 2h, 


aTh all 


ORs +: 3B. OB; 


Th @ Th » Th 
+ 2u,u, ~—~- + u,” 


u,* . 
tu? Oy OU, 


ou,® 
= : O(u,, w,) Th + g”(e#,, u,) Th 
7 0Th TI SY yo OT uw OT 
Om, ") > [« Ja, +6 26, | + oe Is = 3 >! 26, , 


Oa; 
t 


wobei in letzterer Gleichung beziiglich ¢ von 0 bis 3 zu summiren 
ist und 
6 


ag O7 (ty, My) — BA(u,, Uy) V(u,, Me) 


7 (ty, My) = - 
3 - 
+= [x(4,, Uy) (Uy, My) + p(e,, My) W(H,, %)], 


> ) fi 2 a5-i2,! = DA(u,, ty) H(2,, 2) 


‘ 


+ 12(u, 2, — w2,) Dr(Z,, 2.) — 5( a, 2 Uy%)* p41, 22), 
7 3 “te 
a (;) fh 2,°- 2,4 = OV (u,, u,) p(2,, 4) 

+ 12(u,2, — u,%,) De(e,, 2.) — 5(u, 2, — u,2,)? 2(2,, 29) 
ist, indem ich mit 0, A,... die Covarianten bezeichnete: 
O(4,, 2) = (@ B, — 2a, B, + a, By) 2,> + --- 

A (4, 2) = 
V(8,, 2) = 2 


(@ty @, — «,*) 2,2 + i 
((&% “ B, (Gy, — &, ty) B, 
+ (e405 — &2) By) #1 


? 


f 
\ 
f 
\ 
2s 
= 


P(A,, 22) = 
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m(£,, 2) = 2 {((BoB, — B,*) a, — (BB, — B,B,) a, 
+ (8,8; — B,") &) 4+-:-: }, 
1 (64 &) == (— 2 (yet, — 042) By + (ager, — 0 0) By) #2 += 
0 (E15 #2) = (— 2 (BoB, — By?) @% + (By By — By Bs) ey) 2,9 f+ — 
Aus dieser Gleichung (f,b) erhilt man jetzt auch die endgiiltige 


Form der schon oben aufgestellten Recursionsformel (18) fiir die 
gerade Thetafunction. Setzt man niimlich 


Th = ¢(1+N,+N,+N,+--:) 
in die Gleichung ein, so bekommt man durch die ganze analoge Be- 


trachtung, wie sie oben an dem angefiihrten Orte angestellt wurde, 
zu dem bekannten Ausdruck 


N, = 5 O(u, , u,) 


die Gleichung 


; (23 — 144) O(u,, #) Nore + g” (u,, ty) Nor 


ND pee ON g, 9 «mn ONg 9 
+e li ’ + Df ae; 


Oa 


24(24 — 1) Naa = 


fiir A > 1, ,welches die gesuchte Recursionsformel ist. — 

Die Glieder vierter und sechster Dimension ergeben sich aus dieser 
Recursionsformel sehr leicht. Wenn man ausser den schon oben ein- 
gefiihrten Covarianten noch die Invarianten 


a 2 {2 eo to B, By — 2 a et By” — ay ashy B, + - - \, 

S = — ay’ af, + 30,0, 8, + 3a,a,0,8, — +--+, 

X= — B,*B,a, + 3B) B, B, a, + 38)8,B,0, —--- 
benutzt, findet man die folgenden Ausdriicke, in denen der Kinfachheit 
halber die Argumente wegzulassen sind: 


N= — Dor+ 5 AV+ | (px + vp), 


: S « 7 1 . ies 
Ne = G00 © + Hw OAV + ay (Y* + HP) O igo (*¥4+ PV) 
1 € ’ J ” 
+ 3 2ovT — WS — g*t). 

Die Zahlencoefficienten werden einfacher, wenn man in der 
Function Th durch Multiplication mit einem Exponentialfactor die 
Glieder zweiter Dimension zum Verschwinden bringt. Setzt man 

Th =e" Th, 
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wo jetzt 


Th=t1+M,+M,4+-->), 


so nimmt die Recursionsformel die Gestalt an: 


24(24 — 1) Me, = 10(1 — A) O(e,, u,) Mero + 9” (u,, Uy) Mors 
Ms Lone 
taf ar at Ait, 


wo 


Gf (ty) Uy) = — 6[O?(u,, w,) — A(t, ty) V(r, tty) | 
-f- : [P (tty, My) W(Uy, My) + W(ey, Uy) p(w, u,)], 
und man findet aus derselben 
M, = — = (0°— AV) + 1 (px+ vp), 
M, = + (8? ~ Av) e — u (px + vp) © — i (awd + pe) 


+> + 2p¥T — ¥?S — g*). 





Halle a. 8., im December 1886, 
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Tafeln der eindeutig umkehrbaren Functionen zweier Variabeln 
auf den einfachsten Zahlengebieten. 


Von 


Ernst Scuréper in Karlsruhe. 


Unter den ,,einfachsten“ Zahlengebieten verstehe ich hier Gebiete, 
welche nur discrete Zahlen als Elemente enthalten und begrenzt sind, 
also aus einer endlichen Menge von Zahlen bestehen; die Anzahl dieser 
Elemente soll ausserdem eine minimale, mithin zunichst 2, 3 oder 
4 sein. 

Die Elemente des begrenzten Gebietes bezeichne ich mit den 
Ziffern 1, 2, 3, 4,... selbst, wobei es, wenn diese Benennung un- 
geeignet erscheinen sollte, ja jederzeit freistehen wird, diese Ziffern 
bloss als Suffixe eines Buchstabens a aufzufassen. 

Ich gebe nun eine vollstiindige Uebersicht der Gattungen und 
Arten von Functionen zweier Argumente, welche als zugleich mit ihren 
beiderlei Umkehrungen vollkommen eindeutige in dem oben abgegrenzten 
Bereiche existiren kénnen. In Bezug auf den Begriff der ,,Gattung“ 
und ,, Art“ einer Functionstafel kann auf eine meiner friiheren Mit- 
theilungen*) verwiesen werden. Zum Ueberfluss finden sich aber diese 
Begriffe weiter unten implicite nochmals erklirt. Ich werde auch von 
den daselbst sowie in**) eingefiihrten Abkiirzungen und Bezeichnungs- 
weisen — welche wesentlich darauf hinauslaufen, dass eine Function 
{(a,) nebst ihren beiden Umkehrungen symbolisch durch a . 6 oder 


ab, a:b und o dargestellt werde — hier ohne weiteres Gebrauch machen. 


Von der Methode, durch welche ich zu den Ergebnissen gelangte, 
muss ich eingestehen, dass sie noch unvollkommen ist, Sie ist insofern 


*) Ueber eine eigenthiimliche Bestimmung einer Function durch formale 


Anforderungen, Borchardt’s Journal, Bd. 90, 8. 189. . . 220. [s. 194, Z. 6 v. 0. 
verbessere man daselbst > in =|. 


**) Diese Annalen Bd. X, 8. 305 sq. 
Mathematische Annalen, XXIX, 
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von dem Ideal einer combinatorischen Methode noch entfernt als sie 
zwar Auslassungen zuverlissig vorbeugte, dagegen ein wiederholtes 
Auffinden der nimlichen Resultate nicht ginzlich vermieden werden 
konnte. Ich unterlasse es darum, mich iiber dieselbe hier weiter zu 
verbreiten, und darf dies um so eher, als ich im Schlussparagraphen 
den Beweis liefere, dass meine Aufzihlung der Ergebnisse eine voll- 
stiindige ist. 

Dem gesagten entsprechend fehlt auch bislang noch ein streng 
lexikalisches Princip zur Anordnung der resultirenden Typen von 


Functionstafeln. In Ermangelung dessen — und endgiiltig diirfte dies 
sogar demselben, wenn wir ein solches hiitten, wahrscheinlich vor- 
zuziehen sein — habe ich die Tafeln in eine Art von ,,natiirlichem 


System“ gebracht. 
Zum Verstindniss der letzteren, sowie itiberhaupt des weiter 
folgenden, ist es néthig, einiges vorauszuschicken. 


§ 1. 

Aus jeder als symbolisches Einmaleins geschriebenen Functions- 
tafel lassen sich fiinf eventuell andere ,,ableiten“, welche mit ihr 
zusammen das System der sechs jeweils einander ,, zugeordneten“ 
Tafeln bilden. Es kommt jene Ableitung auf eine Vertauschung unter 
den ,,Grundoperationen“ hinaus. 

Man ersetzt zu dem Ende jedes Product ab durchweg durch ba 
resp. a:b, b:a, 2, = In den vier letzten Fiillen geht so das 
Einmaleins iiber in ein Einszueins, beziiglich Einsdurcheins, und dieses 
hat man wieder in ein damit gleichbedeutendes Einmaleins zu ver- 
wandeln, indem man jede Gleichung von der Form a:b=—g unm- 
schreibt in a = bg und jede Gleichung von der Form = g umschreibt 


in a=gb. Bei der Ausfiihrung wird man iibrigens die Zwischen- 
operationen sparen und unmittelbar die zweiten resp. ersten Factoren 
vor, beziiglich die ersten resp. zweiten Factoren hinter den jeweiligen 
Productwerth schieben. 

Ist die Gattung der Tafel ,,sechsgliedrig“, so gehéren die sechs 
zugeordneten Tafeln verschiedenen ,,Arten“ an, d. h. sie lassen sich 
durch keine Vertauschung unter den Ziffern in einander iiberfiihren. 

Bei der ,,dreigliedrigen“‘ Gattung ordnen sich die sechs zugeord- 
neten Tafeln nur drei verschiedenen Arten unter, bei der ,,zwei- 
gliedrigen ‘‘ Gattung zerfallen sie in zwei verschiedene Arten und bei 
der ,,eingliedrigen ‘“‘ Gattung gehéren alle sechs der niimlichen Art an. 

Doch braucht in den letzteren Fiillen nicht nothwendig Identitiit 
zwischen (einzelnen oder allen) zusammengehdrigen Tafeln einzutreten; 
vielmehr kann immer noch eine Permutation der Ziffern erforderlich 
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sein, um eine Tafel in eine ihr zugeordnete ob zwar zur selben Art 
gehorige zu verwandeln. Ich séhle die sechs einander zugeordneten 
Tafeln jeweils volleihlig auf, insoweit sie nicht als identische zusam- 
menfallen. 

Wenn a die Nummer vertritt, unter welcher ich eine betrachtete 
Gattung von Tafeln rubricire, so bezeichne ich die sechs einander zu- 
geordneten Tafeln, welche zur Charakterisirung dieser Gattung dienen 
sollen, falls sie verschieden sind, entsprechend der obigen Aufzihlung 
der Elementarausdriicke: 


a:b, b-a! 
. 1 Go3, O30, 
a: bia : 
’ mit Gyr O13, 
b oa 
=? F O12, &y- 


Die Vollstiindigkeit in der Angabe der einander zugeordneten 
Tafeln bietet den Vortheil, dass alsdann zugleich mit einer Function 
auch deren inverse Functionen tabellarisch dargestellt erscheinen, und 
zwar erhilt man zu der durch «@,, dargestellten Function ab die 
Umkehrung a:b, indem man in der Tafel @,, die (mental zu ergiinzen- 
den) Multiplicationszeichen durch Doppelpunkte ersetzt, desgleichen 


die Umkebrung a|b = 2, indem man in @,, die Malzeichen durch 


senkrechte Bruchstriche ersetzt oder also die ersten Factoren als Nenner 
unter die zweiten schreibt. Wie iiberhuupt zu jeder Tafel des Systems 
die Umkehrungen aus dem System selbst in iihnlicher Weise herauszu- 
lesen sind, wiirde sich durch die Figur eines vollstindigen Sechsecks 
iibersichtlich machen lassen. 

Werden die im obigen Schema mebeneinander stehenden Tafeln 
identisch, so ersetze ich die alsdann gleiche Bedeutung annehmenden 
Chiffren «,, = a, kiirzehalber durch @,, ebenso die aquivalenten Zeichen 
@,, = a, durch @,, die a. = «@,, durch a. 

Stellen dagegen die wntereinander stehenden Tafeln sich als iden- 
tische heraus, so ersetze ich die gleichbedeutenden Zeichen a, = a, 
=«,, durch @,,, desgleichen die a. = @ 4, = a@,, durch @,,. 

Und wenn endlich alle sechs Tafeln in eine einzige zusammen- 
fallen, gebrauche ich statt der sechs in Rede stehenden Chiffren die 
einfache a. 

Letzteres kann natiirlich nur bei einer eingliedrigen Gattung vor- 
kommen, der vorhergehende Umstand kann ebenso nur bei einer 
hdchstens zweigliedrigen und der vorerwihnte bei einer hdchstens 
dreigliedrigen Gattung eintreten, ohne dass jedoch, wie gesagt, eine 
Nothwendigkeit dieses Eintretens bestiinde. 

Durch die vorstehende Verabredung wird bloss zum Ausdruck ge- 
bracht, wie viele Formen die sechs zugeordneten Tafeln erkennen lassen, 


20* 
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d. h. ob sie simmtlich verschieden sind, oder ob und wie sie in eine 
geringere Anzahl individuell verschiedener Tafeln zusammenfliessen. 

Ungleich wichtiger aber ist es, an der Chiffre einer Functionstafel 
auch zum Ausdruck zu bringen, in welcher Weise sie mit ihren zu- 
geordneten Tafeln sich in verschiedne Arten einordnet, wie vielgliedrig 
also ihre Gattung ist. 

Zu dem Ende verwende ich neben den schon eingefiihrten noch 
ein anderes nach einer Seite davon unabhingiges System von Suffixen, 
welche ich jenen, durch ein Komma getrennt, ihrer Wichtigkeit halber 
voran schreibe. Es sollen diese ,,ersten“ Suffixe nun iibereinstimmen 
bei allen zur selben Art gehérenden Tafeln, und zwar werde 0 gewihlt, 
wenn die Gattung eingliedrig ist. Das erste Suffixum sei 45 und 54 
bei den beiden Arten einer zweigliedrigen, es sei 1, 2 und 3 bei den 
drei Arten einer dreigliedrigen Gattung. Im allgemeinen Falle der sechs- 
gliedrigen Gattung sollen wieder die Combinationen 23,32, ...21 zur Unter- 
scheidung der sechs Arten verwendet werden; doch kann man in diesem 
Falle die damit identischen ,,zweiten‘‘ Suffixe unterdriicken, weil es sich 
ohnehin versteht, dass, wenn die sechs zugeordneten Tafeln zu ver- 
schiedenen Arten gehéren, sie auch individuell verschieden sein miissen. 
Diesezweiten Suffixe kénnen iiberhaupt ohne Schaden weggelassen werden, 
so oft es nur darauf ankommt, eine Tafel der Art nach zu repriisentiren. 
Zur selben Art gehérige Tafeln kénnen auch einander dhnlich genannt 
werden. 

Die erwihnten Suffixa sind im Grunde nur Abkiirzungen, ein- 
gefiihrt um die verschiedenen Abtheilungen zu vertreten, in welche 
die sechs aus drei Elementen 1, 2, 3 méglichen Permutationen, oder 
die den letzteren entsprechenden Substitutionen der _,, vollstindigen 
Gruppe“ zerfallen kénnen, wenn gefordert wird, dass die Substitu- 
tionen einer jeden Abtheilung unter sich gleichen Effect haben sollen, 
der aber verschieden sei von der Wirkung, welche die den andern 
Abtheilungen angehérigen Substitutionen hervorbringen. 

Hier sind bekanntlich in der That nur folgende Fille méglich, auf 
die wir uns auch noch zuriickbeziehen miissen, 

a) Alle sechs Substitutionen der vollstindigen Gruppe bringen 
verschiedene Wirkung hervor, oder nur die ,,identische“ Substitu- 
tion 1 lasst ein vorausgesetztes Operationssubject unverindert. Dann 
hat man sechs Abtheilungen, deren jede nur eine einzige Permutation 
enthilt, und diesen entsprechen die Suffixe 23, 32,..., 21. 

6°) Ausser der identischen Substitution liisst nur eine Transposition, 
z. B. (23) das Subject unverindert. Dann giebt es die drei Abtheilungen: 

1, (23) | (12), (123) | (13), (132), 
deren erste eine Gruppe ist, und diesen entsprechen beziiglich die 
Suffixe 1, 2, 3. 
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y®) Eine cyklische Permutation lisst das Subject unveriindert, 
wihrend eine Transposition es indert. Dann ergeben sich die beiden 
Abtheilungen : 

1, (123), (132) | (23), (13), (12), 
deren erste ,,die alterne Gruppe“ ist; diesen beiden sollen die Suftixe 
45 und 54 entsprechen. 

6°) Sowohl eine Transposition als eine cyklische Vertauschung 
lisst das Subject ungeiindert; dann ist das gleiche mit jeder Substitution 
der Fall und ergiebt sich eine einzige Abtheilung bestehend aus der 
vollstiindigen Gruppe der vorstehenden Substitutionen, und eben diese 
soll das Suffixum 0 vertreten. 

Denkt man sich in der That die Elemente 1, 2, 3 der auszufiihren- 
den Vertauschungen durch die Operationszeichen . , : und | vertreten, 
als das Subject dieser Vertauschungen aber die Functionstafel, so kann 
es nicht mehr als die aufgeziihlten Méglichkeiten geben, und ist hiemit 
zugleich der Grund angedeutet, weshalb nur 1-, 2-, 3- und 6-gliedrige 
Gattungen von Functionstafeln denkbar sind. 

Ich sage bloss ,,angedeutet“, denn bei dem genaueren Nachweise, 
welcher unschwer vermittelst der ,, Vertauschungsprincipien* zu leisten 
ist, wire noch darauf Riicksicht zu nehmen, dass jedes operative Ver- 
kniipfungszeichen in zweierlei Weise zur Verkniipfung zweier Zahlen 
verwendbar ist, das Malzeichen z. B. zur Bildung von a-b sowohl 
als von b-a, dass aber jede zuliissige Vertauschung von zweien der 
sechs méglichen Elementarausdriicke zugleich noch die von zwei Paar 
andern mitbedingt, z. B. die Vertauschung der soeben genannten zugleich 


, — ; — © : 
auch die von a:b mit yj sowie von b:a@ mit = und vice versa, end- 


lich, dass die cyklische Permutation von a-b, a:b, 4 auch die von 
b-a, b:a@ und ; einschliesst (sei es in vor- sei es in riickwirtiger 


Ausfiihrung). 

I, Als obersten ZHintheilungsgrund der fir ein gegebenes Zahlen- 
gebiet mdglichen Functionstafeln benutze ich nun die Gliederung der 
Gattungen in ihre Arten, d. h, ich zihle die 1-, 2-, 3- und 6-gliedrigen 
Gattungen in dieser scharf bestimmten Reihenfolge auf. 

II. Von den gleichvielgliedrigen Gattungen nehme ich sodann 
diejenigen voran, bei denen die sechs zugeordneten Tafeln durch die 
geringere Anzahl von individuell verschiedenen reprisentirt werden. 
Ich erhebe also die Gliederung der ,,Systeme“ einander zugeordneter 
Tafeln zum zweitobersten Hintheilungsprincip. 

III. Von den in gleicher Weise gegliederten Tafelsystemen gebe 
ich ferner denjenigen den Vorzug, welche die geringere Anzahl von 
Formen zulassen. Unter den méglichen ,,Formen“ einer Art von 
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Tafeln verstehe ich alle die individuell verschiedenen Functionstafeln, 
welche zu der Art gehéren, also aus irgend einer von ihnen durch 
Vertauschung der die Elemente des Zahlengebiets vorstellenden Ziffern 
abgeleitet werden kénnen. Die Arten habe ich jeweils auf ihre Viel- 
férmigkeit untersucht, und ebendiese, mithin die Gliederung der Arten 
in die unter ihnen enthaltenen Individuen, zum dritten Eintheilungs- 
grund gewahlt. 

Innerhalb dieses Rahmens bleibt manchmal immer noch eine gewisse 
Willkiir, jedoch bei der vorliegenden Beschriinkung des Problems auf 
nicht mehr als 4 Elemente nur insofern, als beztiglich gewisser Paare 
von Tafeln-Gattungen noch unentschieden erscheint, welche von beiden 
vor die andere zu stellen ist. Es diirfte kaum verlohnen, hier auf den 
Gesichtspunkt einzugehen, unter welchem ich mich fiir eine bestimmte 
Reihenfolge entschied. — 

Ich beginne nun mit der Aufzaihlung der die Gattungen mit ihren 
Arten reprisentirenden individuellen Tafelnsysteme, weitere Bemerkungen 
auf den Schluss versparend, nach welchem ich in anderweitigen Mit- 
theilungen auch Andeutungen tiber die Zwecke, denen die Tafeln zu 
dienen bestimmt sind, zu geben gedenke. 

Auf einem Zahlengebiet von zwei Elementen existirt nur eine 
einzige Gattung von eindeutig umkehrbaren Functionstafeln, und diese 
ist durch die eine Art vertreten: 


l=—1-1l1=—2-.2 
Jo)? 
oa) eaeronti 


Die zugeordneten Tafeln sind mit der angegebenen selbst identisch; 
diese liefert also zugleich ihre Umkehrungen auf die einfachste Weise, 
nimlich, indem man das Malzeichen ohne weiteres durch Doppelpunkt 
oder Bruchstrich ersetzt. Dagegen ist die Art der Tafel zweifdrmig 
zu nenneu, weil durch die Substitution (12) eine andere Form der- 
selben Art aus ihr entsteht. 

Die Elemente 1 und 2 des Zahlengebietes, fiir das wir die Tafel 
1)’ aufgestellt haben, kénnen offenbar selbst mit Substitutionen identi- 
ficirt werden, und zwar mit denen der einfachsten mehr als ein Element 
enthaltenden Gruppe — vergl. 8°) des § 1, oder 8), auch y), des § 3. 
Unsere symbolische Multiplication erscheint dann als die eigentliche 
Multiplication der Substitutionen, und zwar muss die | der identischen 
Substitution, die 2 einer Transposition — sagen wir (12) — ent- 
sprechen; das ist dann also zugleich die vollstindige Gruppe bei zwei 
Elementen. Statt der einen kann auch ein Product von mehreren 
Transpositionen genommen werden, die kein Element gemein haben. 

Die Malzeichen lasse ich kiinftig weg. 





Eindeutig umkehrbare Functionen. 


§ 2. 

Auf einem drei Elemente enthaltenden Zahlengebiete existiren fiinf 
Arten von eindeutig umkehrbaren Functionstafeln, welche zwei ein- 
gliedrige und eine dreigliedrige Gattung zusammen ausmachen. 

Die erste eingliedrige Gattung ist mit der Art identisch: 

1 = 11] = 23 = 32, 
lo,o)* ; = 22 = 31 = 13, 
3 = 33 == 12 = 21. 


Das System der zugeordneten Tafeln ist, wie die Suffixe andeuten, hier 
einerlei mit der einen angegebenen Tafel. Die Tafel geht tiberdies 
durch jede Vertauschung in sich selbst tiber, entsprechend dem Fall 
0°) des vorigen Paragraphen. Die Art der Tafel ist also einférmig. 

Die zweite eingliedrige Gattung und Art ist: 

1 = 22 = 13 = 31, 

20,0) ; = 33 = 21 = 12, 
3 = 11 = 32 = 23. 
Dem Fall y®) entsprechend lassen nur die Substitutionen der alternen 
Gruppe diese Tafel ungeiindert, wihrend dieselbe durch eine jede Sub- 
stitution der andern dortigen Abtheilung, nimlich durch jede Trans- 
position, in eine zweite Form derselben Art tibergeht. Diese Art ist 
demnach gweifdrmig. 

Die dreigliedrige Gattung umfasst die drei Arten der einander 
zugeordneten Tafeln: 
31,1)° 2 = 33 — 12 — 21, 


1 =m 11 am 23 = 82, 
po 8-2-2 


822)> 12 = 23 = 31 — 12, 
$ am 32 == 13 = 21, 


2 = 32 = 13 = 21, 
3 == 23 a 31 = 12. 


1 <= 1] = 22 = 33, 1 am 11 a= 22 = 33, 
3 | 


Die sechs zugeordneten Tafeln sind also hier zu zwei und zwei identisch. 
Dass die drei Tafeln nun wirklich verschiedenen Arten angehoren, ist 
theilweise schon aus der Werthvertheilung unter den symbolischen 
Quadraten (Producten aus zwei gleichen Factoren) auf den ersten Blick 
ersichtlich. In Bezug auf die zwei letzten Tafeln, die zu einander 
conjugirt sind, beweist man es leicht vollends, da eine Permutation, 
welche die eine in die andere iiberfiihren sollte, jedenfalls das Element 
1 ungeiindert zu lassen hiitte. Die Vertauschung von 2 mit 3 trans- 
formirt aber eine jede Tafel nur in sich selbst zuriick. 
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In iihnlicher Weise ist auch bei den kiinftig aufgeziihlten Tafel- 
systemen der Nachweis unerlisslich, dass diejenigen von den einander 
zugeordneten Tafeln, welche durch ihre Chiffre als zu verschiedenen 
Arten gehdrig gekennzeichnet sind, wirklich nicht durch Permutiren 
in einander verwandelt werden kénnen. Ich werde aber auf diesen 
Umstand nicht immer ausdriicklich hinweisen, und gedachten leicht 
zu fihrenden Nachweis dem Leser tiberlassen. 

Es wurde vorhin zugleich ersichtlich, dass der Fall B®) des § 1 
hier Anwendung findet. Die einzelne (Art von) Tafel ist demnach 
dreifirmig, desgleichen das ganze System von drei Tafeln, — 

Individuell verschiedene Tafeln oder Formen giebt es also auf dem 
Gebiet der drei Elemente im ganzen: 

I><1+1>*«2+3><3 = ewilf. 

Die Elemente der Tafel 3,,)° kénnen wieder selbst als Substitutionen 
aufgefasst werden und zwar als die der unter y®) des § 1 oder 0) des 
§ 3, aufgefiihrten Gruppe, wobei, wie immer, die 1 der identischen 
Substitution zu entsprechen hat. 


g 3. 

Bei vier Elementen will ich, um kurz darauf Bezug nehmen zu 
kénnen, zuniichst die verschiedenen Arten zusammenstellen, auf welche 
die 24 Substitutionen der vollstiindigen Gruppe in Abtheilungen zer- 
fallen kinnen, derart, dass die Substitutionen derselben Abtheilung 
auch einerlei Wirkung haben miissen bei allen Subjecten, welche aus- 
schliesslich durch die Substitutionen der ersten Abtheilung, die jeweils 
eine Gruppe ist, in sich selbst transformirt werden. Es leuchtet ein, 
dass die Substitutionen jeder folgenden Abtheilung einfach durch Nach- 
multipliciren mit irgend einer von ihnen aus denen der ersten Ab- 
theilung erhalten werden (sofern man das Subject vorangestellt denkt). 

Diese Zusammenstellung wird nur der Art nach eine vollstiindige 
sein, und werden da, wo mehrere der angegebenen ,,iihnliche’’ Zer- 
fillungen miglich sind, die Functionstafeln und Systeme eben nachher 
so eingerichtet sein, dass nur auf die speciell angefiihrte Zerfillung 
Bezug zu nehmen ist. 

«) Der erste Fall ist der, wo die 24 Substitutionen in ebensoviel 
aus je einer Substitution bestehende Abtheilungen zerfallen, also jede 
neue Substitution das Subject wieder in ein anderes verwandelt. Dies 
tritt ein, wenn das Subject nur durch die identische Substitution 1 
ungefindert gelassen wird. 

8) Es mége (ausser der letzteren) nur eine Transposition das 
Subject unveriindert lassen; diese sei (24), so haben wir die Zerfiillung 
in zwolf Abtheilungen aus je zwei Substitutionen: 








a 
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(28) | (84) ) | (a2) (14) | (13) )(12)(84) | (14)(28) (123) 
oak (243) | (234) | (124) | (142) | (13)(24)| (1234) | (1432) | (1243) 
| (132) | (184) | (143) 
| (1324) | (1342) | (1423). 





y) Daneben existirt noch eine andere Zerfillungsweise mit zwdlf 
Abtheilungen : 
1 (13) (12)(34) | (12) | | (14) | (23) | (34) 
(13)(24) | (24) | (14)(23) | (1324) (1342) | (1243) | (1423) 
| (134) | (143) | (1234) 
| (142) | (234) | (1432). 


(123) | (124) 
(243) | (132) 











0) Hieran reiht sich die Zerfiillung in acht Abtheilungen: 














1 {(23)| (12) | (13) | (14) | (12)(34) | (13)(24) | (14)(23) 
(234) | (24) | (1284) | (1342)) (1428) (123) | (132) | (143) 
(243) | (34) pnd pang (1432)} (124) | (184) | (142) 


é) Sechs Abtheilungen giebt die Zerfillung: 








1 | (12) | (14) | (23) | (34) | (12)(34) 
(13) | (182) | (134) | (128) | (143) | (1432) 
24) | (124) | (142) | (243) | (234) | (1234) 





(13)(24) | (1324) | (1342) | (1243) | (1423) | (14)(23) . 
€) Desgleichen auf andere Weise: 
1 | (12) | (13) | (14) | (123) (132) 
(12)(34)| (34) os (1243) | (134) | (234) 
(13)(24) | (1324) | (24) | (1342) | (243) | (124) 
(14)(23) | (1423) casas) (23) |(142)|(143). 
y) Und wieder auf andere Weise: 
1 | (13) | (42) | (14) | (23) | (4) 
(1234) | (12)(34)| (234) | (123) | (134) | (124) 
(1: 3)(24) | (24) | (1824) | (1342) | (1243) | (1423) 
(1482) | (14)(2 3)| (243) | (243) | (142) | (132). 








| 
®#) Vier Abtheilungen giebt nur die Zerfillungsweise: 

1 , (34) | (12) , (12/34)! (13) , (134) 
234), (24) | (1234), (124) | (1342), (13)(24) 
243), (23) | |(1243), (123) | (1324), (132 


(14) , (143) 
(1423), (142) 
(1432), (14)(23). 
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t) Mit zwei Abtheilungen existirt nur die eine Zerfillung: 


1 , (12)(34), (13)(24), (14)(23)| (12) , (34) , (1324), (1423) 

(134), (132) , (124), (243) |(1342), (13) , (24) , (1243) 

(143), (234) , (142), (123) | (1432), (1234), (14) , (23) , 
wobei die erste die alterne Gruppe ist. 

x) Kine einzige Abtheilung besteht aus der vollstiindigen Gruppe 
der 24 (wiederholt vorstehend aufgeziihlten) Substitutionen und _ ist 
dann am Platze, wenn keine Vertauschung das Subject zu iindern 
vermag. 

Von den angegebenen Zerlegungen sind nur die @), €), «), *) in 
ihrer Art einzig. 

Die Vollstiindigkeit dieser Aufzihlung von Zerlegungsweisen liisst 
sich unschwer beweisen; sie folgt aus dem Umstande, dass, wie woll 
bekannt ist, nur zehnerlei Typen von Substitutionsgruppen in der auf 
vier Klemente beztiglichen vollstiindigen Gruppe enthalten sind. 

Bei den einzelnen Tafeln werden auffallenderweise die Fille «), 
y) und x) im nachfolgenden nicht zu citiren sein, gleichwie dies bei 
drei Klementen mit a«®) des § 1 der Fall gewesen ist (vergl. § 2). 
Dagegen sind bei den ‘Tafelsystemen jene Fiille vertreten. 


§ 4. 

Auf einem Zahlengebiet von vier Elementen existiren 35 Arten 
von eindeutig umkehrbaren Functionstafeln, welche sich in 15 Gattungen, 
niimlich in 6 eingliedrige, 1 zweigliedrige, 7 dreigliedrige und 1 sechs- 
gliedrige Gattung vertheilen, 

Die eingliedrigen Gattungen sind: 


L == 11 == 22 = 33 = 44, 
Loo)! 2 == 34 == 43 = 12 = 21, 
- 3 = 42 <= 31 — 24 = 13, 

4 == 23 <= 14 = 41 = 32. 


Nur die Substitutionen der ersten Gruppe von @) des vorigeu /ara- 
graphen trausiormiren diese Tafel in sich selbst. Die (Art der) Tafel ist 
also vierformig, und werden die drei andern Formen aus der angegebenen 
am einfachsien durch die Substitutionen (12), (13), (14) abgeleitet. 

Die Elemente der vorstehenden Tafel kéunen selbst ideuntificirt 
werden mil den Substitutionen sowohl, der unter ¢) als der unter §) 
aufyefiihrten Gruppe. 
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1 == 11 = 33 am 24 a 42, . 
2 ax 23 = 32 = 14 = 41, 
3 <= 31 = 13 = 22 = 44, 
4 am 43 = 34 == 12 = 21. 


Da hier der Fall 6) des § 3 vorliegt, so ist diese Tafel zwélfformig. 


20,0)" 


1 = 1] — 23 — 34 — 42 1 = 1] == 24 — 43 = 32 
2—=-22—14— 43 = 31 2 =— 22 — 13 = 34 — 41 

Boas)* V¢ on p Boa)" ). as ‘ 
ait 3 <= 33 =— 41 = 12 — 24 ’ 3 = 33 — 42 —= 21 — 14 
4 = 44 — 32 = 21 = 13 3 = 44 = 31 — 12 = 23. 


Die sechs zugeordneten Tafeln zerfallen hier in zwei individuell ver- 
schiedene, welche indess von einerlei Art sind, indem die eine durch 
Vertauschung von irgend zwei Ziffern aus der andern hervorgeht; die 
alterne Gruppe liisst jede Tafel ungeiindert, und passt der Fall). Die 
Tafel ist hiernach gweiférmig, das System der beiden Tafeln als solches 
einformig, cf. x). 





1 oe 29 om 14 oe 43 om 31 1 == 22 == 13 = 34 = 41 
2 a= 11 <= 23 = 34 a 4? 2 a 1] = 24 = 43 = 32 
4o,93)4 ‘ o< ‘ ‘ 4 s2)* }. ‘ we 
3 ae 44 oe 32 me 21 me 13 | OS oe 4 ee BS me 1 ee 3 
4 = 33 = 41 = 12 om 24 4 == 33 = 42 a= 21 a 14 
1 <= 33 oe 12 = 24 = 4! 1 me 44 oe 12 oe 23 oe 31 
2 a= 44 a= 21 = 13 = 32 2 == 33 an 21 = 14 =e 42 
4oa1)") 3 11 = 34 — 42 — 23 | 4%)" ) 3 — 99 — 34 41 = 1B 
4 we 22 m= 43 == 31 = 14 4 = 1] = 43 = 32 = 24 
1 om 44 == 13 a= 32 = 21 1 = 33 = 14 == 42 = 2 
2 am 33 am 24 oe 41 = 12 2 == 44 = 23 == 31 = 12 
40,12)" 3 =e 22 = 31 — 14 — 43 fo)" ) 3 11 a BO a 24 43 
4 == 11 a 42 = 23 = 34 4 ao 22 a= 4] om 13 == 34, 





Auf jede dieser Tafeln findet §) Anwendung. 

Die Art derselben ist also sechsfirmig, und zwar enthilt sie keine 
andern als die vorstehend angefiihrten 6 Formen, welche aus irgend 
einer von ihnen durch die Substitutionen der Abtheilungen von ¢) 
hervorgehen. Z. B. 40,95) geht durch die Substitution (12) oder aber 
(34) in 40,52), dagegen durch die (234) in 4o,3:) und letzteres eben 
hiedurch in 40,12) tber. Das ganze System der 6 Tafeln ist ein- 
formig, cf. x). 
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1 me 14 oe 42 = 23 oe 31 1 om 13 ae 32 oe 24 we 41 
2 xe 22 == 11 om 34 =m 43 2 xe 22 ox 11 = 34 = 43 


5 0, 32) : 


o, 9)" 3 33 12 24 1] ‘ a. ‘ ¢ 
Bee 33 x= 12 = 24 = | 3 == 33 = 14 = 42 = 21 


1 am 19 a= 98 a= 84 = 4) fom Baw Man Ba 
2 am 22 am 14 am 43 om 31 2 ae 22 am 13 am 34 oe 4] 
Ho. s1)4 5o, 13)" 

! § ae 33 oe 11 oe 94 oe 42 _, or 33 <x 14 == 42 a 2] 
4 ame 44 os 13 ae 3D oe 21 4 w= 44 om 1] = 23 am 39 
a= 48 a= 35 


4 

22 ==: 13 =; 
5 
4 


Dor)" 
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Hier geht 5,25) in 59,3) durch die Substitution (34), in 5o.5:) durch 
die (234) und diese Tafel eben dadurch in 5o,,2) tiber. Die einzelne 
Tafel ist 24-formig, ef. «); das ganze System der sechs zugeordneten 
Tafeln ist also vierférmig, und zwar passt auf diese #). 

Die letzte eingliedrige Gattung ist: 


Lee 11 oe 22 oe 34 me 43 | Lm 11 oe 22 me 34 me 43 
2x 2am Bla 1d 42 | 2 == 24 a= 41 = 13 = 32 
Go, 20)" ) 3 ae 44 oe 32 me 21 me 13 wpa“ = 31 = 12 = 23 
4mm B3 em 41 om 12 = 24 | fa 33 a 42 me 21 ome 14 
L =e 11 oe 33 oe 24 oe 42 | Lm 11 = 44 = 23 — 32 
PD ee 44 oe 2 ee 13 oe B82 | 2. 33 == 21 = 14 = 42 
60,1)" = 34 om Al oe 12 a 23 | == 22 am 34 a 41 om 13 
4 ae 22 a= 43 oe 31 = 14 | 4 == 43 = 31 = 12 = 24 


Lee 11 om 44 oe 23 om 82 | 1 ax 1) ax 83 om 94 ee 49 
be) 2 ax 33 ae 24 om 41 om 12 — 2 me 44 = 93 =e 81 = 12 
3 oe 29 a BP me 1 4 | OO) D2 Co ee 
} = 42 am 21 = 13 om 34 | = 22 = 41 = 13 = 34, 


Hier gilt ad 6) das gleiche, wie ad 5), — 
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Die zweigliedrige Gattung ist: 


| am 99 am 14 om 48 a= 81 1 == 22 = 13 a= 34 am 41 
2 am 33 om 11 om 24 om 42 2 == 33 am 1] om 24 om 42 
140,28)") 3 4g oe 82 21 me 13 | Hse)" 3 = 44 = 31 = 12 = 23 
4 am 41 == 12 a= 23 am 34 4 am 48 am 88 ew 9) om 14 
1 ae 33 a= 12 oe 24 me AI 1 am 44 om 12 oe 23 oe 8) 
Sutin lun & 2 ae 33 == 21 om 14 om 42 
T5.3)") 3 44 ee 1 = 32 = 23 | )") 3 99 od a eB 
4 an 99 an 43 on $1 om 14 4 we 22 om 1] om 43 om 34 








== 33 == 14 = 42 = 21 


[== 132 21 | 
lpm |, J2= 24 = 43 = 31—12 
| fot)" ) 3 44 me 11 = 32 = 23 


iad | = 31 = 14 = 42 = 23 
4 22 a 11 43 34 | 4 a= 22 = 41 = 13 = 3, 
Durch die Substitution (234) geht in der That jede der Tafeln links 
vom Strich in die darunter folgende, die unterste aber in die oberste 
liber, wogegen man leicht die Unmiglichkeit beweist, die Tafel 745,23) 
in die zu ihr conjugirte 75432) zu verwandeln., Die Tafel ist 24-formig 
cf. a), das ganze System also achtférmig, entsprechend dem Falle 0). — 
§ 5. 
Die dreigliedrigen Gattungen sind: 

1 == 11 = 22 = 33 = 44 

2 == 24 == 13 = 42 = 31 

3 == 32 = 41 = 14 = 23 

f == 43 = 34 == 21 = 12. 

1 oe 1) == 24 om 43 = $2 1 = 11 = 23 = 34 = 42 
2 == 33 == 42 = 21 = 14 2 = 33 == 41 = 12 = 24 
3 = 44 = 31 = 12 = 23 3 == 44 = 32 = 21 = 13 
4 == 22 == 13 = 34 = 41. 4 == 22 = 14 = 43 = 31. 
Durch die Substitution (234) geht jede dieser Tafeln in sich selbst tiber, 
cf. 0); die Tafel ist achtformig, desgl. das System der drei Tafeln. 

1 = 1] = 33 = 24 = 42 

2 == 21] = 12 = 34 = 43 

3 = 31 = 13 = 22 = 44 

4 = 41 == 14 = 23 = 32 


911)" 
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1 <= 11 — 22 — 33 = 44 1 om 11 om 22 oe 33 = 44 
: 2 a= 23 = 34 = 41 = 12 ae 2 = 21 = 14 = 43 = 32 
92,2) 3 a= 31 = 13 = 24 = 42 9s,s) 3 = 31 — 13 = 24 — 42 


| 
4— 43 = 32—21— 14 | 4 = 41 = 12 = 23 = 34, 

Da hier B) passt, sind die Tafeln zwélffirmig, ebenso wie auch 
das System derselben. — 

Die Elemente der Tafel 9, ,)* lassen sich der Reihe nach identificiren 
mit den Substitutionen der unter 4) angefiihrten Gruppe. 
1 = 11 — 22 — 33 = 44 
2—32—14— 41 = 23 
3 = 24 = 42 = 13 = 31 
4=— 43 = 21 — 34 = 12 
1 = 11 — 33 = 24 = 42 | 1=—11 — 33 — 24— 42 
Q2—32—14=—43 = 21 | ‘38 2 = 34 = 12 = 41 = 23 
3 = 44 — 22 — 31 = 13 39/13 == 22 = 44 = 13 = 31 


10;,:)* 


102,2)4 

4— 23 — 41 12 — 34 | 4 = 43 — 21 = 32 = 14. 
Wie bei 9) passt hier 8) und ist Tafel nebst System zwélffirmig. 

1 = 11 = 22 = 34— 43 

3 as 24 = 42 = 13 = 31 

Mia") 3 33 = 44 = 12 = 1 

4 we 4] om 14 = 23 = 32 
L=—11 = 44—23 = 32 | 1 = 11 = 44 = 23 = 32 
2 am 21 om 18 ae 4 42 | 2 am 24 ax 43 == 31 om 19 
Les)")5 33 194g | '9)")3 2 33 14 42 = I 


4—22—43 —31=— 14 4 == 22 = 41 = 13 = 34. 


| 
Die einzelne Tafel, sowie das ganze System, ist 24-férmig, geht 
nimlich durch jede Vertauschung in eine neue Form iiber, ef. «). 
== 33 = 44 = 12 = 21 
2 == 24 == 42 = 13 = 31 
3 = 11 = 22 = 34 = 43 
4 = 41 =— 14 = 23 = 32 


12,,;)4 


1=—44=—13 —32 = 21 1 — 44 — 12 = 23 = 31 
2M BHM |, fam 24 43 — 32 
22)")3 31 = 12 — 24 — 43 38)')3 — 34 = 42 = 21 = 13 


4 = 22 = 33 = 41 = 14 4—22=—33 = 41 = 14. 


Es gilt hier das gleiche, wie beim vorigen Systeme. 
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Bei den niachsten (den letzten) dreigliedrigen Gattungen sind alle 
sechs zugeordneten Tafeln verschieden: 


1—=11—32—%— 4 
2 == 44 = 23 = 31 = 12 


1 = 11 = 34 = 42 = 23 
2 = 44 = 21 = 13 — 32 








¢ 4 4 
131,28)" ) 3 _ 33 — 14 = 42 = 21 | 10)" ) 3 93 — 19 4 I 
— a iat nr tantiat 
— ee sh 19 oie dee 
fg wf2 Mas 1882 | |2— a 4B — 31 — 12 
231)" 13 33 — 19 — 44 = 21 | 18)" ) 3 93 14 a 0 ee 
4— 42 — 23 = 31 = 14 4 = 42 = 21 — 13 — 34 
~~ 1=—34—22—43—11 
2 = 21 — 13 — 34 = 42 2 == 23 am 31 = 14 = 42 

133, 12)4 13s, 21)4 


3 = 14 = 22 — 41 = 33 
4 = 43 = 3) = 12 = 24 





3 = 12 = 44 = 21 = 33 
4 a= 4) = 13 = 32 = 24. 


Die in gleicher Héhe nebeneinander stehenden Tafeln gehen durch 
die Substitution (13) oder (24) aus einander hervor, und fiir jede Tafel 
gilt y); dieselbe ist daher ewélfférmig und verhiilt sich analog wie der 





; in welchem natiirlich die Ziffern nur Indices vorstellen 


1 = 22 = 13 = 34 = 41 
2 = 33 = 42 = 21 = 14 
3 = 44 = 31 = 12 = 23 
4 == 1] = 24 — 43 — 32 








1 = 14 = 42 = 23 = 31 
2 == 21 = 33 = 12 = 44 
3 = 32 = 24=— 41 = 13 
4 == 43 = 11 = 34 = 22 





1 == 14 <= 33 a= 4] — 22 


Bruch — 
sollen. Das ganze System ist hiernach sechsférmig, gemiiss «). 
1] == 22 = 14 = 43 = 31 
— 2 = 33 = 4] = 12 — 24 a 
180) 1S ee Ad oe 88 ae M1 oe 18 | OH 
4 = 1] — 23 = 34 = 42 
1 == 22 = 14 = 33 = 41 
me 2 am 34 = 42 = 21 = 13 ' , 
ma) 3 a 11 — 23 a 44 me 32 | An 
4 = 43 = 31 = 12 = 24 
1 = 13 = 32 = 24 = 41 
2 a= 44 = 21 = 33 = 12 
14s 19)! 145 91) 


3 = 31 = 14— 42 = 23 
4 == 22 = 43 = 11 = 34 





3 == 23 = 44 = 32 = 11 








4 == 42 = 21 = 13 = 34. 
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Die nebeneinanderstehenden Tafeln gehen hier durch die Sub- 
stitution (1234) in einander iiber; im iibrigen trifft, wie bei 13), fiir 
jede Tafel 14) der Fall y) zu; dieselbe ist daher ewélfformig und das 
ganze System wiederum sechsférmig ,*jedoch gemiiss 9). — 

Die sechsgliedrige Gattung ist: 


1 oe 1) oe 22 om 33 ae 44 1 am 11 om 22 om 33 oe 44 
Jl Ba Mas 12 |) [2M mK 1 4 — 32 
151s) 13 39 — 91 = 14 = 43 | 12)” 13 34 41 = 12 = 3 
intintia Bat jn Snatina tall 
1 = 11 = 22 = 34 = 43 inti nated 
ip. 2a aM HB R82 | [PK BB MB 
5s) 13 31 14 = 42 = 23 | ss) 3 op 1 14 a 
4 me 33 om 41 oe 12 oe 24 im di an Bae Bet 
1 me 11 oe 24 oe 43 = 32 Letina tuadl 
2 am 83 an 44 ae 21 oe 19 2 = 44 = 23 = 31 = 12 
112)" 13 09 = 34 41 13 | 1)" 3 392 94 4 =H 13 
tu 82 8atl an 4 == 33 = 49 = 21 = 14 





Die einzelne Tafel ist 24-formig, da sie dem Fall «) entsprechend, 
durch jede andere Permutation eine andere wird. Das ganze System 
ist ebenfalls 24-formig. 

Die vorstehende ist also die einfachste sechsgliedrige Gattung von 
Tafeln, die es geben kann. 

Im ganzen giebt es hiernach (den aufgezihlten Systemen der Reihe 
nach beziiglich entsprechend) genau: 


I>x44+1><124+2x%14+6>*«146>%44+6>%446>%8 
+3>843><1243><124+3>244 3><24 
+6><6+6><6 + 6 >< 24 = 576 = 24? 


Formen oder individuell verschiedene Tafeln auf dem Zahlengebiet von 
vier Elementen. — 

Als auf einen untergeordneten Umstand will ich schliesslich noch 
auf folgendes aufmerksam machen. 

Bei allen Tafeln stehen in jeder Horizontalen oder Zeile an der 
Multiplicandenstelle selbstverstiindlich lauter verschiedene Ziffern, desgl. 
an der Stelle des symbolischen Multiplicators (zweiten Factors oder 
Argumentes) — eine nothwendige Folge der verlangten Eindeutigkeit 
der beiden inversen Functionen. Bei der schwachen Mehrzahl (zehn 
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auf neun) der bisherigen Tafelnsysteme lisst sich aber ausserdem eine 
solehe Anordnung der Productwerthe treffen, dass niemals gleiche 
Ziffern in dieselbe Verticale zu stehen kommen. 

Wo es iiberhaupt méglich ist, habe ich diese Anordnung bei den 
vorstehenden Angaben wirklich hergestellt. Die Systeme 1)?, 2), 5)‘, 
6)', 7)*, 10)*, 11)4, 12)*, 15)* sind diejenigen, bei welchen es, wie 
leicht zu beweisen wire, nicht angeht. 

Soweit es mit vorstehendem Princip vereinbar war, habe ich ausser- 
dem die Producte iibersichtlich so angeordnet, dass stetiger Anschluss 
zwischen dem letzten Factor irgend eines und dem ersten Factor des 
darauf folgenden Productes méglichst oft stattfindet. Ueberhaupt 
wurde auf Regelung der Willktir, wo solche noch Spielraum hatte, 
und damit auf die Eleganz, sowohl in der Darstellung der Systeme 
selbst, als in der Auswahl derer, die ihre Gattung zu repriisentiren 
bestimmt wurden, thunlichst Bedacht genommen, wenn es auch nicht 
gelang, das Arbitrium vollstindig zu bannen. — 

Um nun die Art einer gegebenen Tafel ausfindig zu machen, wird 
man zunichst auch die ihr zugeordneten Tafeln herstellen, auf die 
Gliederung derselben achten, und bestimmen, wievielgliedrig ihre 
Gattung ist. Alsdann wird man die mit der gegebenen artverwandte 
Tafel in der entsprechenden Rubrik der vorstehenden Aufzihlung jeweils 
bald finden, vornehmlich, wenn man darauf achtet, wie die symbolischen 
Quadrate, (d. i. Producte aus zwei gleichen Factoren) auf die Zahlen- 
werthe vertheilt sind — ohne, fiir einmal, eines weiteren lexicalischen 
Apparates zu bediirfen. Hiiufig verhilft schon das letztere Augenmerk 
allein schnell auf die Spur der fraglichen Art und Gattung. 


g 6. 


Ich werde jetzt beweisen, dass die vorstehende Zusammenstellung 
eine vollstindige ist. 

Der Beweis — zuniichst bei 4 Elementen — ist erbracht, wenn 
gezeigt werden kann, dass es gerade die gefundene Anzahl 576 von 
eindeutig umkehrbaren Functionstafeln bei den Elementen 1, 2, 3, 4 
& priori geben muss. 

Kine jede solche Tafel besitzt die Form: 


l=—l.a,+2.a,+3.a,+4.4,, 
2—=1.),+2.b,+3.03,4+4.3, 
3B—1l.c, +2.ce,+3.¢, +4.G, 
4—1.¢,4+2.d4,+3.d,+4.4d,, 


worin die vier Gréssen a (desgl. die b, c, d) die von einander ver- 
schiedenen Werthe 1, 2, 3, 4 in irgend einer Anordnung haben miissen, 


(A) 


Mathematische Aunalen, XXIX. 21 
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und nur die beschrinkende Anforderung allein noch hinzutritt, 
dass nirgends gleiche Werthe dieser Gréssen in dieselbe Verticale 
kommen diirfen. Denn sobald letzteres auch nur bei zwei Multiplica- 
toren der Fall wire, wiirden zwei iibereinstimmende Producte ver- 
schiedenen Werth haben, was der Eindeutigkeit der Multiplication 
widerspriache, und auch umgekehrt ist ersichtlich, dass die Multiplication 
eindeutig ausfillt, sobald jenes Zusammentreffen vermieden ist. Ein- 
deutig umkehrbar ist aber die Multiplication bei der vorstehenden 
Annahme (A) iiber die Form der Tafel schon von selbst (auf beide 
Weisen); sie ist es nimlich immer dann, und (wie schon oben bemerkt) 
auch nur dann, wenn in jeder Zeile alle ersten Factoren von einander 
verschieden sind, desgl. alle zweiten Factoren. 

Wenn es einmal geboten erschiene, die Tafeln in ein Lexicon zu 
bringen, so wiirde man nur etwa die zweiten Factoren zu notiren 
haben, also (A) kurzméglichst durch das Schema 


G, A, Ay 

b, b, b, b 
(B) a - “4 

1 “2% % 

d, d, dy d, 
repriaseutiren. 


Nun kénnen zuniichst die Stellen der a auf 4! = 24 Arten aus- 
gefullt werden. 
(C) Die Stellen der b kénnen hiezu auf je 9 Arten ausgefiillt 
1934 werden, wie aus dem nebenstehenden Schema zu ersehen 
ist, in welchem die Elemente als Indices der a anzusehen 


Pe =e sind, und unter dem Striche in lexicalischer Anordnung die 
2341 ng. : ; : 
2413 Méglichkeiten angegeben sind, auf welche, wenn die erste 


Zeile von (B) mit den iiber dem Striche angezeigten Ele- 


2 menten besetzt ist, die Stellen der 6 in der zweiten Zeile 
3 421 von (B) mit eben diesen Elementen besetzt werden kénnen. 


Sieht man die oberste Zeile des Schemas (C) als 
Nenner, die darunter stehenden Zeilen als Zihler von Sub- 
stitutionen an, so entsprechen diese 9 Méglichkeiten den- 
jenigen von den 24 Substitutionen der vollstindigen Gruppe, 
welche vom vierten ,,Grade“ sind, d. h, wirklich alle vier Elemente 
versetzen. Diese 9 Substitutionen sind nun aber von zweierlei Typus, 
nimlich 3 von ihnen, in (C) durch ein vorgesetztes Minuszeichen 
hervorgehoben, sind Transpositionenproducte, wie (12)(34), die 6 
iibrigen sind Cyklen von der vierten Ordnung, wie (1234) = (2341). 

Dementsprechend sind zwei Fille zu unterscheiden. 

Ist die zweite Zeile von (B) mit einem Transpositionenproduct 
besetzt, so zeigt man leicht, dass die dritte Zeile von (B) noch auf 


4123 
4312 
— 4321 
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viererlei Weisen besetzt werden kann; niimlich, wenn in (B) die 
a-Stellen der ersten und die b-Stellen der zweiten Zeile mit 1234 resp. 
2143 besetzt sind, so kann man in der dritten Zeile die c-Stellen nach 
Belieben besetzen mit 3412, 3421, 4312, 4321. 

Wenn dagegen die zweite Zeile von (B) mit einem Cyklus vierter 
Ordnung besetzt ist, bleiben fiir die dritte nur mehr zwei midgliche 
Besetzungsweisen tibrig. Wenn niimlich 1234 und 2341 die beiden 
ersten Zeilen von (B) repriisentiren, so sind nur mehr 3412 und 4123 
fiir die dritte Zeile zulassig. 

Was aber hier nur fiir je ein Beispiel gezeigt zu sein scheint, 
muss allgemein gelten wegen der ,,Aehnlichkeit‘‘ der zum selben 
Typus gehérenden Substitutionen. 

Es giebt hienach 

(4><3-+4-2><6) >< 24 = 24? 
mdgliche Arten, die drei ersten Zeilen des Schema’s (B) mit den Ele- 
menten 1, 2, 3, 4 zu besetzen; und ebensoviele muss es Functions- 
tafeln geben; denn durch die Besetzung der drei ersten Zeilen ist die 
der vierten eindeutig mitbestimmt, indem daselbst an jeder d-Stelle 
dasjenige Element angesetzt werden muss, welches in seiner Colonne 
allen noch unvertreten ist — q. e. d. 

Ganz ihnlich, nur noch leichter, ist auch die Vollstindigkeit 
unsrer Aufzihlung fiir das Gebiet von drei Zahlen zu beweisen. 

Die Ausdehnung der Untersuchung auf ein Gebiet von » Zahlen 
diirfte aber als eine schwierige combinatorische Aufgabe zu bezeichnen 
sein*), mag auch ihrer Lésung die Gruppentheorie**) vielleicht schon 
nahe treten. b 

Wenn wir noch die bei nur einem Element einzig mégliche Func- 
tionstafel 1 = 1.1 hinzunehmen, so ist in tibersichtlicher Zusammen- 
fassung unser Ergebniss dieses: dass es auf einem Zahlengebiet von 

1,2, 3, 4 Elementen 
beztiglich 1,1, 3, 15 Gattungen, 

1,1, 5, 35 Arten, 

1, 2, 12, 576 Formen 
von eindeutig umkehrbaren Functionstafeln giebt. 


Karlsruhe in Baden, eingesandt December 1886. 


*) In Hoppe’s Archiv, Bd. 68, S. 353... 877 habe ich eine kleine Vorarbeit 
dazu gegeben, Den dortigen Literaturangaben ist auch noch die mir unbekannt 
gewesene Arbeit von Herrn Moritz Cantor, Schlimilch’s Zeitschrift Bd. 2, 
8. 410... 412, nebst Oettinger, Lehre von den Combinationen, anzureihen. 

**) Betreffs des Zusammenhangs der obigen mit Herrn Walter Dyck’s 
Untersuchungen sei auf einen ferneren in genanntem Archiv erscheinenden Aufsatz 
» Ueber Algorithmen und Kalkuln“ einstweilen verwiesen; auch ist dariiber wohl 
eine Mittheilung von ihm selbst zu erhoffen. 
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Ueber biquadratische Gleichungen. 
Von 


Paut Gorpan in Erlangen. 


Vorrede. 


Man kann bekanntlich eine allgemeine Gleichung 5" Grades 
durch passend gewihlte Tschirnhausentransformation auf solche Glei- 
chungen 5'* Grades zuriickfiihren, in denen nur ein Parameter auftritt. 

Die Coefficienten der transformirenden Function lassen sich nicht 
rational durch die Coefficienten a der urspriinglichen Gleichung aus- 
driicken; sie hangen rational von den a und gewissen Gréssen R ab, 
welche sich nur durch quadratische Gleichungen aus den a berechnen 
lassen. 

Von diesen quadratischen Gleichungen lassen sich selbst dann 
nicht alle rational auflésen, wenn man in ihnen fiir die a ihre Werthe 
in den Wurzeln von f eintriigt. 

Die R, welche nicht nur in den Coefficienten, sondern auch den 
Wurzeln der Originalgleichung irrational sind, werden accessorische 
Irrationalitaten genannt. 

Es fragt sich, ob diese accessorischen Irrationalitiiten fiir die 
Transformation der Gleichungen 5" Grades auf solche mit 1 Para- 
meter nothwendig sind oder nicht. 

Herr Kronecker hat sich fiir die Nothwendigkeit ausgesprochen; 
er hat im 61' Bd. von Crelle’s Journal behauptet, dass Gleichungen 
5’ Grades, auch, wenn man die Wurzel der Discriminante adjungirt, 
keine Resolvente besitzen in welcher nur ein Parameter vorkommt. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ist von Herrn Klein in seinem 
Buche: 

»,»Das Icosaeder und die Gleichungen 5'" Grades“ 
bewiesen worden. Die Griinde fiir die Richtigkeit findet Herr Klein 
in einigen Eigenschaften des Icosaeders, welche er vorher auseinander 
setzt. Hier will ich einen neuen Beweis des Kronecker’schen Satzes 
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geben, indem ich ihn auf eine Eigenschaft der biquadratischen Glei- 
chungen stiitze. 

Bei diesem Vorhaben haben mich besonders zwei Griinde geleitet. 

Zunichst wollte ich den Satz auch denen zuginglich machen, 
welche sich nicht eingehend mit den reguliren Kérpern beschiiftigt 
haben. Sodann wollte ich mir auch die Tragweite des Satzes klar 
machen. 

Er gilt nicht nur fiir die Gleichungen 5'" Grades, sondern tiber- 
haupt fir alle allgemeinen Gleichungen, deren Grad grésser als 4 ist. 
Ja er gilt sogar fiir Gleichungen mit Affect; so z. B. fur diejenigen 
Gleichungen vom 7‘ Grade, welche ich im 25'" Bde. der Math. 
Annalen behandelt habe. 


§ 1. 
Die Liiroth’sche Function. 
Herr Liiroth hat im 9° Bande der Math. Ann. den Satz bewiesen: 


Zu je zwei rationalen Functionen f,(x), f,(~) kann man eine 
rationale Function: ; 
u(for fh) 


finden, von welcher f, und f, rational abhdngen: 
fh = pa(z)- 
Aus diesem Satze kann man einen anderen ableiten: 
Héingen m rationale Functionen: 


fo» his ety [m—l 


o> Xs» as | La~i 


von » Variabeln 


ab, so kann man eine rationale Function: 


u(fo» hi, eS) fn—1) 


bestimmen, von welcher alle f rational abhdngen: 


fa = pa(x)- 


Beweis. 


Wir wollen unsern Beweis so fiihren, dass wir der Reihe nach 
diese 3 einfacheren Sitze beweisen: 

1. Unser Satz gilt fiir m= 2, n= 2. 

2. Unter der Voraussetzung, dass er fiir m— 1 Functionen und 
2 Variabeln richtig ist, gilt er auch fiir m Functionen und 
2 Variable. 














P. Gorpan, 


3. Unter der Voraussetzung, dass er fiir m Functionen und 
nm — 1 Variable richtig ist, gilt er fiir m Functionen und 
nm Variable. A 


Beweis des 1'@ Satzes. Y 
Nach dem Liiroth’schen Satze kann man eine Grésse: 


W = q(Up, %) 


berechnen, von welcher die beiden Functionen: 


My =fy(Xo, &), Hy =F, (%, &) 
rational abhiingen, welche aus den f entstehen, wenn man die 
Variable x, durch irgend eine Constante « ersetzt: 


Uy = P)(W), uy =p, (w). 
Wir behaupten nun, dass wenn man: 


4= P(fo fi), 
Ly = fy — Po(X), L, =f; — p(x) 

setzt, die Gréssen L,, L, identisch verschwinden. 

Der Beweis soll indirect gefiihrt werden; d. h. wir machen die 
Annahme 

In =|= 0 

und wollen zeigen, dass wir dadurch auf einen Widerspruch gefiihrt 
werden. 

Da L,(x,, @) verschwindet, so muss es eine Potenz von 2, — a, 
etwa (x, — a)@ der Art geben, dass: 


In=(#,—ael und I(x, a) = 0 
ist. Da ferner f, und f, nur von einem Parameter abhiingen, so gilt 


das Gleiche fiir y und Z,. Daraus folgt, dass die Functionaldeter- 
minante von Z, und einem der f identisch verschwindet: 


L 

(Hema 
Hy Xy 

also: 


(x, — ae (| fr 


Of, 
my 2) — 0 — IT GG =O, 
lL fh Oty 
(@ on ) ; 2 = el Ty 


of, 
Hes ®) (Fama = % 


was unserer Annahme widerspricht. — 
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Beweis des 2" Satzes. 


Man bestimme zuerst eine rationale Function: @(f,,.. ., fm—2) der 
Art, dass: 
fo = Mm (), fi = 7, (8), --4 fm—2 = Pm—2(#) 
rational von @ abhingen und sodann eine rationale Function: 


x(@, fm—1); 
= q(x), fna= a(x) 


yon welcher 


rational abhangen. 
Die Function y hat dann die beiden verlangten Eigenschaften. 


Beweis des 3" Satzes. 


Man bestimme eine rationale Function: 
(fos fis +++ fm1 Unt), 
von der die f rational abhiangen: 
fi = pal, %n-1). 

Da die f Functionen eines Parameters sind, so kann man eine 

rationale Function: 
U(Por Pir +++» Pmt) = U(foo fis «+ » fms) 

bestimmen, von der die p =f rational abhiangen. 


§ 2. 
Hauptfunction. 


Die 4 Variabeln x, 2,, 2, 2 kénnen 24 Substitutionen unter- 
worfen werden; unter denselben giebt es 12, welche das Differenzen- 
product der x constant lassen, ich will sie die geraden Substitutionen 
nennen und durch S bezeichnen. 

Sie lauten: 


(328), 40128), 4 -(238), 4 -(0429), 
ar-(9338), a-(Qi82), a(S43%), a=(G82)): 


Die erste derselben, die Identitit, hat die Periode 1; die 3 folgenden 
T haben die Periode 2 und die 8 letzten die Periode 3. 

Die 7 bilden mit der Identitit zusammen die _,,ausgezeichnete 
Gruppe“. 
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Setzt man S, mit S,; zusammen, so erhalt man nach und nach 
alle geraden Substitutionen; deshalb nennt man S,, S, zwei erzeugende 
Substitutionen. S, und irgend ein 7 sind gleichfalls 2 erzeugende 
Substitutionen. 

Die rationalen Functionen der 2 nehmen bei den geraden Sub- 
stitutionen 12 Werthe an, unter denen auch gleiche vorkommen kénnen. 
Diejenigen, bei denen alle diese Werthe proportional sind, welche 
sich also von einer unter ihnen, héchstens um einen numerischen 
Factor unterscheiden, will ich Hauptfunctionen nennen und von ihnen 
diese 3 Siitze beweisen. 

ltr Satz. Ist R eine Hauptfunction, so bleibt R* bei allen 
geraden Substitutionen und R selbst bei denen der ausgezeichneten 
Gruppe constant. 

2 Satz. Hat eine rationale Function @(x, ... 23) diese beiden 
Eigenschaften : 

1, Sie findert sich bei der Substitution S, héchstens um einen 
constanten Factor, 

2. Sie nimmt bei den iibrigen geraden Substitutionen nur solche 
Werthe #, an, welche lineare Functionen mit numerischen Coefficienten 
von # sind 


so ist # eine Hauptfunction. 


3 Satz. Sind die Werthe 7, welche eine rationale Function 
4 (a ..+%3) bei den S annimmt, lineare Functionen mit numerischen 
Coefficienten von 4: 


¢ Cox + d, , 


so ist y linear durch eine Hauptfunction ausdriickbar. 


Beweis des 1'” Satzes, 
Der constante Factor c, den die Hauptfunction R bei einer Sub- 
stitution mit der Periode 4 annimmt, geniigt der Formel 
c == |; 
R’ bleibt bei jener Substitution constant. 


R® bleibt bei den erzeugenden Substitutionen S,, S,, also bei 
allen Substitutionen constant. 

R* und R* bleiben bei den Substitutionen der ausgezeichneten 
Gruppe constant also auch R. 
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Beweis des 2!" Satzes. 


® ist als rationale Function der Quotient zweier ganzen Func- 
tionen; man kann dieselben so wihlen, dass sie keinen gemeinsamen 
Factor besitzen. Setzt man: 


8 
o == FH? 
so wird: 
> 
i= = 
und die Formel: 
a, 2 + b 
=~ Seta 
C8 + de 


geht in diese tiber: 
Qo(¢,.9 + d,H) =—_ Ho (a9 4. beH), 


Hieraus sehen wir zuniichst, dass bei der Substitution S, sowohl 
© als auch H constante Factoren annehmen, sodann aber auch, dass 
sowohl je 3 Gréssen @, als auch je 3 Gréssen H, durch eine homogene 
lineare Relation mit numerischen Coefficienten verbunden sind. — 

Von diesen Relationen wihle ich diese aus: 

#0(0 123) + £60(103 2) + yO(2301)—0 


und leite aus ihr durch Vertauschung der 2 die beiden andern ab: 
#20(103 2) + B0(0123) + y0(3 210) —0, 
«0(2301) + £0(38 210) + yO(0123) =0. 


Aus den Coefficienten dieser 3 Formeln setzt sich das System zu- 
sammen : 
«a By O 


Ba Oy 
y O«@ B 

Jenachdem nun die 4 dreireihigen Determinanten desselben ver- 
schwinden oder nicht, hat man entweder: 


By 0 
a O 


0 a B 


oder die © sind jenen Determiuanten proportional. 

In beiden Fallen giebt es unter den 4 0's mindestens 2, welche 
sich nur um einen constanten Factor unterscheiden, d. h. unter den 
3 Substitutionen 7 giebt es mindestens eine, welche © nur um einen 
constanten Factor andert. Da die erzeugenden Substitutionen S, und 7’ 


also: 








= — 2apy =—0 
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© nur um einen constanten Factor fiindern, so ist © eine Hauptfunction, 
Ebenso sind H und @ Hauptfunctionen. 


Beweis des 3'" Satzes. 


Ich bezeichne den Werth, welchen die Function x bei der Sub- 
stitution S, annimmt, mit y,; nach Voraussetzung ist zy, linear durch x 
ausdriickbar: 

b 
(1) nai 
Da die Periode von S, die Zahl 3, also endlich ist, so hat die 
quadratische Gleichung: 
ax+b 
= cata 
zwei verschiedene Wurzeln a, 8. Man kann nunmehr der Formel 1 
die Form geben: 





Aas. ase 2S. 
u— 6 z—86’ 
welche, wenn man 
i? a 
—F§ 


setzt, in diese iibergeht: a 
a, = cd. 


Die Function @ andert sich bei der Substitution S, nur um einen 
constanten Factor und nimmt bei den iibrigen geraden Substitutionen 
nur Werthe an, die sich linear durch @ ausdriicken lassen; sie ist 
daher eine Hauptfunction. 


§ 3. 
Resolventen mit einem Parameter. 


Von einer Gleichung f=—0O mit den Wurzeln 2, 2, ... %n41 
leitet man dadurch andere, ihre Resolventen, ab, dass man beliebige 
unsymmetrische Functionen g den »! Substitutionen der z unterwirft. 
Die verschiedenen Werthe: 


Por Pi +++ Per» 
welche @ hierbei annimmt; sind Wurzeln einer Gleichung o' Grades 
(% — Ho) (@— %) -.- ©— Per) =O = 0, 
deren Coefficienten rational von denen der Originalgleichung f ab- 
hingen. Die Gleichung @ wird Resolvente von f genannt. Ihr Grad @ 


wird stets > 1 sein, da die Function gm, von der wir ausgingen, als 
unsymmetrisch vorausgesetzt wurde. 

















Ueber biquadratische Gleichungen. 325 


Wir wollen nun hier die Definition der Resolvente ein wenig 
ausdehnen, — 

Wir wollen niimlich auf die Function @ nicht alle n! Substitutionen 
anwenden, sondern nur die Hilfte derselben, niimlich die geraden 
Substitutionen, welche die Wurzel der Discriminante nicht indern. 

Hierdurch nimmt @ verschiedene Werthe: 


Por Pir++ Po 
an, deren Anzahl méglicher Weise < @ ist. 
Ich will nun die Gleichung o' Grades: 


(% — Go) (@— Hy) --- (© — Go) = ¥ =O 

auch noch als Resolvente von f gelten lassen. Ihre Coefficienten sind 
rational in den Coefficienten und der Wurzel der Discriminante von f. 

Den Grad 6 nehme ich wieder > 1 an. 

Von den so definirten Resolventen will ich diese 2 Sitze beweisen : 

l'' Satz. Diejenigen Resolventen von biquadratischen Gleichungen, 
in denen nur 1 Parameter vorkommt, haben den Grad 3. 

2' Satz. Eine Gleichung f von héherem als dem 4‘ Grade 
besitzt keine Resolvente mit nur einem Parameter. 


Beweis des 1 Satzes. 


Da die Wurzeln g, der Resolvente nur von 1 Parameter abhiingen, 
so giebt es nach dem Liiroth’schen Satze eine rationale Function: 


(1) U(Por Pr» +++)» 
von der die @ rational abhiingen: 
(2) pa = pat). 


Bei den geraden Substitutionen nimmt zy Werthe y an, welche 
nach (1) rational von den g,, also nach (2) rational von x abhangen. 
Sie hingen rational, also linear von einander ab und sind demgemiiss 
lineare Functionen einer Hauptfunction @. 

Von der letzteren hingen somit die gp, rational ab. 

Die Function # bleibt bei den Substitutionen der ausgezeichneten 
Gruppe constant und kann, da #° bei allen geraden Substitutionen 
constant bleibt, héchstens 3 Werthe annehmen. Hieraus folgt, dass 
diejenigen g,, welche durch die Substitutionen 

r—(* i & 4) 
i, ty ty tb 
in einander tibergehen, denselben Werth besitzen. 

Da je 4 der Gréssen p einander gleich sind, so nimmt @ bei den 

geraden Substitutionen nur 3 verschiedene Werthe an. 
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Beweis des 2'" Satzes. 


Je 4 Gréssen g,, welche durch eine Substitution in einander 
iibergehen : Aa oo 
T= (* , t, '») 
i % a 6/7” 


in welcher i, i, i, 4, irgend 4 der Zahlen 0, 1... m — 1 bedeuten, 
haben nach dem vorigen Satze denselben Werth. 

Aus den Substitutionen 7 lassen sich nun, wenn » > 4 ist, alle 
geraden Substitutionen zusammensetzen, mithin haben dann alle gy, 
denselben Werth. — 


Erlangen, im December 1886. 

















Ueber die Transformation der algebraischen Gleichungen 
durch Covarianten. 


(Auszug aus einem Briefe an Hrn. Gordan in Erlangen.) 
Von 


Francesco Brioscatr in Mailand. 


.. . Erlauben Sie mir nun einen Satz iiber Covarianten mitzu- 
theilen, welcher an und fiir sich wichtig ist und in der Lehre der 
Transformationen seine Anwendung findet. 

Es sei 

f(x, y) = (aay - - « Gn) (@y)" 
eine Form von der Ordnung m und 


P(X, Y) = (Coe, - - + Cn) (wy)” 
eine Covariante von f von der Ordnung ». /f(2, 1)—0 haben nur 
ungleiche Wurzeln 2), 2, ...%n. 
Ich fiihre jetzt die Ausdriicke ein: 
G, = a,2,?+ 2a, 2, + ay, 
a =a,2,°+ 3a,2,?+ 3a,2, + a, 
On—e= Ay X,"—! + (nm — 1) aya". 2. Gn, 
wo a, eine der Wurzeln 2, 2, ... 2%, ist. 
Es gilt nun der Satz: 
Der Werth von 
p(x, 1) 
liisst sich aus dem letzten Coefficienten c, der Covariante g(x,y) da- 


durch ableiten, dass man darin die Coefficienten aya, ...Gn—14_ durch 
die @,0,... @,~-10 ersetat. 
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Bedenkt man ferner, dass man aus obigen Formeln und der iden- 
tischen Gleichung f(x, 1) 0 die Werthe von a, ... a, berechnen 
kann, so findet man, indem man diese Werthe in eine beliebige In- 
variante der Form /: 
































J (Gp Gy . - - On) 
eintrigt, j als Function der a. 
Wir wollen als Beispiel eine Form 5‘ Ordnung_betrachten. 


Setzt man: 
a@—=a, @&=b, a=—c, a=—d, 


so hat man fiir die Covariante: 
t(@,y) = (APs 
2ter Ordnung und 2" Grades: 
i(a,, 1) = 2(30? — 4ac), 
und ebenso fiir die Covariante 3'° Grades: 
l(a,, 1) = 2abe — a®d — B'. 
Dieser Satz liisst sich in der Lehre der Transformationen ver- 


werthen, Ich habe friiher den Satz bewiesen (siehe Ann. di Mat., 
T. XI, 1883, pag. 303), dass die Gleichung 


f(z, 1) =0 
fir »=5 durch die Substitution: 
1 U(x) 
I~ 3S F(a)’ 
wo l die obige cubische Covariante ist, in die Gleichung iibergeht: 
Ay + Toy + Tey + Ti3 = 0. 
Hier bedeutet A die Discriminante und 7;,, 7,,, Z,;, Invarianten 


von den Graden 12, 16,18. Sind nun A, B, C, D die Fundamental- 
invarianten von /, also von den Graden 4, 8, 12, 18, so hat man: 


A = A? — 144B, 
Ty;=t,AB+ tC, 
Ti.= t, AC + t, B?, 
T= t,D, 
wobei ¢,, ¢,, ¢, ¢,, ¢, numerische Constanten bedeuten, die man aus 


der Gleichung in y berechnen kann. 
Ersetzt man y durch y,, so hat man identisch: 


2abc — a®?'d — BD 
Y= a ’ 
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und wenn man beriicksichtigt, dass die Invarianten A, B, C, D 
Functionen von a, b, c, d sind, so kann man leicht die numerischen 
Werthe der ¢ berechnen. Da wir es ferner mit einer identischen 
Gleichung zu thun haben, so ist die Annahme gestattet, dass einige 


der Gréssen a, b, c... verschwinden, wodurch sich die Rechaung 
vereinfacht. 
Machen wir z. B. die Voraussetzung 
cmd=Q, 


so haben wir: 


y=—4, A = 3ab’, 


3B = a*(9b* — a’), 
108C = b?(14a°b* — 3 a* — 278°), 
54D = b3(9%b'? — 135a°b' — 45a°b* — 5a’), 
A = a*(16a* — 1350‘). 


Tragt man diese Werthe ein, so wird: 





45 5.81 
?i_——+ t, = — 540, 5=— ——— 
27 5.81 
’_—— >) i, = ié . 


Dieses Resultat ist zwar bekannt, doch dient es dazu, um die 
Leichtigkeit der Anwendung unseres Satzes zu zeigen. 

Ich glaube dass die Transformation der algebraischen Gleichungen 
mittelst Covarianten wichtige Resultate herbeifiihren kann und dass 
die Siitze, die ich Ihnen mittheilte, die Anwendung der Methode be- 
férdern kénnen. 

Ich will noch eine andere Anwendung des obigen Invarianten- 
satzes geben. Bezeichnet man mit V die Discriminante der Gleichung 


(0, 
“— a, 


so hat man bis auf einen numerischen Coefficienten: 
D=e V 


m—1 ** 

Driickt man jetzt VY durch die Gréssen a, a,,.. . @,—, aus, sO kann 
man auf diese Weise A berechnen als Function der Invarianten der 
Form nm‘ Grades, sobald man es durch die Invarianten der Form 
(mn — 1)" Grades ausgedriickt hat. 

Im obigen Falle haben die Invarianten g,, g, der biquadratischen 
Gleichung die Werthe: 
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9, = — (6a — 15bd + 10c%), 


93 = gaz (144ac + 180bed — 1080? — 135d? — 80c’), 


(a,=1). Fir c—d—0O hat man: 


V = g,' — 21g,? = => (16° — 13504) 


und demnach: 
A = a*(16a* — 1355‘), 


wie oben. 


Mailand, im December 1886. 

















Ueber die Zuriickfithrung der Cayley'schen Operation 2 auf 
gewohnliche Polar-Operationen. 


Von 


Aurrepo CapEiui in Neapel. 


I, 
1. Bildet man mit » Reihen von Veriinderlichen 
ae 
Yir Yors sey Yny 
Bay Bay 2 o og Mes 
Wa, ay » 09 he 


die wir manchmal, der Kiirze wegen, mit einem einzigen Buchstaben 
X,Y, 2,+++,%, resp, bezeichnen werden, die Cayley’sche Operation 


2-3 ak 
und bezeichnet man mit 
(1) ' H=(aye---u)-Q 
eine Operation, die sich von der vorigen nur dadurch unterscheidet, 
dass das Resultat der Operation 2 noch mit der Determinante der 
Verinderlichen multiplicirt wird, so lisst sich die Operation H, wie 
schon bewiesen*), immer ersetzen durch ein Aggregat der n* elemen- 
taren Polar-Operationen 
Deo, Day, +. +5 Daws 
Dyn, Duy, «+ +5 Dyes 





= Fe Das, Dregs 7 =. Bens 
wo im Allgemeinen 
ce 
Op,’ 


ray er 8 ~ 
Dyq =U Gor H G2 Gpr H+ + Me - (p, q==, y,...). 


*) Fondamenti di una teoria generale delle forme algebriche, § LI. (Memorie 
della R*, Accademia dei Lincei. Serie III. Vol XII, 1882.) 
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Die effective Darstellung der Operation H durch die Operationen 
(2) hatte ich bisher nur fiir den Fall » — 2 und m = 3 durch directe 
Berechnung gefunden.*) Letzter Zeit ist es mir aber gelungen fiir 
die allgemeine Operation H einen sehr einfachen Determinantenausdruck 
zu erreichen. Es wird niimlich im Folgenden bewiesen, dass: 


Diz Day Dz; ie, Deu 
Dyz 1+ Dyy D,; hid Dyy 
(3) = Diz Duy 2 + D., “it Di, 


| 
| 


Due Duy Dus ys (m—1) + Dus | 





In jedem Gliede der Entwickelung der Determinante rechts miissen die 
m Factoren, als operative Factoren aufgefasst, mit derselben Reihen- 
folge nach einander ausgeiibt werden, wie sie in den von rechts nach 
links auf einander folgenden Verticalreihen der Determinante resp. 
vorkommen. So wird man z. B. entwickeln fiir n = 2: 


Dee Day 
a eee 
und fiir n = 3: 
H = Dz2(1+ Dyy)(2+D,.) + Diz Dey Dy: + DyzDiyDz, 
—— Dzz Diy Dy: — D.2(1+ Dyy) De: DyzDzy(2+D::). 
2. Indem man ® neue von einander und von den vorigen unab- 
hiaingige Variabelreihen 


H 


&., oe Se» 
Nir Ne» ***y Un» 
bi, bo) ? ae ba, 
@;, @o,** *y On 


zu Hiilfe zieht, die man nachher wieder eliminiren wird, kann man 
zunachst schreiben 


H = Dow + + Des DyyDys {(Q-+- ©)» S35, mE 


= ) pol. De. Dyy Dee: > + Dei Dyn Dx eee ;. 
insofern, was ja immer erlaubt ist, die Functionen auf die man die 


Operation H ausiiben will, als von den Hiilfsvariabeln &, 4,---,@ 
ganz unabhingig angesehen werden. 





*) Ibid. pag. 27. 
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Es handelt sich nunmehr darum, die Hiilfsreihen §, 9, ---, @ 
mittelst der Fundamentalformeln : 
Dyg Dpv — Dpv Dog = Dog; 
Dep Dpq — Dpg Dap = Dpp — Day 
zu eliminiren, ohne doch die Form von H als Aggregat von elemen- 
taren Polaroperationen zu beeintrichtigen. 


3. Zu diesem Zwecke schreiben wir zuerst, indem wir uns, der 
Einfachheit halber, auf vier Variabelreihen x, y, 2, ¢ beschriinken: 


p= Det Dey Dz: 
Dye Dye Dyy D, 
H = Det Dz. Dyy Dez - De D.. Dir 


Dre Die Dey Deg 


und denken uns dabei, dass von den in der Determinante rechts ent- 
haltenen Elementaroperationen zuerst ausgefiihrt werden miissen die 
der letzten Verticalreihe, dann die der vorletzten u. s. f. 

Vertauscht man zuerst die Operation Dz, mit den nichstfolgenden 
Elementaroperationen der ersten Verticalreihe, und fiihrt man der 
Kiirze wegen die Bezeichnungen ein 





| Dye Dyg Dy» | Dye Dye Dyy | Dye Dy: Dyg 
K,=|D.g Deg Din |, Ky—=|Dee Dig Din|, Ky=|Dee Dig Dig |, 
Diz Diz Dey, | Dee Dig Der | Die Diz Dig 








so erhalt man 
Dez Dee-Dat Day Det| 
Dy De2+Dyt Dy» Dye | 
ny Dre Dez: D.: Diy D.: | — Di: De; Dyy> Dex K, A 


Dex Dex: Diz Dry De | 


H = Dy D:,D 


Wird nun die Operation Dg, mit den Elementaroperationen der 
zweiten Verticalreihe vertauscht, so erhailt man weiter: 


Daz Dz: Dex: Dey Dz; 

Dye Dy Dee Dyy Dy; 
"| Dee Dig Dee-Dey Dat 

Dee Diz Dex: Den Dez 
— Dy Des Dyy- Dee Ky — De: Des Day: Dg KE, 


und vertauscht man zuletzt die Operation D;, mit denen der vorletzten 
Verticalreihe, so ist das Resultat folgendes: 


H = Due De: D 


22° 
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| Dee Dz t Dey Dex: Daz 
Dye Dyg Dyy Dez: Dyé 
Dae Die Day Dix: Dg 
Dee Diz Den Dex Die | 

— Det Des Dyy [Dee K, + Dee K, + De, K;). 
Die noch iibrig bleibende Vertauschung von D;, mit den Opera- 


tionen der letzten Verticalreihe gestaltet sich nun ganz anders als die 
bisher gemachten. Man hat namlich 

Dez» Deg = Daz — Deg + Deg» Dez; 

Dze + Dyg = Dyz + Dyg+ Dez, 

Dex» Dig = Die + Diz + Dee, 

Dez De om Diz + Dy Dez. 
Man braucht aber nur von allen Operationen rechts nur die ersten 
beizubehalten, indem die Operation H auf Functionen ausgeiibt werden 
soll, die von den € unabhingig sind, und folglich von den Elementar- 
operationen des Typus D¢, annullirt werden. Man hat also: 


Dz: Dz: Dey Ds: | 


Dye Dyg Dyy Dye 
A = Du: Des Dy BD. TM B. BR; 

Die Dig Den Dez 
— De: Dz, Dry [D;-K, + De: K,+ D;,K;] : 


Da aber, wie leicht zu erkennen: 





H = Dy: Dz. Day 





Dy Dy: Dy, | 
; = Dr D., 
Dee Dez Dey 


D;:-K, = Dz: K, = Dz, K, = 


? 








so schliesst man endlich: 

Dee Dar Dey 3+ Dz 

Dye D,: Dy, Dyz 
uy wee Da. Dy» Dae 

Dex Diz Dey Dex 

Will man nunmehr die zweite Hiilfsreihe eliminiren, so braucht 

man nur die Operation D,, auf ganz iihnliche Weise successive mit 
den Elementaroperationen der drei ersten Verticalreihen zu vertauschen, 
und man wird nach einem ganz ahnlichen Verfahren erhalten: 


~~ Dy Day 3 + Daz 
Dye Dy: 2+ Dyy Dye 
Die Dit Dy [ - 
Diz Diz Diy Diz 


H = Dz,D:.D 


H => De: De; 
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Vertauscht man zuletzt, ganz wie oben, die Operation D;, successive 
mit den Elementaroperationen der zwei ersten Verticalreihen, so gelangt 
man zum schliesslichen Resultat: 


Diz Das Dey 3+Dz2 
Dye Dys 2+Dyy Dye 
Die 14+Ds Dry Diz 
De — Dis Dey Diz 

Des Des Day 9 Dac! 

= | Dy: Dy; 2+Dyy Dyz 

= [Du 14D. Dy Due 

| Di: Di, Dy Diz 

Somit ist der Beweis des von uns ausgesprochenen Satzes erledigt, 

indem man von letzter Determinantenform durch einfache Permutationen 

der 2, y, 2, ¢ untereinander, welche die im Bezug auf 2, y, 2, ¢ sym- 


metrische Operation H ungeiindert lassen, zu der unserem Satze ent- 
sprechenden Form 


H = Dz: 





Dzz Day Dz: Dz: 
- Dye 1 + Dyy Dy; Dy: 

Dye Diy 2+D., Daz 

Diz Dy Dis = 34+Dzu 


unmittelbar tibergehen kann. 


Il. 
4. Schreibt man den im vorigen Paragraphen gefundenen Deter- 
minantenausdruck von H wie folgt: 


|(n —1) + Du a: Dy Dyn Dae 


(3’) i Dy: --+2+D,, Dy, Dz, 
Duy o> Dig 14D Dh, 
| Duz wer Diz Dyz Doe 


und versucht man die Determinante nach derselben Anordnung der 
Verticalreihen zu entwickeln, wie es schon erklirt worden ist, so erhilt 
man einen, nur dem Scheine nach, von dem vorigen verschiedenen 
Ausdruck. So wiirde man z. B., fiir den Fall von drei Variabelreihen, 


2+ D., Dy: Dz: | 
| Dy 1+ Dy, Dey 
Diz Dy Diz 
= (2+ D,,)(1+ Dyy) Dez + Diz Dy: Dey + DiyDyeDz: 
~_" Diy D,: Diz — D,2(1 + Dyy) Des aii (2+D,;)Dyz Day 
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erhalten. Dieser Ausdruck stimmt mit dem oben gefundenen in allen 
Gliedern tiberein mit Ausnahme des Theiles 
Dayz Dys Day + Diy Dyz Des; 
an dessen Platze dort die Anordnung 
Diz Dey Dye + Dee Diy Dz; 
vorhanden war. Da aber, wie man leicht nachweisen kann, 
Dz Dy: Day + Diy Dyz Dez = Diz Day Dys + Dyx Dey Des, 
so sachliesst man, fiir den betrachteten Fall, dass der Determinanten- 
ausdruck von H auch auf letztere Weise entwickelt werden darf. 
5. Um das Uebereinstimmen der Determinantenausdriicke (3) und 
(3) mit einander im Allgemeinen zu beweisen, gehen wir von dem 
Ausdrucke 


\Da> Dig Dig Dye Dz:| 
| Dee: Din Day Dyy Dzy| 
\Ders Die Dat Dye Det 
ah a he 


H = Dz, Dy Dgz 





aus. Vertauscht man die zwei Elementaroperationen in jedem Gliede 
der ersten Verticalreihe mit einander, so erhilt man: 

De Dur : Dix Dy< Des 

Dey Des ° D,, D D 

H = Dz. Dyy Dgz oS 

= ny 5 Dir Des ° Dir Dye De> 

Dex De 2 Diz Dy Dee 








| — Deg Di; Dy; D;;| 
Des Dry Des ‘ - ie ear 
+ De. Dyy Dt _— ™ Dig Dyz Det! 


|—Dee-+Du Dre Dye Dac| 


Man findet weiter, indem man die Operation D,, in der ersten 
Determinante rechts successive mit allen Elementaroperationen der drei 
letzten Verticalreihen vertauscht: 








\Die Der» Dat Dy Dzs| 
| Den Dei» Diy Dy Day! 
De Di + Daz Dy: Dz: 
ih. he te ee 
[Dig Dig Dyg Des! 
[Din Dey Dy» Day 

| Det Di Dyt Dae|" 
10 Du Dy Dat| 
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Folglich kanu man schreiben: 


H= D:: Dyy Dex 


Es ist aber, 


+ De: Duy Dex | 
| 





Die Dig Dyg Deg 
[Din D. » Dy» Dey 
\Diz Dse Dye Dae 
[Di Du Dye Dat 
— Deze Dig Dyg Dae 
Dey Da.» Dy» Dey) 
— Der Dig Dye Dar 
— De D., Dy Dye 


anwendet die von der Variabelreihe t unabhingig sind: 


aia Dee 
| — Deg 
i— Dee 
i\— Dez 


D,; 
Day 
D.: 
Dos 


wie aus den Gleichheiten 


— Den 
— De 


- 
os 


\— Dee 


oa 


Dy; 
Dy, 
Dyz 


Diz 
Da.» 
D.: 


unmittelbar folgt. 
Man schliesst also: 


H = Dz, Dyy Dez 











Dyg Dz «| a De Da, 
Dy» ngs ein Dey Day 
Dye Dz; —Diey Ds 
Dy Dae! 0 De 
Diz Dyg Dat 
=—3 D,, Dy, Day ? 
Diz Dyg Deg 
Des | Deg D.¢ 
Dz» . Due = Dey Ds» 
Dz+ | Der Dr 
Dy; | Dig Dye 
Dyy|:Dee=—|Doy Dyy 
Dy! Dir Dye 
Dye Dig Dy 
Dry Dy, Dy» 
Diz D. Dy: 
3 + Du D.: Dy 


Dy 
Dy, 
Dy: 
Dye 


Dee 


De» |- 


Dzt 


Des 
Der 
Dee 


Dee 
a 





insofern man die Operationen nur auf Functionen 


Dé} 
Dey 
Dz¢, 
Daz 


Dat| 


Dz: 


5. Geht man jetzt dazu iiber, die zweite Variabelreihe € nach ganz 


ihnlichem Verfahren zu eliminiren, so findet man zuerst: 
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De =D 
D D, 
H=Dy,Dis| py’  p. 
3 + Du Dy: 
Diz — De 
Dey — Dry 
+ Dry Dts Dig — Dee Dye 
3 + Des — De: 
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Dag 
Den 
Dz: 
Dz: 


Dut 


Dy» Day 


Dee | 
Dut 


Bemerkt man weiter, dass die zweite Determinante rechts sich auch 


folgendermassen schreiben liisst: 


| De = —Dee Dy Dsi| 
Dey — Dz, Dy, | 
0 0 Dye Dzz| 
3 - Di: —_ Dz; Dy: Dz: 
so schliesst man endlich 
Dig Diz 
H= Dy, D; - ey 
r) 2+D,, Dy 
3 + Di Dd, 
a. «af 


Neapel, December 1886. 


3+ Di 





Dye Dag 
Dyn Dey 
Dy: Dut 


? 





Dz: | 
Day | 
De, | 
Dz: | 














Ueber die totalen algebraischen Differentialausdricke. 
Von 


M. Norruer in Erlangen. 


Herr E. Picard hat vor einiger Zeit fiir algebraische Flaichen 
F(x, y,2)=0 


ein neues Forschungsgebiet betreten, indem er die Integrale von zu F 
gehérigen totalen Differentialen, nimlich von integrablen Ausdriicken 


der Form 
Pdxz + Qdy, 


in welchen P und Q rationale Functionen der Gréssen 2, y, ¢ sind, 
zwischen denen die Gleichung F(z, y, 2) = 0 besteht, der Unter- 
suchung unterwarf*). Seine unten angefiihrte Abhandlung beschiftigt 
sich in ihren beiden ersten Theilen mit der Bedingung der Integrabilitdt 
dieses Ausdrucks und mit den Bedingungen, dass das Integral fiir alle 
Punkte der Fliache endliche Werthe habe. Diese Bedingungen kénnen 
fiir nicht-specielle Flichen F = 0 nicht erfillt werden**), aber sie ge- 
statten, fiir eine speciell vorgelegte Fliiche die Frage nach der Existenz 
solcher Integrale erster Gattung zu entscheiden. 

Die schwierige Frage nach allen Flichenclassen, welche Integrale 
erster Gattung zulassen, wird in der genannten Abhandlung nicht be- 
rihrt. Indessen kann man sehr leicht hierher gehérige Flaichen an- 
fihren, welche eim solches Integral besitzen***); und ferner gehért 
hierher die interessante Classe von Flichen, deren Coordinaten sich 


*) In den C. R. der Pariser Acad, vom 1. und 29. Dec. 1884, und eingehend 
in der Abhandlung: ,,Sur les intégrales de différentielles totales algébriques de 
premiére espéce“, Liouv, Journ. de Mathem., Sér. IV, t. I, 1885. 

**) Dieser Umstand war mir, wie zu bemerken erlaubt sei, schon seit 18638 
bekannt und wurde damals fiir mich die Veranlassung, diese Art von Integralen 
fallen zu lassen und mich den einer algebraischen Fliche F = 0 zugehdérigen 
Doppelintegralen zuzuwenden. 

***) Vgl. z. B. Poincaré in den C. R. vom 29. Dec. 1884. 
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eindeutig, und — bis auf Periodenvielfache — eindeutig umkehrbar, als 
vierfach periodische Functionen zweier Parameter ausdriicken lassen *), 
Flachen, fiir welche diese beiden Parameter von einander unabhingige 
endliche Integrale sind. Diese Classe zeigt schon die Wichtigkeit der 
Untersuchung des Herrn Picard; seine Abhandlung beschiftigt sich 
daher im 3' Theile eingehend mit solchen Flachen, welche (in dem 
von mir in diesen Annalen Bde. II und VIII**) definirten Sinne) das 
»Flaichengeschlecht“‘ 1 haben und zwei endliche Integrale besitzen, 
und welche, wie das Umkehrproblem der zugehérigen Differentialaus- 
driicke zeigt, auf jene Flaichenclasse zuriickfiihren. 

Auch fir weitere Anwendungen, insbesondere Differentialglei- 
chungen — von denen der 4° Theil jener Abhandlung ein Beispiel 
giebt — kann die neue Theorie von Bedeutung werden. — 

Indessen ist die von Hrn. Picard gegebene Grundlegung dafiir 
noch nicht geniigend allgemein. Er fiihrt fiir die Singularitiiten der 
Flachen F' eine Reihe von Annahmen ein, welche das Gebiet der hier 
zu behandelnden Flichen allzusehr einschriinken, und welche auch fiir 
die von ihm benutzte Methode der Reihenentwicklung nicht durchaus 
erforderlich sind. Am einfachsten sieht man dies durch Anwendung 
einer anderen Methode, der auch sonst von mir vielfach benutzten 
Methode der rational-eindeutigen Transformation der Fliiche F’, durch 
welche sich unmittelbar der volle Grad der Allgemeinheit ergiebt, 
welchen man der auf F beziiglichen Theorie ertheilen darf. Dies rihrt 
nach meiner Auffassung daher, dass die Reihenentwicklungen selbst 
erst, offen oder verdeckt, als aus rationaler Transformation hervor- 
gegangen anzusehen sind — wovon auch die Beispiele in der Schluss- 
nummer 26, meines vorliegenden Aufsatzes wieder zeugen —, und dass 
gerade der erste Theil dieses doppelten Processes, die Transformation, 
schon die Resultate liefert. 

Die Transformationsmethode hat noch den weiteren Vortheil, die 
Untersuchung theilweise auf schon bekannte Resultate zuriickzufiihren, 
indem sie den Zusammenhang der Picard’schen Betrachtungen im 
3" Theil seiner Arbeit mit den Betrachtungen klarlegt, welche ich 
in dem o. c. Aufsatze im VIII. Bd. dieser Annalen tiber die zu F 
» adjungirten Flichen gr“ und die ,,ausgezeichneten Curven“ von F 
angestellt habe. 

Aus diesen Griinden halte ich es fiir angezeigt, im Folgenden die 


*) Fiir diese Flichen vgl. Schleiermacher, ,,Ueber Thetafunctionen mit zwei 
Variabeln“, Ber. der Erlanger Soc, v. 15, Febr. 1886. 

**) In meinen Abhandlungen: ,,Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens 
algebraischer Gebilde von beliebig vielen Dimensionen“, Math. Ann. II, und ,,Zur 
Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde, 2'** Aufsatz‘‘, Math. 
Ann. VIII. 
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Resultate der drei ersten Theile der Picard’schen Abhandlung, aber 
in der allgemeinst zulissigen Form und nach der Transformations- 
methode, von Neuem abzuleiten*). Der vorliegende Aufsatz soll also 
nur eine Art von -Commentar zu jener Abhandlung sein, wesshalb ich 
es auch hier unterlasse, auf die einzelnen Abweichungen hinzuweisen. 
Ich will nur erwaihnen, dass ich die Untersuchung fiir die Fliche und 
ihre Differentiale meistens in der homogenen Form der Ausdriicke 
fiihre**); dass ich die Integrale 1‘ Gattung von den tibrigen nicht 
getrennt behandle; und dass ich die Bedingungen der Endlichkeit der 
Integrale in den mehrfachen Elementen der Flaiche nicht, wie es in 
der Abhandlung geschieht, aus der Existenzbedingung ((5), Nr. 1 dieses 
Aufsatzes) entwickle, sondern diese beiden Arten von Bedingungen 
moglichst trenne (vgl. auch Nr. 17 dieses Aufsatzes). Im § 8 zeige 
ich von allen Flichen vom Flichengeschlecht 1, welche zwei unab- 
hingige endliche Integrale u, « besitzen, nur die Kigenschaft, dass 
ihre Coordinaten sich als eindeutige Functionen der u, u’, mit rationalem 
Charakter fiir alle endlichen Werthe dieser Gréssen, darstellen lassen, 
ohne auf die einfache Folgerung (fiir welche ich auf Hrn. Picard’s 
Abhandlung verweisen kann) einzugehen, dass diese Ausdriicke 4-fach 
periodisch werden. § 8, Nr. 26 enthilt einige Beispiele zu den Singu- 
laritiiten , welche bei solchen eindeutigen Functionen von zwei Variablen 
vorkommen kénnen. 


§ 1. 
Form der Differentialausdriicke. 
1. Die Gleichung einer Flaiche n' Ordnung 
(1) F(a, y,2)=0 
werde zuniichst in nicht-homogenen Coordinaten zu Grunde gelegt. 


Um keine der Variablen auszuzeichnen, werde ein zugehdriger totaler 
Differentialausdruck sogleich in der Form angenommen: 
du = Kdx+ Ldy + Mdz, 

unter der Bedingung 
(2) F, da + Fj dy + Fiidzs=0, 
wo = 

ra, HE, roe 
und wobei K, L, M rationale Functionen von xz, y, 2 bedeuten. 





*) Einen kurzen Auszug davon habe ich in den Berichten der Erlanger Soc. 
vom 15. Febr. 1886 mitgetheilt. 

**) Ueber diesen Punkt ist auch eine kurze Note von Hrn. Cayley in dem 
Bull. des sciences math. vom Miirz 1886 erschienen. 
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Die allgemeinste Form fiir dw ergiebt sich dann zu 


du=—(K ++ AF) da+(L+aFy) dy+(M+AF,) de, 
wo A noch ganz beliebig angenommen werden kann. Wir setzen, 
unter Einfiihrung von drei beliebigen Gréssen k, 1, m: 


kK+1L+mM 


—< kF, +08, +mF,’ 





und erhalten, mit den Bezeichnungen 
(3) LF/—- MUF/=—A, MF, — KF, =B', KF/—LF,=C' 
fiir du die Form: 
k A’ dz 
1 B’ dy 
m C’ dz | 
kF/+1F; +mF, 
Fir A’, B’, C’. folgt aus (3), da K, LZ, M noch keiner Bedingung 
unterworfen waren, nur die Bedingung: 

AF, + B'F/ + CF, =0, 
welche nur mit Hiilfe von (1) erfiillt zu sein braucht. 


Setzt man aus A’, B’, OC’ einen gemeinsamen Nenner N heraus, 
so hat man 








du = 





k A dz] 
t B dy 
m C dz 


“= NER, +R, + mF) 


(4) 








wo die ganzen Functionen A, B, C so zu bestimmen sind, dass mit 
Hilfe von F = 0 wird 


(5) AF, + BF; + CF; =0. 
Insbesondere kann man schreiben: 


Bds—Cdy _ Cdw—Ads _ Ady— Bada . 


din _— 








—_— << 


und umgekehrt folgt die Relation (5) aus dem Umstande, dass sich 
du nothwendig in solche drei Formen muss schreiben lassen, die ver- 
moége (2) aus einander hervorgehen. Weitere Bestimmungen fir A, 
B, C werden in Nr. 3 gegeben werden. 

2. Auch fiir die homogene Gleichungsform einer Flache n‘** Ordnung 
(6) F (15 Xp, %y, Ly) = 0 
soll die Form eines totalen Differentialausdrucks zunichst unabhingig 
von der vorhergehenden Entwicklung hergestellt werden. Schreibt 
man wieder, unter den K; rationale Functionen von 2,, 2, 23, % 
verstanden, 
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1...4 
du = K; dx, 
i 


unter der Bedingung 


1...4 
(7) D> fiduw—0, wo fi Zl, 


und unter der weiter zwischen den Differentialen der homogenen 
Variablen beliebig anzunehmenden linearen Relation 


P. dx; = 0, 


so wird die allgemeinste Form fiir du zu: 
du= >) (Kit4-fitu- edn, 


wobei A und w noch beliebig sind. Wir setzen: 





wobei die k,,...,%, beliebige Gréssen vorstellen; so wird 


i>h 


p 4 Qari (yaa, — k,dx,) 
dua 


yea yN 
wobei gesetzt -ist: 


Qu= (fr Ki — f.Ki) - > 91%; — (fro: — fre) - PH Kix;. 
Aber fiir diese Ausdriicke hat man, vermége f= ~ Di fia = 0: 


Qi2% + Qi3%3 + Oye, = 9, Qai%, + Qag%3 + Vy % = 0, 
Qs1% + Qso%e + Ogu, = 9, Qi % + Opn %e + Qy3% = 9; 


d. h. es miissen vier Functionen A,’, A,’, A,, A, existiren, fir 
welche wird: 


(8) SS Qi3== Ay %_— Ay’%, Qiy= A,’ %3— A; 2, 
Qo3 = A,'2,— AX, Qy =A; %,—A,'25, Qs4= A, x, — A,’ x. 


Hiermit geht dw tiber im 
> + ky Ay'xs dar, 
du = 


> ete hihi , 
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Zwischen den vier Functionen A; selbst herrscht noch eine Be- 
ziehung. Denn damit der vorstehende Ausdruck von du von den will- 
kiirlichen Gréssen k; nur formell abhingig wird, muss neben 


Sfn=0, Shdu—o 


nothwendig noch die Relation 


> Ai =0 


bestehen. In der That folgt aus drei der Gleichungen (8): 
us P Aj fi= Ay > fits + (Qasfi + Gaile + Prefs), 


und neben a f:x; = 0 wird auch das zweite Glied der rechten Seite 


nach den obigen Werthen der Q,, zu 0. 
Bringt man noch die A,’ auf gemeinsamen Nenner und vereinigt 


diesen mit > 0; 2%, so nimmt der Differentialausdruck die Form an: 


a" +k, Antydty 
(9) de an St __ 


wo N, A,,..., A, rationale ganze Functionen der 2,,..., 2, sind, 
fiir welche, mit Hiilfe von f= 0, die Relation zu erfiillen ist: 


(10) a Ai fi = 0. 


Da der Ausdruck du nur von den Verhiltnissen der homogenen 
Coordinaten abhiingen kann, so werden, wenn WN eine ganze Function 
von 2,,...,%, vom Grade v ist, die A,,..., A, ganze Functionen 
von 2%,..-,% vom Grade n+ v — 3. 

3. Die Entwickelung von Nr. 2 liefert noch weitere Bestimmungen 
fiir die Formen der ganzen Functionen A, B, C von aw, y, 2 in 
Nr. 1, (4). 

Setzt man in Nr. 2: 


x. Ly x ‘ . 
—=42, =Yy, = f(y, - ++) %) = 2," - F(x, y, 2), 


Aaa tk, hawk, fpaagtk, 
fi, =a (nF — af, — yFj —eF,), 
so geht, indem man in der Determinante an +k, A,%,da, von den 


drei ersten Horizontalreihen die vierte, bez. mit x,y, 2 multiplicirt, 
abzieht, der Ausdruck (9) in (4) tiber, wenn man noch k, 1, m fir 
k, —axk,, k,—yk,, k, — 2k, schreibt. Dabei werden, wenn man 
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Aj(X,, %, Ly, %) = at" - Aj(a, y, 2), 

N (a, %_, %3, %) = a," N(a, y, 2) 
setzt, A, B, C von der Form: 
(11) A=awA,—A,, BoyA,—A,, C=2A,—A,, 
d. h. wenn das N in (4) vom Grade v ist, so steigen A, B, C auf 
den Grad n + v — 2, aber die Glieder (n + v — 2) Dimension sind 
beziiglich von den Formen 

@A,, yA, #A,. 
Auch (10) geht hierdurch in (5) tiber. — 
Es wire auch leicht, die Formen (11) von A, B, C direct zu 

ermitteln, ohne erst auf Nr. 2 Bezug zu nehmen; wonach sich dann 
umgekehrt die Entwicklungen von Nr. 2 einfach ergiiben. 


Nimmt man zu diesem Zwecke an, dass A, B, C vom Grade 


‘ : x x. . 
n+v-—+o—83 seien und setzt ee. y=, hot in (4), 


so nimmt dieser Ausdruck die Form an 

|k A’ ayda,— a,da, 

1 B’ ada, — ada, 
(12) ds we LF Se = el 

xe. N(kf, + lf, + mf;) 
wo N eine ganze Function v', die A’, B’, C’ solche (n-+-v-+-@—3)™ 
Grades von 2,,...,%, werden. Setzt man, was erlaubt, dz, = 0, so 
sieht man, da der Schnitt von 7, —0O mit f= 0 nicht ausgezeichnet 
ist, also x, sich aus du herausheben muss, dass 





e=1 
ist. Setzt man weiter z,—0, dz,=—0, so dass sich du auf die 
Schnittcurve von f= 0 mit 2, = 0 beziehen soll, so weiss man, dass 
du von der Form wird 
|k a aa, 
t a da, 
m XL, Ax, | 
NEA Ue + mh)? 
wo A, vom Grade »+v—3. D.h. fiir 2,—0 werden 4’, B’, C’ 
beziiglich zu A,,,A,%,, A,%,, oder sie sind von der Form 
A'=A,7,—A,x,, B’'=A,x,—A, 4%, OC = A,a, — Asx, 

was die Formeln (11) sind. 

Alsdann geht die Relation (5) vermége (11) unmittelbar in die 


Relation (10) 
Dato 


ds 





du= 


tiber, und dw schreibt sich 
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> + Aga dx, 
du = Nv , 





was vermoége 


> fit =, > fide: = 0, > fii =0 


den Ausdruck (9) liefert. 
4. Nach dem Ausdruck (9) kénnen die Functionen A; tiberhaupt 
nur bis auf Gréssen der Form 


“Q, %Q, %Q, %Q, 
wo @ eine beliebige ganze Function (n + v — 4)" Grades ist, be- 
stimmt werden, da diese Gréssen sich aus (9) wieder wegheben. 
Aus diesem Grunde kann in der mit Hiilfe von f= 0 zu erfiillenden 
Relation (10), d. h. in der Relation 


> Af=B-f, 


der Factor R von f, auf der rechten Seite, zu einer ganz beliebigen 
ganzen Function (n + v — 4)'*" Grades gemacht werden; denn ersetzt 
man die A; durch die 


0:= 4;+ %Q, 


> %fi=(R+ Of. 


P 1 
Insbesondere kann man, was auch R sei, Q = — —- setzen, 


> %f=0 


wird, ohne Hiilfe von f= 0. Der niichste Paragraph wird eine nihere 
Beziehung des Factors R zu den entsprechenden Gréssen A; liefern. 


so wird 


wonach 


§ 2. 
Bedingung der Integrabilitat. 
5. Nach Nr. 1 war 


(1) iso Sr 


wenn A, B,C drei ganze Functionen (n + v — 2)" Grades von 
Z,¥y,#, von der Form (11), Nr. 3, vorstellen, fiir welche vermidge 
F(x,y,2)=0 die Relation (5), d. h. fiir welche die eine Identitit 
(2) AF; +BF/+CF;=S8.-F 

besteht, wo S eine ganze Function (m + » — 3)" Grades [nimlich, 
vermége (11) = mA, + einer ganzen Function (m + v — 4)'" Grades 
von 2, y, 2] wird. 








Dit 


(3 
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Wir fihren jetzt die Bedingung der Integrabilitit des totalen 
Differentials du ein: 


A A B B 
3 (ox ONE, a) fo NF ON? is) 
 \—yat t+ pet GE) + at + ae 








in der 7 irgend eine ganze Function (2n + 2v — 5)'*" Grades werden 


kann. Fiihrt man fir os ihre Werthe aus 


dx’ dy 
02 CE 
£. + F, ja 9% Fi, + F, a 


ein, so schreibt sich (3) auch so: 


of «se : 
nN, OW p | ee r 
ga ty tel NF, 


aber aus der Identitét (2) folgt auch 





C 9 _SF_ 
9 AF, +BF, an ; 
ie eae aa can e 
, © a <9 
a= hs sue 
N SY NF, 
ne ey as 
so dass die Bedingung der Integrabilitét vermége (2) tibergeht in 


s pf Nel 
N N N 8 T’ 

je ty te ow tere EF, 

wo auch Z” eine ganze Function (2m + 2v — 5)" Grades von 2, y, 2 
werden soll. Da die tbrigen Glieder ausser dem letzten nur N? zum 
Nenner haben, so muss Z” durch FY? theilbar sein, und die Be- 


dingung wird 


le 








aA a2 al 
N N WN s T OF 
(4) Ox + oy + oe =a + yr’ ) 


wo T eine ganze Function (2v —3)'" Grades von 2, y, 2 werden soll. 
Sei nun zunichst vy = 0, N — 1; so verschwindet T wegen seines 
Grades, und es folgt fiir den Factor S in der Identitaét (2) die Be- 
stimmung: 
0A oB oc 
(6) i-Erte a 
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Fir ein beliebiges » geht aus der ausfiihrlicher geschriebenen 
Bedingung (4) 


a oN » ON ,» ON 
(6) AS +B5 +05 


= (344924 8) nate 


hervor, dass eine Identitiit existiren muss der Form: 
aN aN ge. . 
(7) i +2 +0 © N+ H.-F, 
wo G und H ganze Functionen von x, y, z, bez. vom Grade n+ »—3 


und 2v — 3 werden sollen; und alsdann ergiebt sich fiir S in (2) ein 
Ausdruck der Form: 


a. ae OB ec ee a ae 
(8) S=— Fa t Gy + Gs G—G-F, 


wo G die in (7) stehende ganze Function (n + v — 3)" Grades, 
G’ eine ganze Function (v — 3)'" Grades von x, y, 2 werden soll, 

Man kann offenbar G’ = 0 annehmen, indem man G’ F' sowohl 
in (7) als in (8) in @ eingehen lasst. 

Im Ganzen hat man so fiir A, B, C, N zwei Identitiiten zu er- 
fiillen; nimlich fiir A, B, C eine Relation der Form (2), und mit 
dem nach (8) daraus ‘hervorgehenden G fiir N, A, B,C eine Relation 
der Form (7). Fiir » =O hat man nur (2) und (5) zu erfiillen. 

6. Es sollen jetzt fiir die homogene Darstellung /(«,, 2, %,, 2,) = 0 
der Fliche die Bedingungen der vorigen Nummer entwickelt werden. 

Schreibt man die (2) entsprechende Gleichung wie in Nr. 4: 


(9) > Ah=R-f, 


so wird durch den Vergleich mit (2), vermége der Substitutionen von 
Nr. 3: 
_ nAy—aft’.s§ 
R= — 


Hiermit geht die Bedingungsgleichung (6), indem man N durch =, ; 
4 


ON _. N, schreibt 
Cz, 


T durch ml ersetzt, (11), Nr. 3 benutzt, und 


ers 





iiber in: 

(A,x, — A,,) N, + (A,x, — A,x,) N, + (A,x, — A;2,) N, 

0 a 0 
13a, (Ayx, — Aya) + da, (A,%, — A,%,) + Dats (Aya, — A; 24) 
—nA,+ Re, N—T’-f, 


oder, ausgefihrt, in: 








Di 
das 
wa 


bil 


tir 


m 


Ww 
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1.. 4 Z 
3 4m—(3 a ) N+ Tf. 


Diese Relation zeigt zuniichst, ddss T’ durch x, theilbar sein muss; 
dass also T in (4) oder (6), Nr. 5, nur vom Grade 2v — 4 in w, y, 2 
war. Setzt man si = 7',, so hat man als Bedingung der Integra- 
bilitét hier : 


(10) > 4m= (> se —R)-N+2,-f. 


In (9) und (10) kénnen R und 7, irgend welche ganze Func- 
tionen, bez, (n-++- v— 4)'*" und (2v— 4)'*" Grades, von 2, %, %g, 2, sein, 

Die Bedingungen (9) und (10) lassen sich noch vereinfachen, wenn 
mau, wie in Nr, 4, die Gréssen A; durch die Gréssen 


06,=—=4,+ 49, 


wo @ eine willkiirliche ganze Function (nm + v — 4) Grades von 
%,)+ + + %, ist, ersetzt. Dann wird aus (9) und (10) 


(9") 4 0:f =(R+nQ)-f, 


7 —a 900, 
(10’) > AN = ( rn oe nQ)- N+ Tf. 


Ox; 


1 / 00, 
~ 1¢@ vat —R), 
so ergeben sich die beiden zu erfiillenden Identitaten fiir N und 0, ,...,0, 
in der Form 


War os 00, . “ae 
(11) i 0; fi =f > Ox, ’ oder = Ox, == (), 


> OaM—f- 7. 


Setzt man aber 


Setzt man also 


so folgt statt dessen einfacher: 
0, 


> %f =9 
, 


) ™ 
> 0; N; = n> & + 1,f, oder a 5 a os wi f. 


23° 


(11 
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Hat man die den Bedingungen (11) oder den Bedingungen (11’) 
identisch geniigenden Gréssen 0; gefunden, wobei 7, eine beliebige 
ganze Function (2v — 4)" Grades werden darf, so werden die all- 
gemeinsten Werthe der A;: 
A; = 0; + uv, 

wenn fiir ~ eine willkiirliche ganze Function (m + v — 4)'*" Grades 
von 2... %, gesetzt wird, 

Insbesondere hat man fiir v= 0, N=—1 nach (9) und (10) nur 
die eine Identitat 


aA, 
a Danae aH 
zu erfiillen, die sich nach (11’) auch durch die beiden 


> %ah=9, 


e. 
* 


_ aii 





(12’) 


ersetzen lisst. Die Summen = sind iiberall tiber i= 1,2,3,4 zu 
erstrecken. 


§ 3. 
Umformung des Differentialausdrucks. 


7. Man nehme drei ganze Functionen re" Grades von 2,,%, 2,2, an: 


9,9, %, 
und setze im Ausdruck (9), Nr. 2, von du die willktirlichen Gréssen 
k,, ky, ky, &, den beziigl. 3-reihigen Determinanten aus den Differential- 
quotienten dieser drei Functionen gleich, nimlich 


Z kifi= a +f, P2Ps VY. 


| >) 4. y dg 
; A.o. o dd 
r a Pi P | 
a Ay, yw dy | 
du = . 


ar: > thre 


Dann wird 








Fiihrt man nun zwei Parameter 4 und wu ein mittels 








ti 
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so geht der Ausdruck von du, indem man die Zihlerdeterminante 
desselben nach der ersten Verticalreihe ordnet, iiber in: 


"ST Teman ae - ae 
—(¥2 Agi — 9 > Av) du} 
oa Ou —_# 
N. St haw 2 A(Ge, on ae)» 


wobei noch (9) und (10) von Nr. 6 zu erfiillen sind. — 
Kiihrt man ebenso direct in (4), Nr. 1 zwei gebrochene Func- 
tionen ® und ¥ von 2, y, ¢ als neue Variable ein, so wird du, indem 


man Zahler und Nenner mit P + or S a 


| tie 2 ne, ae 
ea : a4 oD ts te = 
N: Dh e Soe ze =! 

wo > k 2 OF tur k oe +122 ,t™ , etc., steht. Wenn man 


also k, 1, m so wahlt, dass 


tinal > bt =0, 























so folgt 
ao , av 
ae (4°48 o + C- a le jae | 
N 2+ %a Oy oe 


unter den Bedingungen (2) und (6) von Nr. 5. 


g§ 4. 
Eindeutige Transformation des Differentialausdrucks. 


8. In Erweiterung von Nr. 7 soll das Verhalten des Differential- 
ausdrucks bei der allgemeinsten rationalen Transformation von f unter- 
sucht werden. 

Vermdge einer rationalen Substitution 


(1) Xi = VilYs, Yo, Y3> Y4)> (¢=1, 2,3, 4), 

wo die y; rationale ganze Functionen r'" Grades von vier neuen 
homogenen Variablen y,, y., ¥3, Y, Vorstellen, werde die Flache /, 
mit der Gleichung 
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(2) (2; Ly) Xs) %,) = 0, 
in die Flache F’, mit der Gleichung 
(3) EF(Y; Yes Ys» Ys) = 0 


transformirt, niaimlich 


(4) Fr» Vo» Var Vy) = M(Y,, Yo, Ys> Ys) * FYrs Yos Ys Ys) 
oder 


f=N.-F. 

Sei auch 
awd 
OY, 


gesetzt. Aus (4) wird, vermége F = 0: 


: _ yy; 
(5) > fiz — Un. 
14 1... 
(6) M >: oF = > hifi 
A i 


wenn man zwischen den willkiirlichen Gréssen k; und den eben so 
willktirlichen Gréssen c, die Beziehungen herstellt 





Ov; e 
(7) k= > a ay? 1. Ae 
h 
Seien ebenso vier neue ganze rationale Functionen C,, C,, C,, C, der 
y, --- Y, eingefiihrt, welche mit den vier Fensiiitien A,, A,; ye A, 
der x,...%, aus Nr. 2 vermége der Beziehungen snquavehienses 
(3) — A= Dy (imme, ..., 4), 
wobei 
© o- Desi im ge, 
1 CY2 CY; CYs 


so wird 
(10) 4 + k,A,«, du, = m3 + ¢, Coys dy. 
Somit erhilt man 
D> thAnda > t+ ate de 
(11) du = ——— ‘ 
N > kf, M-N aa c,F 


Diese Form von du muss noch eine Vereinfachung zulassen; denn 
in den, von der Transformation abhiingenden, Punkten von F' = 0, 








ao a Oe DB 
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in welchen VM =O wird, wird u nicht unendlich, da uw in den ent- 
sprechenden Punkten von f= 0 nicht unendlich wird. Nach der be- 
kannten Theorie der Abel’schen Integrale bei einer Variablen wird in 
der That, wenn man fiir die neuen Variablen y,, ..., y, nicht-homogene 
~,,€ einfiihrt und das transformirte du also in der Form schreibt: 


de =m 28-2. 
Men. oF 
og 


vermoge F'=—0 die Grosse P fiir jedes gegebene — und die Grésse Q 
fiir jedes gegebene y durch M theilbar, d. h. es werden vermige F = 0 
beide Gréssen P und Q fiir alle Werthe von & und » durch © theilbar. 
Fiir die homogene Form (11) von dw heisst diess: es miissen alle 
Grossen Cyyr—Cyyn vermige F=0 durch M theilbar und die Quotienten 
wieder auf die analoge Form zu bringen sein. 

Man hat also identische Relationen der Form: 
(12) nye — Crys = (Baye — Bry) - M+ Li: F, 
in welchen die B, wieder ganze Functionen der y,,...,y, werden; 
ebenso die Z,,. Da ferner aus (12) Relationen der Art folgen: 


Loy, + Ls; ¥2 + Ly2Y¥3 = 9, ete., 
so werden auch die Z,,; von der Form: 
(12°) Tnx = Rayer — Rey, 
wo man fiir die R, ganze Functionen der y setzen kann. Man kann 
also (12) auch so schreiben: 
yx(C, — B,M — RF) = ys (CQ, — BsM — RF), 
d. h. es wird 
(13) Q=B,-M+Rh-F+y-v, 
wenn w eine ganze Function der y ist. 
Setzt man noch 
(14) Ch — rb = Cy, N(&y, %p, X34) = N (Ys, Yo» Yas Ys)s 
so wird mit Hilfe von F = 0: 


+ ¢,Cyysdy, » te, Cy ysd yy > + % Bays dy, 


(1B) de <n St om Ln Narain 
M.N- >) oF, N: > oF, 


M-N- ys ¢, F, 
os 


Eine weitere Umformung des letzten Ausdrucks wird in Nr. 11 
gegeben werden. 

9. Fiir die transformirten Gréssen F, B, und N sind natiirlich 
die den Identitiiten (9) und (10), Nr. 6, d. h. 


A. 
<a 
ee Se oe oe 
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entsprechenden Identitiiten erfiillt, sobald dies fiir die f, A; und N 
der Fall ist. Es ist indess nicht ohne Interesse, dies auch durch die 
Rechnung nachzuweisen. 

Zunichst hat man aus (4) statt (5) die Identitat: 





TAS a kh M+M-F 
i Oo” 
daher aus (8): 


AD Ahk - SOA ud a a+ F > Gm, 
i hi h h 


und nach (16) und (4): 


C,, M, 
(17) Dan-(+ ane) piper 
h 
Sei ferner 


=> + OY: OY2 OY, Oy 


Oa, O02, Oa, Ox,’ 
1 
7 A “4 2a . a 


e OY, 0x; 
0x; OY 


so wird 


era, OY, 


C, = 


OY, CY, Om; 


~ o*y 0a; 
+ Pan Sab te 


@,0n;, dy,’ 
h,i,k,t 4 











+ $= 








i“ 
wo Aj; die Unterdeterminante von A’ nach dem Element —— bedeutet. 
Benutzt man nun die Relationen 


OY, Om; 
0a, OY”, 





me, je nachdem h =k oder verschieden von k, 
und die durch Differentiation nach x, daraus hervorgehende, so wird 
das dritte Glied der rechten Seite gleich und entgegengesetzt dem 
zweiten, und es folgt: 


0A, r ec, 


Oa, aa on 


Ebenso: 


a en] 
oS > “N 
0a; ee A : oy, ’ 












als 


(1 


(1 
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also nach (16) und (17): 


PA) > om, 
N 1 2 A TM 
en eee eae 


Fiir die B, liefert dann (13) zunichst aus (17): 


(9) > BF = yy (P — >) BF — ny) .FoS.F, 
h A 


wenn » die Ordnung von F’ bedeutet; und dann aus (18) und (19): 





a= aot 
N MN ’ 
2a 2-2 ae ZRH 
—(e+ 4) ary 
C, 
a= 2C,M 
1 : ae 1 ath 
- {> - 4 i + DRA+0+49)| 


R, 


0 ae 
MN 
y “4 — 


= 4 {8+ (n'—e—4)yM} — 1% x +4 ey, mi} p, 





wo @ die Dimension von aT ist. Nun wird, wenn M von der Ord- 


nung w ist, n’ = mr — mw, ferner » von der Ordnung (n + v) r — 4, 


au zu og = (n+v)r—4—u— vr=—n—4. 


also die Ordnung von 
Somit hat man eine Relation: 
a> 
“N_ s Tt 
(20) ay, NF 


und in (19) und (20) die (16) genau entsprechenden Identititen fiir 
F, N und die B,. 


§ 5, 
Endlichkeitsbedingungen der Differentialausdriicke in den mehrfachen 
Elementen der Fliche. 


10. Die Integrale w unserer Differentialausdriicke (4), Nr. 1 oder 
(9), Nr. 2, werden einmal in den Punkten der Fliche unendlich, in 
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welchen N verschwindet; und kénunten auch dort unendlich werden, wo 


der Nenner PX? /; Null wird. Dieses Letztere kann, wegen der Un- 
abhingigkeit der Integralwerthe von den Gréssen k;, nur da eintreten, 
wo alle f; zugleich verschwinden, also in den mehrfachen Elementen 
der Fliche. Wie nun die Ditferentialausdriicke, d. h. die Gréssen A; 
von Nr. 2, (oder die Gréssen A, B, C von Nr. 1), zu normiren sind, 


damit die Integrale nicht wegen des Nenners k;f; in den mehrfachen 


Elementen von f zu unendlich werden, kann man aus den Formeln 
der eindeutigen Transformation in Nr. 8 erschliessen. 

Dies kann nach folgendem Gesichtspunkte geschehen: 

Sei die auf die Fliche F(y) = 0, also auf die Gréssen B, von 
(15), Nr. 8, beziigliche Normirung gesucht. Durch die Transformation 
(1) von Nr. 8 gehen alle auf f(x) — 0 beziiglichen Integrale in solche 
tiber, die zur Fliche F(y) = 0 gehéren; und ist, wie wir nun annehmen 
wollen, die Transformation (1) mit Hiilfe von F(y) = 0 eine eindeutig 
umkehrbare, so gehen auch alle zu F(y) = 0 gehorigen Integrale in 
zu f («) = 0 gehorige Integrale tiber. Bei einer Transformation (1) 
bleiben die Werthe der Integrale erhalten; sind dieselben insbesondere 
in einem Punkte von f(z) = 0 endlich, so tritt dasselbe fiir die trans- 
formirten Integrale in dem entsprechenden Punkte von F'(y) = 0 ein. 

Nun nehmen wir die bei gegebener Fliche /’(y) = 0 noch 
willkiirlichen Substitutionsformen y;(y) von (1), Nr. 8, die auch von 
beliebig hohem.Grade r sind, so an, dass die Flichen y;(y) = 0 durch 
alle vielfachen Elemente von F(y) = 0 einfach hindurchgehen, aber 
gegeneinander und gegen F'(y) —0 keine weitere Specialitit haben. 
Alsdann werden einer vielfachen Curve oder einem isolirten vielfachen 
Punkt 2 von F(y) = 0 auf f(z) = 0 Curven S entsprechen, in welchen 
f(a) = 0 eine einfachere Singularitit hat, als es bei F(y) = 0 in den 
entsprechenden Gebilden & der Fall war*). Kennt man also die zur 
Endlichkeit in den Gebilden S néthige Normirung der auf f(z) = 0 
beziiglichen Integrale, oder der A;, so kann man daraus mittels der 
Formeln (1) — (13) von Nr. 8 die in den Gebilden 2 erforderliche 
Normirung fiir die B, ermitteln. 

In dem Falle, dass die Gebilde 2 gewéhnliche mehrfache Elemente 
von F' (y) =0, ohne weitere Singularitit, sind, werden die entsprechen- 
den Curven S einfache, nicht-specielle Curven von f(#) = 0. Lings 
dieser Curven haben aber die A; tiberhaupt keine besondere Bedingung 
fiir die Endlichkeit der « zu erfiillen; so dass unsere einfache Trans- 


*) Vergl. meine in der Einleitung citirte Abhandlung aus Math, Ann, II, 
ferner meine Note, Gétt. Nachr, 1871, Nr. 9, und den Aufsatz iiber die singuliren 
Werthsysteme, Math. Ann, IX. 
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formation unmittelbar das Verhalten der B, in jenen Gebilden 
liefert. Dieser Fall wird in Nummer 11 — 14 behandelt werden. — 
Bei hdherer Singularitét der 2 ist die Fliche f(z) =O erst noch 
analog weiter zu transformiren, bis man 2 entsprechende, nicht- 
singulire, Curven erhilt. 

11. F'(y) = 0 besitze eine gewdhmnliche j-fache Curve 3). 

Die Flachen y;(y) = 0, von der Ordnung 1, sollen 3; zur einfachen 
Curve haben. Die entsprechende Curve S von f(x) = 0 wird eine 
einfache Curve fiir f. 

Die Ordnung von F' sei n’, » die von f, w die von M; so ist 
n =nr—u. Fiir die f(,,... %,) wird 3 eine n-fache Curve; daher 
ergiebt die Identitat f= MF (Nr. 8), dass 3, fiir M(y) zur (n —j)- 
fachen Curve wird. Fiir N(y,...y,) wird 3 zur v-fachen Curve; 
fiir die A;(w) zur (n + v — 3)-fachen Curve; fiir die A;jv — Ary; 
also zur (n + v — 2)-fachen Curve. 

Ferner ist bekannt*), dass A(y) die Curve 3; lings deren alle 
wy; einfach verschwinden, zur 3-fachen Curve hat, wahrend die Unter- 
determinanten A,, von A dieselbe nur zur 1-fachen Curve haben. Nach 
den aus (8) folgenden Ausdriicken fiir die C,. 


O=— 2 Adi 


wird also die Curve 2; fiir die C, mindestens zur (n + v — 2)-fachen 
Curve. 

Eine genauere Betrachtung zeigt nun, dass der Grad der Viel- 
fachkeit von 2; fiir die C,y, — Cyy, noch hoher steigt. Zu dem 
Zwecke betrachte man die Gleichungen (10) und (7): 

; Ov; 
2+ ¢,C,ysdy, = T+ hk, A,e,dz,, k= WE oy, 
Aendert man in der ersten Gleichung nur y,, so folgt 


(Cy — Fh, A,z, 1, 
Yr 
wo (cCy), den Factor von dy, in 2 -+-¢,C,y,dy, bedeutet; und die 
Vergleichung der Coefficienten der willkiirlichen Gréssen c, liefert 
Beziehungen der Form: 








‘ , Ou; 02; 
Cry, — Cy, = | 4 vy dy, Oy |? 
3 sa (t==1, 2, 3, 4), 
@, da, 
Cats — Cos = 4, * On Oy!’ 


wo rechts Determinanten stehen, deren Horizontalreihen aus der hin- 





*) S. den § 5 meines in der Einleitung citirten Aufsatzes, Math, Ann. Bd, Il. 
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geschriebenen fiir i = 1,2, 3,4 hervorgehen. Nun sei fiir einen Punkt 
P der Curve 3;: 


y¥, = 0, y, = 0, ay, — by, = 0, 


und die Tangente der Curve 2; an dieser Stelle sei 
Y= Y. = 9; 
dann hat man in der Nahe von P: 


vw: = y, P; + y.Q + Terme hoherer Dimension, 


also 
oP; 0a; oP; 02; 
A= Pit Gy, + 9% Gy, V+ Iu + Oy? 
aP, aQ, aP, 2Q; 
"Oy, + + a Y; i % Fy, |" 


(¢ = 1, 2, 3, 4), 


In P verschwinden daher auch alle zweiten Unterdeterminanten von A, 
ausgenommen die der Art 


Ov, OY, Ov; OW. 


OY; OYe OY, OY,’ 





d. h. alle Ausdriicke C,y, — Cyy,, ausgenommen C,y, — C,y,, miissen 
P zum (n-+-v—1)-fachen Punkt haben. Aber auch C,y, — C,y, ver- 
halt sich so; denn es wird dieser Ausdruck zu 


Ou, 02; 


on? Oye = |4i, “~P+H%, Pi, V+ T=—T 


wo 7 in P einen (n-+-v —1)-fachen Punkt hat. 

Sei jetzt fir P etway, = y, = y, = 0. Aus dem Umstande, dass 
P fir die C, mindestens ein (n-+-v— 2)-facher Punkt, fiir die C, y,—C,y,, 
Cry, — Cy¥2, Cyy, — Cyy, ein (n+ v—1)-facher Punkt ist, folgt 
weiter, dass P fiir C,, C,, C, ein (n++-v—1)-facher Punkt, nur fiir 
C, ein (n-++v—2)-facher Punkt wird. Und hieraus folgt wieder, dass 
die drei Ausdriicke 





Aj, Xi, 


Cry. — C,¥,, Crys —Cyy,, Cy, — Cyy, 


den Punkt P zum (n-+-v)-fachen, die iibrigen drei P zum (n-++ v—1)- 
fachen Punkt haben. 
Wegen (12), Nr. 8, und weil M in 3; eine (n—j)-fache Curve 
hat, ergiebt sich daher fiir die Ausdriicke B,y, — Byy, von (15), Nr. 8: 
Die Flichen Byyr — Brey, treffen F =O in der j-fachen Curve 
2; von F wie Flichen mit ((n-+-v —1) — (n—j)]- = (v+j—1)-facher 
Curve 3). 
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12. Diese Eigenschaft erlaubt nun, den Differentialausdruck (15) 
von Nr. 8 fiir F'(y) = 0 noch einfacher zu schreiben. Denn 


N(¥,,-.. %) = Ny) =0 


miége die Fliche F’'(y) = 0 ausser in den vielfachen Curven 3; von F 
noch in der einfachen Curve 2° von F schneiden; so sei N’(y) = 0 
die Gleichung irgend einer Fliiche, welche nur der einen Eigenschaft 
zu geniigen hat, durch 2° zu gehen. Man hat alsdann eine Identitit: 
N’- (Biyx —Biys) = N (Bi ye— Bey) + Kur: F, 
da sich die linke Seite in jeder j-fachen Curve von F’, die eine v-fache 
Curve von N ist, nach dem Obigen wie eine Flaiche mit (n+j—1)- 
facher Curve verhilt.*) Der Ausdruck (15) geht mit Hiilfe von F = 0 
iiber in 
du= ZLABiydys ' 
N’- 3,0, F 
Dabei werden die B, y, — By y, —0 Fliichen, welche sich lings 2, 
wie Fliichen mit (a-+-j —1)-facher Curve verhalten, wenn N’ = 0 diese 
Curve zur a-fachen Curve hatte; insbesondere wird 2; fiir die 
Bi yx — B n= 0 
nur eine (j —1)-fache Curve, d. h. diese Flichen sind in den &; eu F 
adjungirt, wenn, was méiglich ist, die Fliche N’' =O durch die viel- 
fachen Curven 2; von F gar nicht hindurchgelegt wird. 

Das entsprechende Verhalten der B,' soll ebenfalls erwaihnt werden, 
Ordnet man in einem Punkte P von 3, welcher die Coordinaten 
Y, = Y. = Yy, =O habe, die B, nach absteigenden Dimensionen von 
y,, und fihrt die Bedingungen ein, dass die drei Ausdriicke 


Byy, — Boy, Bly, — Bim, By yy, — Bi ys, 
nach y, entwickelt, mit Gliedern (j—1)'** Dimension in y,, y, ys; be- 
ginnen, so ergeben sich fiir die B, Ausdriicke der Art: 
Bi =y,L+G@P1, Bo=yL+ G2, By =y%l+G@A, 
Bi = y,L + G-2. 
wo G{°,, G2 Ausdriicke sind, die mit Gliedern (j — 1)", bez. (j —2)*r 
Dimension in y,, ¥., ¥3; beginnen, wahrend Z willkiirlich ist. Man 
sieht, dass alsdann die drei Ausdriicke 
By y. — Byy,, By ys — By, Br'ys — Bs, 


*) Vergl. meinen ,,Satz aus der Theorie der algebraischen Functionen“, 
Math, Ann, Bd, VI. 
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nach aufsteigenden Dimensionen in y,, ¥, Y¥, entwickelt, von selbst 
mit Gliedern der Dimension j anfangen. 

Die fiir die B, einzufiihrenden, fiir die Endlichkeit der Integrale 
in den vielfachen Curven 2;, fiir welche N’ nicht verschwindet, noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen sind also eben die, dass die 
Flichen B,' y, -- By’ y, die Curven 2; bez. zu (j—1)-fachen Curven 
haben. — 

Alsdann wird der Integralwerth auch in keinem Punkte dieser 
Curven unbestimmt. Denn in den entsprechenden einfachen Punkten 
von f(z) = 0 sind diese Werthe bestimmte. 

Indessen bedarf diese Aussage noch einer naheren Erklirung. Die 
in Nr. (11) und (12) gegebenen Entwicklungen beziehen sich auf alle 
die Fille, in welchen einer mehrfachen Curve 2%; von F' durch eine 
einfache Transformation der Art (1), Nr. 8, eine einfache Curve von 
f entspricht. Dieses findet zuniichst dann statt, wenn lings 2; die j 
Tangentenebenen eines jeden Punktes, einzelne Punkte ausgenommen, 
endlich getrennte sind. Den j getrennten Blittern an einer solchen 
Stelle von F' entsprechen dann j endlich verschiedene Punkte von 
f; so dass das Integral an dieser Stelle im Allgemeinen j verschie- 
dene bestimmte Werthe annimmt, bez. den j Elementen von F' zu- 
gehorig. 

Wenn dann, wie es im Allgemeinen geschieht, die Tangenten- 
ebenen von F lings 3; von Punkt zu Punkt variiren, so wird es 
immer eine endliche Zahl von Stellen von 2; geben, an welchen zwei 
oder mehr der j Tangentenebenen consecutive werden. An einer 
solchen Stelle werden nur die entsprechenden der j Werthe von u 
einander gleich. 

Aber die Transformation in die einfache Curve von f findet auch 
dann statt, wenn die 7 Tangentenebenen an jeder Stelle von 2; con- 
secutive werden, vorausgesetzt nur, dass keine weitere Singularitit 
hinzutritt. Also z. B. im Fall einer gewéhnlichen Riickkehr-(Cuspidal-) 
curve 2, von F’; denn einer solchen Curve &, entspricht auf f eine 
einfache Curve S, und zwar den zwei Elementen von F' an einer Stelle 
TT von 2, zwei benachbarte Flichenelemente von f, von denen eines 
an einer Stelle P von S, das andere in einer festen, im Allgemeinen 
nicht mit der von S zusammenfallenden, Richtung dem Punkt P be- 
nachbart liegt. Dann hat das Integral an jeder Stelle von 2; nur 
einen bestimmten Werth. 

13. F'(y) = 0 besitze einen j-fachen conischen Knotenpunkt K;. 

Indem man auch hier, wie in Nr. 11, die Flichen re Ordnung, 
%=0, durch K; einfach hindurchlegt, folgt, wie dort, dass K; 
fiir M ein (nm —j)-facher, fir die A,(w) ein (n+-v—3)-facher, fir 
die A;y, — A,y; ein (n+ v— 2)-facher, fiir N ein v-facher Punkt wird. 
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Giebt man dem Punkt K; die Coordinaten 


¥=9, ¥=0, yO 


so wird: 
w%=HAP +49 + yk 
also 
| oP; 09; oR; 09 OR; 
A=|Fi+y ae ae Qi + y; ity Be Wie 
eR; oP 
Rit wget tte ge “+550 " dy, ‘Fe a 


Daher wird K; fiir A ein Doppelpunkt, fiir die Aj, it ein 
(-facher Punkt, fiir die A;,, Aig, Ais ein einfacher Punkt; woraus schon 
folgt, dass derselbe fiir C, zum (n+ —3)-fachen, fiir C,, C,, C, zum 
(n+ v—2)-fachen Punkt, fiir die Cy, — C.y, also zum (n+ v—2)- 
fachen oder héheren Punkt wird. Betrachtet man aber noch, nach 
Nr, 11, die Formel 


o P; 


Cm — On| Ai, 0 Pit ye Qty ki, Ri+-y, 5 of 


4 
OY’s ns 


eyo 


ol 5 Q; oR; | 
yy oy, + Y2 weit ys ou 


122 op LBS 50 1.2.3 
{ Fi 
—|4., r—1 (ud ay hth De i Ou, wtnd Fs OU mm) 
k 
> oP; 0Q; eR; 
Rit---, y Ov +2 Fy, +s Ov, 





so sieht man, dass 


Cy¥2 — Cry;, Cys —C3y;, Cp¥s — Cy 
den Punkt Kj zum (n+ v)-fachen Punkt haben. Hieraus folgt: 

Die Bryx — Bry, treffen F in K; im Allgemeinen wie Flichen mit 
(v-+-j—2)-fachem Punkte; B,y, — B,y,, B,y,; — Byy,, Bry; — Byy, 
wie Flichen mit (v-+-j)-fachem Punkte. 

Fiihrt man dann weiter, wie in Nr. 12, N’ statt N ein, wo die 
Fliche N’ die Fliche F in K; nur wie eine Fliche mit a-fachem 
Punkte trifft, so werden die entsprechenden Fliichen B, y, — By y, 
sich in K; auch nur wie Flichen mit (a-+-j—2)-fachem Punkte, 

B,'y, — Byy,, By y; — Byy,, Bry, — Bs'y, 
wie Flichen mit (#+-j)-fachem Punkte verhalten, wobei «a = 0 wird, 
sobald N’ durch K; nicht hindurchzugehen braucht. 

Ordnet man die B, wieder nach absteigenden Potenzen von y, 
und fithrt, im Falle «= 0 ist, erst die Bedingungen ein, dass die 
By y, — By, etc. den Punkt zum (j—2)-fachen Punkt, dann die, 
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dass die B,’y, — B,'y, ete. denselben zum j-fachen Punkt haben, so 
ergiebt sich fiir die B,’ 


B;' —_ y,L + e,, B, = y,L + Ge, B, = y,L + Gg), 
By =y,L + Gs 


wo G},, Gs niedrigstens mit Gliedern (j — 1)", bez. (7 — 3) 
Dimension in y,, ¥,, ¥; beginnen und LZ willkirlich ist. 
Daher werden, wenn « = 0 ist, die Glieder (j — 2)" Dimension 
Mm Yr> Yor Ys VON 
Byy, — Biy, By, — Bey, Bs yy — By ys 
beziiglich von der Form: 
Y,Xj-s, YoXj-s, yy Xj—s, 
wo X;_s fiir die drei Ausdriicke dasselbe ist, niimlich das Glied niedrigster 
Dimension aus — G;_;. 

Im Fall eines Doppelpunktes, 7 = 2, werden in K,: B, = 0, 
B; = 0, B; = 0, also alle Ausdriicke B,y, — B,y, in K, ver- 
schwinden. 

14. Was den Werth des Integrals u in dem j-fachen Punkt K; 
betrifft, so wird derselbe im Allgemeinen unbestimmt, d. h. er variirt 
von Element zu Element in den unendlich vielen, zu K; gehdrigen, 
Elementen der Flache F. Denn diese Werthe sind diejenigen, welche 
das Integral « in den unendlich vielen Elementen der Curve j" Grades, 
S, hat, welche dem Punkt K; auf f entspricht; in dieser Curve S wird 
aber u nach dem Vorhergehenden zu einem gewdhnlichen allenthalben 
endlichen Abel’schen Integral, das von Punkt zu Punkt variiren wird. 
Im Falle des Doppelpunkis, j = 2, wird S eine Curve 2'* Grades*), 
bei der kein von einer Constanten verschiedenes endliches Integral u 
existirt; so dass alsdann u in K; nur einen Werth hat. 

Dasselbe ergiebt sich auch unmittelbar aus den obigen Formeln 
fiir die B,’. Denn hiernach wird, indem N’ constant wird: 


|e a), Yr dy; 
¢ G2, ye dys 
¢ GP, x dy, 


Cy Gis Ys 4% — Xj-3' LE AY2d ys 
du= iesak i i-.-3 +4Q, 


Ser, Ser 
wo dQ in K;, einwerthig und der erste Theil ein gewdhnliches Abel’- 
sches Curvendifferential ist, das sich auf den Tangentenkegel 7 = 0 
in K; bezieht und das = 0 wird fiir j — 2. 





*) Vergl. meine o. c. Abh. in Math, Ann. Bd. II, § 1. 
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Zugleich erkennt man die fiir die Endlichkeit nothwendige Modi- 
fication, wenn der Tangentenkegel 7’ von F in K; mehrfache Kanten 
enthalten sollte. Dem entsprechen Punkte von derselben Vielfachheit 
in der Curve S von f (da nach unserer Annahme iiber die 7; sich die 
Transformation des Kegels in S wie eine lineare verhilt), in welchen 
also der Ziihler des Differentialausdrucks sich adjungirt verhalten muss; 
d. h. X;-3 muss zum Tangentenkegel J’ von K; adjungirt sein. Ist 
insbesondere dieser Kegel in K; vom Geschlecht 0, so wird u in K; 
nur einen Werth haben. 


§ 6. 

Andere Methoden zur Untersuchung der Endlichkeitsbedingungen des § 5. 

15. An Stelle der Untersuchung Nr. 11—12 itiber die Endlich- 
keitsbedingungen der Integrale lings einer vielfachen Curve der Fliche 
lisst sich eine wesentlich einfachere Betrachtung setzen, nimlich die 
Zuriickfiihrung auf die bekanute Normirung der Abel’schen Curven- 
integrale. 

Soll w, wo, wie in Nr. 1: 


sei, in allen Punkten einer j-fachen Curve 2; einer Fliche F(a, y,2)=0, 
fiir welche N nicht verschwinde, endlich sein, so ist jedenfalls noth- 
wendige Bedingung, dass die Fliiche A = 0 von der Ebene x =a in 
einer Curve geschnitten werde, welche die Schnittpunkte von 2; mit 
«x =a zu (j—1)-fachen Punkten hat, was auch a sei; d. h. aber, dass 
A die Curve 3; zur (j—1)-fachen Curve habe. Dasselbe folgt fir B 
wenn man die Schnitte mit x = b, bei beliebigem b, betrachtet. 

Somit ergeben sich die Bedingungen von Nr. 12 fir 4, B, C. Dass 
dieselben zur Endlichkeit auch hinreichend sind, ersieht man daraus, 
dass an einem Punkt von 3; die Richtung z = a, in welcher die End- 
lichkeit stattfindet, bei dem willkiirlichen Coordinatensystem jede be- 
liebige Richtung in diesem Punkte vorstellt. 

Zugleich aber erledigt sich auf diesem Wege der Fall einer ganz 
beliebig singuldren vielfachen Curve von 

F(a, y,#)=0 oder f(%,, %, %, 7) =O. 
Betrachtet man auch hier die Schnittcurven der Fliche F mit dem 
Ebenenbiischel 2 = a, bez. y=, so ergiebt sich: 

Zur Endlichkeit der Integrale lings einer Curve X von F oder f, 
in der N nicht verschwindet, ist nothwendig und hinreichend, dass die 
Fliichen A, B, C eu F, oder die Fliichen Aja, — Aya; au f, lings 2 
adjungirt sind. 

16. Auch die am Schlusse von Nr. 13 gewonnenen Resultate, die 
Bedingungen fiir die in einem Knotenpunkte K; endlichen Integrale, 


Mathematische Annalen, XXIX. 24 
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lassen sich durch eine, der von Nr. 14 analoge, Betrachtung nun un- 
mittelbar einsehen. Geht man von dem auf f(2,, 2, %3, %,) =O be- 
ziiglichen Ausdruck (12), Nr. 3, aus, in dem man dx, = 0 setzen darf; 
|k Aga, — Aya, on 
(tl Ayt,e— Aga, da, 
lai Lm Aga, — Aye, dx) 
N.kfii+lh+mfy)  ’ 
und betrachtet denselben, wenn ein j-facher Knotenpunkt K, von f die 
Coordinaten x, = 2, = x, = 0 hat, fiir kleine Werthe von 2,, x,, 2, 
so muss sich «, wie schon in Nr. 14 gesagt ist, wenn es in K; nicht 
unendlich werden soll, in der Nahe von 2, = x, = x, = 0 verhalten 
wie ein auf den Tangentenkegel 7’ von f in K; beziigliches gewdhn- 
liches Abel’sches Integral v. Der Nenner des Differentials dieses 
Integrals » wird, wenn N=—0( den Punkt KX; zum a-fachen Punkt 
hat, also 





N=2,-*N,+::: 
ist, zu 
N.(kT,+1T,+mT,), 
der Zahler also zu 
|e 2, ae, | 
Xj+a—3 } l Ls dx, ’ 
im 2% dz, 
Xx; 
wo a ein Ausdruck der Dimension j —3 in 2, , 2, 2, ist, welcher 


sich zu 7 =O adjungirt verhalten muss, wenn das Integral v in den 
vielfachen Kanten von 7’ =O endlich bleiben soll. Damit sich aber 
du fiir kleine Werthe von z,, 2, 2, auf dieses Differential von v fir 
jeden Werth von &k, 1, m reducirt, wird nothwendig bis auf Glieder 
héherer Dimension in 2, 2, %,, mit Hiilfe von f = 0: 
A,x, — Aj x, = %, Xjpa-3, Aye, — A,X, = 4, X40, 
A,x, — A,X, = &; Xj40-s; 

was fiir den Fall «=O die am Schlusse von Nr. 13 angegebene 
Form ist. 

Sollte aber f = 0 in K; eine héhere, etwa uniplanare, Singularitit 
besitzen, so reicht die Betrachtung dieser Nummer nicht aus, man 
muss dieselbe vielmehr auf dem Wege von Nr. 13 weiter verfolgen. 

17. Auch die in Nr. 4 gegebene Forderung, dass sich vier solche 
ganze Functionen (n-+-v—3)*" Grades in 2, %,, 3, 2: 

0; = A; + xiQ 


bestimmen lassen, fir welche 


> f=, 
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ohne Hiilfe von f= 0, liefert eine Reihe von EKigenschaften fiir die 
Ausdriicke ©; oder die A;a, — A,2;, darunter auch Bedingungen der 
Endlichkeit der Integrale. 

So folgt zuerst, dass in einem Punkt der Fliche f, welcher 


Ay X, + Ay X_ + Asx, + a,x, = 0 
zur Tangentenebene hat, auch 
a, A, + a, A, + a,4; + a,A, 
verschwindet. Denn sei der Punkt etwa 2, —2, = 2, =O mit der 
Tangentenebene x, 0, so wird in diesem Punkte /,—0, f, = 0, 
f, =, also 6, =O und A,—0; hieraus weiter auch A, x,— A,2,—0 
oder A = 0. 

Sei ferner K, ein konischer Doppelpunkt von f, ohne Doppel- 
kante, mit den Coordinaten 2,2, =2,=0, Enutwickelt man den 
Ausdruck 20;f; nach absteigenden Dimensionen von x,, so folgt schon 
aus dem Gliede 1 Dimension in 2,, 2,, 7, dass 0,, 9,, O,, also auch 
A,, A,, A, und alle A;x, — A,a im Doppelpunkt XK, verschwinden 
miissen. 

Hat aber K, eine Doppelkante, so dass der Kegel in K, etwa zu 
%,%_ wird, so ergeben die Glieder erster Dimension von 2O,/; nur 
das Verschwinden von @,, 9, in K,; die Glieder 2' Dimension dann, 
sobald in der Entwicklung von /: 

f= UP * - H,%, + 2", + a" *Y +> 
die Grésse y, nicht fiir 7, —2,—0 verschwindet, auch das Ver- 
schwinden von ©, in K,, und ferner fiir die Glieder erster Dimension 
von 9,, 0, die Formen 
0,=—a,%,, 90,— 4,2. 

In diesem Falle verschwinden also ebenfalls alle A; — A,a; im 
Doppelpunkt und A,7, — A,x,, A,w, — A,x,, d.h. A und B, haben 
daselbst bez. 7, und x, zur Tangentenebene. 

Auch fiir den conischen j-fachen Punkt ergeben sich auf diese 
Weise die in Nr. 13 gefundenen Bedingungen. 

Wie man sieht, zeigt dieser Weg zwar, dass die im Friiheren als 
solche gefundenen Endlichkeitsbedingungen der Integrale in den viel- 
fachen Elementen der Flaiche nicht unabhiingig sind von den Existenz- 
bedingungen der Integrale selbst; aber auf der einen Seite trennt 
derselbe die beiden Classen von Bedingungen nicht von einander, auf 
der andern Seite kann er auch nicht in allen Fiillen alle Endlichkeits- 
bedingungen liefern. 

Das letztere tritt zum Beispiel bei einer mehrfachen Curve auf. 
Ist f etwa eine Kegelfliche mit mehrfachen Kanten: 


f (@,, L_, Ly) = 0, 
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wo f kein a, enthiilt, so wird die obige Identitiit bei beliebigem 0, 
befriedigt durch 0, 0, O, = 0, O, - O; und selbst die Hinzunahme 


; — 7 00 , 
der Bedingung der Integrabilitiit > ‘ 0, wenn N «= 1 ist, ver- 


On, 
langt nur, dass ©, von a, unabhiingig genommen werde, Aber das 
daraus hervorgehende Differential 

2 t+ kyayda, 

Lk, ff, 

liefert nur dann ein endliches Integral, wenn ©, ausserdem noch die 


Bedingung erfiillt, in den vielfachen Kanten von fe 0 zu f adjungirt 
zu sein, 


( 
dU 


§ 7. 
Beziehungen zwischen verschiedenen Differentialausdriicken. 


18. Zwei zu einer Fliiche J’, bez. /, gehbrige Differentialausdrticke 


Ady — Bda = + kh, Ay @, do, 
oo rn aaah” 


le’ Ady— Bda 2 + kh, Ay a, da, 
— , a — ‘ . . 
N’. N’- Ek, f, ? 
und deren Integrale u, w, sollen dann von einander unabhiingig heissen, 
wenn die Functionaldeterminante von u, w’: 
du ow du aw 
ow oy Oy cx 
AB — BA, 
nicht fir alle Punkte von J’ verschwindet. Da aus 
AF! + BR; + CF = 0, 
rem -| ig Fy, 4 Cc’ I A , 0 


’ 


also auch 


folgt: 
BO’ — OB’ CA —AO' AB. BA 
Vr; KY ) 
so hat man dann auch 
BC' — CB’ == 0, CA’ — AC’ => 0. 
Nach § 1, (11) wird 


A, A; 2,| 
asetrtr-8(AB— BA')—|A, A, 2,\, 
A, A, a, 





so dass sich die Bedingung auch schreibt: es soll 


2 +- k, A, A,’ %,, 
bei irgend einem Werthsystem der k,; nicht fiir alle Punkte von f ver- 
schwinden. 
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19. Ks soll nun bewiesen werden, dass der von den i, unabhiingige 


Ausdruck 
Py +-k A A -) 
Eh, f a Q 


eine — Function der Coordinaten wird (mit Hilfe von f <= 0) und 


dass r sich zu f adjungirt verhiilt. 


NN 
Zuniichst méige f wieder nur gewdhniiche vielfache Curven ent- 
halten. Kine solehe j-fache Curve von f, 2), wird fir 2k, f; eine 
(j-—1)-fache Curve, fiir 2--k, A, A, a, aber, wie AB — BA’ wigt, 
wie [2(j-—-1)-+-a@-+-a’|-fache Curve sein, wenn N und N’ bez. a- und 
«-fach hindurchgehen. Folglich wird, nach meinem in Nr, 12 citirten 
Satze aus Math. Ann, Bd. VI. 
2+ hk, A,Aja, = Q:- Lkhfi+ Lf, 


wobei @ eine gange Function ist, welche noch (j—1-+-a@-+a’)-fach 


wy wird also ein rationaler Ausdruck, der (n — 4)!" 
Dimension, der sich in 2; adjungirt verhiilt, 
Nach Nr. 13 verhiilt sich in einem isolirten j-fachen Punkte von f 
E+ ky Ag As’ a, 
N-N' 


durch 2 geht. 


der Ausdruck wie eine Fliiche mit (27 — 3)-fachem 


Punkte , why also wie eine Fliiche mit (j —2)-fachem Punkte, d, h. 
wu f adjuagirt; und verschwindet noch ausserdem in einem Doppel- 
punkt von /, 

Zur EKrledigung einer singuliiren vielfachen Curve schlagen wir 
wieder den Weg von Nr. LO ein, indem wir eine solche Curve 2; auf 
einer Kliiche J'(y) untersuchen, der auf f eine nicht-singuliire Curve 
S entspricht. 

Nun wird mit den Bezeichnungen der Nr, 8: 


2k, A, Aya, 


| ~N) av, , Sy OY, r > Ox 5 t SZ rat OW, 
tes Ch P %,’ A hl h aM, ’ A - Oo”, 


h A 





(¢ = 1, 2, 3, 4) 
‘ 24 €, 0, Cyy, = M* 2 +- C B, By y,, 


A ray 
also 
z+ - & Ay % rM +c, BB, y, 
N-N’-Skf,  O ° N-N’-Se,F,’ 
vermige 
FF = 0, 
wobei 


: N(w) « N'(w) = Ny) - N'Y) 
Ist. 
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Mav die Fliiche / diirfon wir annehmen, dass 


B+ hy Ay Agar, 
a= O 
Lh, f, ¥ 
‘ , Q 
vermige f= 0 eine ganze Funetion wird, und dass wwe? vin Aus- 


druck (m--4)& Dimension, zu / adjungirt sei, Nun ist aber, nach 
meinem in der Kinleitung citirten Aufanty, Math, Ann, Bd. VII, § 9: 


W(u,, see Dy) A M v’, 
wo @ vermige F&O eime ganze Function der Coordinaten y wird, 


sich zu f so 


y q tie y iu i ri srhii “au Y 
und wo ee as h zu J adjungirt verhiilt, wenn NN’ 


verhiill; vugleich wird von der (v4) Dimension, wenn I 


Q 
N.«N’ 
vom Grade n° ist. Dies sagt also aus, dass 
ri RBS ay 

Ze, I 


h h 


( 


) 9° at ’ ’ : ‘ 
und nh lings der singuliiren Curve 2) von /’(y) die im Satve ver 


langten Kigenschaften besitzen. 

Man erkennt hierdurch zugleich das sehr specielle Verhalten der 
Auadrticke AB A’B oder Y-- kh, Ay Aga, lings einer singuliiren 
Curve von /. So haben dieselbe eine Riickkehreurve von /, in der N 
und N’ nicht verschwinden mégen, nieht nur zur Doppeleurve, son 
dern berihren noch an jeder Stelle dieser Curve mit eimem*® Blatt das 
Klement der Fiche /; 

YO. Als unmittelbare Anwendung von Nr, 19 folgt, dass eine 
hiiche 4% Ordnung, fe 0, nicht zwei von einander unabhiingige 
endliche lntegrale (Integrale erster Gattung) besitzen kann. Denn ftir 
diese wiire Nw 1, No 1 zu setven und 

= -+- kh, A, A, 2 


r] e/a 


QS kif 
— 
eine Gleichung, welche ohne Hilfe von fe 0 erfiillt sein miisste, da 
das Ganze nur von der 3’ Dimension in den Coordinaten ist; und in 
wolcher weiter die Constante Y@ nicht < O sein darf, da die Integrale 
von einander unabhiingig sein sollen. Setzt man aber die willkiirlichen 

Groéssen hye a, so geht dieselbe ber in 
{= 0 fir alle Werthsysteme der a,. 

21. In meinem o. ce. Aufsatze, Math, Ann. Bd, VILL, habe ich 
das /liéchengeschlecht p einer Fliiche f/, nv’ Ordnung detinirt durch die 
Anzahl p der linear-unabhiingigen, zu f adjungirten Fliichen (m—4)' 
Ordnung, gy. Zu diesen Fliichen gy gehdren die in Nr. 19 gefundenen 


Vliichen &, fiir den Fall zweier unabhiingiger endlicher Integrale, also 


fiir N 1, N’ = 1. 
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Hat eine Mliiche mehr als zwei unabhiingige endliche Integrale, 


so sind, im Sinne von Nr. 18, die tibrigen natiirlich von diesen zwei, 
u, wv, abhiingig, kénnen aber linear-unabhiingig von denselben sein, 
Lineare homogene Verbindungen von « und w’ sollen nicht als neue 
Integrale bezeichnet werden. Dann hat man den Satz: 

Kine Fliiche vom Iliichengeschlecht 1 kann hichstens eswei endliche 
Integrale besitsen. 

Denn im Falle pe 1 existirt nur eine Fliiche gm, <= YQ. Fir drei 
lntegrale w, w, ve” muss also sein: 


A’ B LB A” ae@.F,,. 42° B B’ A “Qs Ey, 
AB BA a Q.F,, 
wo die @, «, @’ Constanten werden; und hieraus; 


cA-a A ta’ A 0), aBta B + a’ B a, 


§ 8. 
Die Flichen vom Fliichengeschlecht 1 mit zwei unabhingigen 
endlichen Integralen. 


22. In vorhergehender Nummer ist bewiesen worden, dass eine 
Kliiche J’ vom Flichengeschlecht 1 héchstens zwei unabhiingige totale 
Differentiale du, du’ erster Gattung besitzen kann, indem alle tibrigen 
wu J’ gehdrigen Differentiale dieser Art lineare homogene Functionen 
von du, du werden miissen. 

Jetzt soll gezeigt werden, dass, im Falle eine Fliche EF vom 
Iliichengeschlecht 1 swei unabhingige totale Differentialausdriicke erster 
Giattung du, du besitet, die Coordinaten der Fliche sich als eindeutige 
I'unctionen der beiden Integrale u, w ausdriicken lassen, welche fiir 
alle endlichen Werthe der uw, uo den Charakter von rationalen I’unctionen 
haben, 

Seien 
Ady Bdw 

K 


’ Ady Bada 
» du pe’ 


: . 


(1) du 


die beiden zu 

(2) F(x, y, 2) = O 

gehdrigen Differentialausdriicke erster Gattung, deren Integrale u, w 
fiir alle Punkte von J’ «= 0 endliche und bestimmte Werthe haben (in 
dem in Nr, 12 und Nr, 14 niither bezeichneten Sinn); dabei soll, wegen 
der Unabhiingigkeit von u, wv, 

(3) AB —BA =W.- F; 


nicht ftir alle Punkte von J’ < 0 verschwinden. 
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Die Umkehrung der beiden Ausdriicke schreibt sich 


A “ wu 3" —~Bdw 
(4) Re teas 4du—Adu ee ins Bdu du 


ili iin _ 


oder allgemeiner, wenn x(a, y, 4) irgend eine Function von 2, y, z 
vorstellt : 


(5) Qdzy= (4 r } BD =k 4. 0’ = du 


oy 


_ a » OX y O4 , 
(A am + B Oy + ¢ ay dw. 


Geht man von irgend einem Werthsystem u = u,, u’ = uw, aus, 
fiir welches die zugehdrigen Werthe der Coordinaten «=a, y = 6, 


e =e endlich sind, ohne dass darin die ganze Function Y@ der Coordi- 
naten a2, y, 2 verschwindet, so wird nach (4), (5) fiir dieses Werth- 
system auch keiner der héheren Differentialquotienten der Coordinaten 
nach vw, w zu unendlich. Somit sind — nach Cauchy — «, y an dieser 
Stelle holomorphe Functionen von uw, w; niimlich solche, die daselbst 
den Charakter von ganzen rationalen Functionen habeu, also sich nach 
gaunzen Potenzen von uw-—«u, und uw — wu, entwickeln lassen. Zur 
Fortsetzung dieser Functionen bleiben also nur die Werthsysteme u, w’ 
zu betrachten, fiir welche eine der zugehdrigen 2, y, ¢ zu co wird 
oder der Punkt (x, y, 2) auf die Fliche @ =O zu liegen kommt. 

23. Beide Fiille sollen mittels rational-eindeutiger Transformation 
der Fliiche F#’ nach Nr. 10 behandelt werden  LKine rationale Sub- 
stitution 


(6) E= (27, 9,2), 1 = ¥.(X,y, 2), § =, (2, y, 2), 

die vermége J'(a, y, 2) = 0 eindeutig umkehrbar sei in eine ebensolche 
(7) w= 1(E,,8), y= x(E,0,6), * = x9(8, 0, §), 

fiihre J’ = 0 iiber in eine Fliiche 

(8) f(E, 0,0) =90. 


So erhalte man nach Nr. 10: 


(9) du == A a1 Bdé , du = Mn ede 
m®) AB’ ~ BA — Qf, 
(11) dé = nee ASe dyn = eee 


Vermége dieser Transformation erledigt sich der erste Fall un- 
mittelbar, Denn wird a, y oder z zu unendlich, so fiihre man, etwa 
nach (5), Nr. 22, statt x, y, ¢ solehe drei Gréssen, etwa 


1 Z 
§ = —, nao 2, f[—-, 
x x 
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ein, welche im betreffenden Werthsystem u, , u,' endlich, also, nach Nr. 22, 
holomorphe Functionen von u— u), «’ — u, werden. Die Grdssen 
/ 


1 
L=- Y= 


&? 


wre] 3 


, o- + 
haben also an dieser Stelle den Charakter von rationalen Functionen 
von U, w. 

24. Wir betrachten nun die Punkte von F' = 0, in welchen die 
ganze Function Q@ verschwindet. 

Q@ =O ist die Gleichung der einen existirenden Fliche (n— 4)'* 
Ordnung, welche zur Fliche n' Ordnung, F = 0, adjungirt ist. 
(} = 0 geht in unserem Falle (Nr. 19) auch noch durch etwaige isolirte 
Doppelpunkte von J’ == 0 hindurch und wird noch, ausser den viel- 
fachen Curven von Jf’, in einer Reihe von einfachen Curven von F, 
r,,0,,..., schneiden kénnen. 

Kiner mehrfachen Curve &; von F lassen wir auf f=0 (Nr. 23, (8)) 
eine einfache Curve S entsprechen, durch welche — nach unseren 
friiheren Betrachtungen (Nr. 11—12), oder auch nach der schon in 
Nr. 19 citirten, in meinem Aufsatze Math. Ann. Bd. VIII ausgefiihrten, 
Transformation von Q@ in Q@ — die Fliiche Q von (10), Nr. 23 gar 
nicht hindurchgeht. Folglich werden lings der Curve S die Gréssen 
&, m, € den Charakter von rationalen Functionen von wu, wv haben; 
also auch ebenso 2, y, 2, die selbst rationale Functionen von &, 4, ¢ 
sind, lings 23); d. h. sie werden sich an jeder Stelle von 2 als 
Quotienten zweier Potenzreihen nach u—u,, w—«u, darstellen lassen. 

Genau dasselbe gilt fiir die isolirten k-fachen Punkte P, von 
F(k>2). Auch sind diejenigen Elemente von 2, oder Richtungen 
eines k-fachen Punktes P,, in welchen eine der Curven [,, [,,... 
eintrifft, in die Betrachtung eingeschlossen. 

Dagegen scheinen zuniichst solche einzelne Punkte von 2; oder 
Richtungen von P, ausgeschlossen, welchen auf f = 0 wieder in viel- 
fache Elemente von f fallende Punkte entsprechen; in welchen also 
fc = 0, AB’— BA’ =0 wiirden. Da man aber diese Punkte von 2; 
oder Richtungen von P, auf diesen Gebilden ganz beliebig variiren 
lassen kann, indem man die willkiirliche Transformation von Nr. 23 
findert, bilden sie in Wirklichkeit keine Ausnahme. 

25. Um endlich die Curven [,, [,,... von Nr. 24, und die isolirten 
Doppelpunkte von J’, welche auf diesen Curven liegen miissen, zu 
erledigen, sind nur Transformationsbetrachtungen anzustellen, welche 
ich schon in meinem wiederholt citirten Aufsatze in Math. Ann. Bd. VIII, 
§§ 9—12, eingehend dargelegt habe. Daselbst habe ich diejenigen 
cinfachen Curven einer Fliche J’, n't Ordnung, von beliebigem Flichen- 
geschlecht p, untersucht, durch welche alle zu F adjungirten Flichen 
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gr vermoge der Adjunctionsbedingungen noch von selbst hindurch- 
gehen, Curven, welche ich als ,,ausgezeichnete“ Curven von F' bezeichnet 
habe. Ich habe gezeigt, dass diese Curven die einzigen sind, welchen 
bei einer rational-eindeutigen Transformation von F' in eine Fliche f 
einfache Punkte von f als Fundamentalpunkte der Transformation ent- 
sprechen kénnen. 

Zu den ,,ausgezeichneten“ Curven gehéren nun die Curven [,,T,,... 
auf der hier zu betrachtenden Fliiche F. Denn da p = 1 ist, existirt 
iiberhaupt hier nur eine zu F' adjungirte Fliche py, die Fliche Q =—0, 
und diese durch die Adjunctionsbedingung bestimmte Fliche geht als- 
dann noch durch eine Reihe von einfachen Curven von F’, welche eben 
mit [,,1,,... bezeichnet sind, 

Nimmt man auf / einen nicht-speciellen einfachen Punkt TT, an 
— d. h. einen solehen, durch welchen die zu f gehiérige Fliche ,, 
QY =0, nicht hindurchgeht — und lisst in diesem Punkt den Nenner 
und die Zahler der drei Ausdriicke y,, y., y3 in (7), Nr. 23 einfach 
verschwinden, so entspricht diesem Punkte, nach meinem Aufsatze 
iiber eindeutiges Entsprechen in Math. Ann. Bd. Il, eine Gerade [, 
von F’, und zwar den Richtungen von f in TI, einzeln die Punkte der 
Gerade [,. Giebt man iiberhaupt dem Nenner und den Zihlern der 
Ausdriicke 7,, %, %3 in TT, einen g-fachen Punkt, so erhilt man auf 
F eine rationale Raumceurve [, der e'*® Ordnung, deren Punkte wiederum 
eindeutig den Richtungen von f in TT, entsprechen. 

Die Coordinaten &, 9, € sind aber an der nicht-singuliiren Stelle 
TT,, oder «==, uw’ =, holomorphe Functionen von uw, w; also 
behalten fiir wu = u,, uw =u, die Gréssen x, y, 2, als rationale Func- 
tionen von &, 7, €, den Charakter als rationale Functionen von u, w, 
obwohl sie daselbst unbestimmt werden. 

Solcher einfacher getrennter Punkte TT,, TT,, . . . kann man beliebig 
viele auf f als Fundamentalpunkte einer Transformation (7), Nr. 23 
nehmen, und erhalt dann eine Fliiche F’ mit beliebig vielen rationalen 
Curven [,,f,,..., die ausgezeichnete einfache Curven von F werden, 
in denen @ zu Null wird. Diese Curven [,,f,,... werden einander 
nicht schneiden, ausser in k-fachen Punkten P, (k >2) von F, durch 
welche die Fliche Q, als zu F adjungirt, von selbst hindurchgeht, 
Denn schneiden sich [, und[, in einem Punkt P, der isolirter Doppel- 
punkt oder einfacher Punkt von F ist, so ist dieser Punkt zunichst, 
da ihm jedenfalls zwei getrennte Punkte TT,, TT, entsprechen, auch 
Fundamentalpunkt von F fiir die Substitutionsformeln (6), Nr. 23, so 
dass ihm eine Curve G auf f entspricht, welche durch TT, und TT, hin- 
durchgeht; durch diese Curve G muss dann die Fliche g,, oder Q’, 
einfach oder doppelt gehen, je nachdem P ein Doppelpunkt oder 
ein einfacher Punkt von F ist, weil = @Q durch P einfach geht, 
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bez. dort F’ beriihrt*) — entgegen der Voraussetzung, dass die Punkte 
TT,, TI, nicht auf Q@’—0O angenommen sind, Aus demselben Grunde 
kann auch die Curve [, sich nicht selbst in einem Punkte P von F 
schneiden, welcher von den k-fachen Punkten (k > 2) verschieden ist; 
denn auch diesem Punkte P miisste eine ausgezeichnete Curve von f 
entsprechen, welche durch TT, sogar mit zwei Zweigen geht. 

Ein anderes Verhalten der Curven [,,f,,... von F kann also 
nur eintreten: 

a) wenn zwei Fundamentalpunkte TT,, TT, von f unendlich nahe 
zusammenrticken, d. h. wenn fiir die Transformationsformeln zy von 
(7) eine Fundamentalrichtung existirt; in diesem Falle riicken auch 
die entsprechenden Curven [,, [, von F einander unendlich nahe, d. h. 
die Fliche Q beriihrt F lings [,; 

6) wenn der einfache Punkt TT, von f selbst auf einer ausgezeich- 
neten Curve G von f liegt; in diesem Falle aber zeigen wiederum die 
§ 19 citirten Formeln des § 9 meines eben genannten Aufsatzes fiir die 
Transformation von Q’, dass Q@ = 0 durch die entsprechende Curve [, 
doppelt hindurchgeht, d. h. F lings [, beriihrt. Auch hier kann man 
dann — indem man f weiter in eine Fliche f’ tiberfiibrt, auf welcher 
der Curve G von f ein einfacher Punkt entspricht — F so in eine 
Fliche f’ transformiren, dass [, zwei benachbarte Fundamentalpunkte 
von f’ entsprechen; so dass der Fall 8) auf den Fall «) zuriickfihrt. 

Da nun die benachbarten Punkte TT,, TT, von f an einer nicht- 
speciellen Stelle von f liegen, so sind &, 9, € auch hier holomorph 
als Functionen von u, vw’, und fir x, y, 2 bleibt wiederum der rationale 
Charakter als Functionen von u, wv’ erhalten, so singular auch die Zu- 
ordnung der unendlich vielen Werthsysteme der x, y, 2 zu dem einen 
entsprechenden Werthsystem u = u,., u =u, wird. 

Durch Nr. 23, 24, 25 ist aber der Sate von Nr. 22 fiir alle 
Punkte von F = 0 bewiesen. 

26. Dass in dem in Nr. 25 unter «) betrachteten Falle ein 
Schneiden von Curven [,, [,, und zwar in einem einfachen oder Doppel- 
punkte von F, eintreten kann, aber nur, wenn Q wenigstens lings 
einer der beiden Curven [,,1, die Fliche F' berihrt, will ich an den 
einfachsten Fiillen entwickeln. Diese Darlegung ist tibrigens nichts 
weiter als eine Fortsetzung der Entwicklungen meines in der Ein- 
leitung citirten Aufsatzes, Math. Ann. Bd. II. Ich werde die Darstellung 
so halten, dass sie zugleich einen Kinblick giebt in die einfachsten 
Arten der Unbestimmtheit, welche bei den eindeutigen Functionen von 
zwei Variablen uw, uw’ eintreten kénnen, ohne den rationalen Charakter 
dieser Functionen zu stéren. 


*) Vergl. meinen Aufsatz, Math. Ann. Bd. VIII, § 9. 
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Der Einfachheit halber lege ich in der Transformation von Nr. 23 
den Fundamentalpunkt auf f(§, 7, §) = 0 in den Punkt TT mit den 
Coordinaten 

€—0, »=0, €=—0; 
und schreibe 


(12) O=—/8,n0)=€+th+ht+-::: 
wo f; eine homogene Function i*** Ordnung von &, 9, € vorstellt. Die 
Substitutionsformeln (7) zwischen f = 0 und F'(x, y, 2) = 0 seien hier 
geschrieben: 

3 — 2(§.m 68) a M(Emo) =, ___ aa(6.0,8) 
(18) P= gE? 9 gent)? 1i(Bsms8) ? 


wo die y; ganze nicht-homogene Functionen von &, yn, € bedeuten. 
Durch Entwicklung von (12) ergebe sich 

(14) t—L,+1,+--, 

wo die LZ; ganze homogene Functionen i‘ Ordnung von &, 9 sind, 

und zwar 


(14’) rs = a § + a,Ey + a7’, 

L, = b)&° + b,&y + b,&n? + b, x, ete. 
Ferner sei, indem man zuniichst die von § =( verschiedenen Richtungen 
an TT behandelt, zuerst gesetzt: 


(15) n=i+ue+me+---, 
also 

(16) t=, 2+, 84.--., 

wo 


(16°) =a, + a+ au, v, = a.m, + 2a,uu, +b, + du 
+ b,u? + bu, ete. 

Indem man die Richtung § = 0 als eine fiir die Transformation 
nicht-ausgezeichnete annimmt, braucht man sie nicht besonders zu 
untersuchen, was andernfalls durch gleichzeitige Entwicklung von & 
und 9 nach ganzen Potenzen eines Parameters ¢ geschehen wiirde. 
Weiterhin werden wir iibrigens auch fiir die von § = 0 verschiedenen 
Richtungen diese allgemeineren Entwicklungen in besonderen Fallen 
anzuwenden haben. 


Fiir die Integrale u, uw hat man im Punkt TT eine Entwicklung 


17) ‘\ —% =(«#§+8y)+ M,+--:, 
w — uy = (@E+ f'n) + My +-->, 
wo 

ap po Ba’ == 0, 
oder 
17) {\ —u, = (a+ w)é + &r(&), 
' uo — up = (a +B w)E + §x'(), 
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wobei t(&), t (€) holomorph in & sind; und aus (17) ergiebt die Um- 
kehrung fiir §, » Potenzreihen in wu — u,, u’ — u,', welche mit linearen 
Gliedern beginnen. 

«) Die y; von (13) mégen in TT in erster Ordnung verschwinden, 
ohne Fundamentalrichtung auf f. 

Schreibt man 


Hi = Kee + lin + mb + yy, 
wo yi von hdherer als 1 Dimension in &, 9, €, so wird vermége 
(15), (16): 


(18) oe PEM +E, y= th + 8, 
o— BEE + bale), 


wo die 4;(§) holomorphe Functionen von § (Reihen, die nach ganzen 
positiven Potenzen von § fortschreiten) vorstellen. Dem Punkt TT ent- 
spricht also die Gerade [ von F: 





ky + le ke + leu ky thw 
1 = : : = -—_* — a= eT. 
(19) 7 the? 9 the? kth 
gehért zur Richtung w = mw, der Punktx=—a2, y= Yy, = %, 80 
liefert (18) an dieser Stelle genauer: 


Z— Ly = (a, +B, m,)& + §0, (8), 
(20) Y — Yo = (&, + B,u,)& + §7o,(&), 
£— & = (a,+8,m,)& + §6; (8), 


wo die 6;(€) holomorph in & sind; Entwicklungen nach ganzen Potenzen 
von § und w,§, wo 








#, = lim aa pe. (¢=0, lim t = to); 
wihrend die Coefficienten von mw, abhingen. Die Umkehrungen der- 
selben ergeben € und w,& als Potenzreihen in 7 — 2%, y— Y, die 
mit linearen Gliedern, 4 — w,§ als Potenzreihe, die mit quadratischem 
Gliede anfangt. 

Kiir die Integrale wu, u’ sind die zugehdrigen Entwicklungen in 
(17°) und (20) gegeben, wenn man in jenen w = uy setzt. Setzt man 
die obengenannten Reihen von § und y nach Potenzen von 2 — a, 
y — y, in (17) ein, so wird 


C— he x..." [a (% — ay) — By(y—%)] + U,, 


u— t= aoe, [,(%—2) — B,(y—yo)] + U2; 


oa B, — a8 
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wo U,, U,' Potenzreihen in  — x, y — y sind, welche mit Gliedern 
quadratischer Dimension anfangen. Umgekehrt lassen sich hieraus 
xz — x, und y — y, als Potenzreihen in 


u —— Uo 
und 
(u’ — Ug’) — v9 (WU — Up) 
= 
darstellen, wo 
% « £28. 
a + Bu 


Fiir den Fall, dass die y; in TT alle einen g-fachen Punkt haben, 
bleibt das Gesagte wesentlich erhalten; nur dass die Ausdriicke (19) 
uw bis zur eg Ordnung hin’ enthalten, also eine rationale Curve [, 
oe’ Ordnung, auf F liefern. 

B) Die x; von (13) mégen zwei benachbarte einfache Punkte von 
f, TT und TT,, als einfache Fundamentalpunkte besitzen; d. h, die ; 
sollen durch TT gehen und die Richtung TTT, von f alle zur Tangente 
haben. 


Fiir diese Richtung, welche eine Fundamentalrichtung der Trans- 
formation von f in F sein wird, nehmen wir 


4 —_ 0, 7= 0, 
und schreiben — was vermége linearer Transformation modglich ist — 
My =E +4, +1, Ey +m, 0? +---—=(y, +k, +1,4-+m, uw?) b+ 8, (8), 
fo= hy P+, Eg+ my’ +---=—(k, thu +m, wm’)? + 84, (6), 
tgs B+ 1g EQ myn? +--+ -—= (ky +1, 6+ mw?) E? + 645 (6), 
Le=N +h S +L Eg + my? +- += E + (a, +h, +lu+m,w?)s?-+-84,(8). 
8’) Sei w von O verschieden. Dann wird: 


am th thot met ¢ 1 26 (g), 


u 
k 2 
9 thet met E+ £26,(E), 
ks 2 
t= phe tet E + Eo, (E), 
(Ausdriicke, die sich auch als ganze Functionen von 
te und Vy 
oder als ganze Functionen von 
© und 


Ore |33 


schreiben lassen). 
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Hieraus folgt zuniichst, dass diesen verschiedenen Richtungen p in 
TT hier die Richtungen in dem einen Punkt P von F mit den Coordi- 
naten 2% =0, y, = 0, 2 =O entsprechen. Da fiir kleine Werthe 
von § die Gréssen xz, y, ¢ quadratische Functionen des Parameters u 
werden, so folgt weiter, dass die entsprechenden Tangentenrichtungen 
in P einen Kegel zweiter Ordnung bilden, dass also F in P einen 
Doppelpunkt erhailt, und zwar einen isolirten Doppelpunkt mit im 
Allgemeinen nicht-zerfallendem Tangentenkegel. Denn wenn 


myth i m, 
k, lL m,|=A 
k, ls mg | 


und die Unterdeterminanten von A mit A;, bezeichnet werden, so hat 
mah 


4-3 =Ay@ + Any + Oy2+-°°, 
A-& = A,.t + Any + Age +-->, 
Ay = A+ wb + = Aye + Aggy + Age +--+ 


also als Gleichung des Tangentenkegels von F in P: 


(Ai2@+ Arey + Ago 2)? — (04, 2-+ Any +4512) (Oyg@+ Aygy + Ag32) =. 
Der Richtung w in TT entspricht die eine bewegliche Richtung, in 
welcher dieser Kegel von 


(Aig 2+ Ay3 y+ A532) — H(A. %+A»y+45.2) = 0 
geschnitten wird. 
Fiir die Integrale wird: 


— 7 a {(@ Ayo +B Aj3)@ + (@ Ago +B Aos)y 
+ (@ 43.46 A;3)2} + ++ % 
u— Uy = x {(a’ Ayo+ B’A,3) x + (a A..+ 8 dys) y 
+ (@A;, +6'4;;)#} sds 
Im Besonderen kann auch A = 0 werden, wonach dann der Tan- 
gentenkegel in eine doppelte Ebene iibergeht. 


6’) Sei nun » = 0 betrachtet, also die Richtung §=—0, y —0 
von TT. Dann wird 


n= Ub? + wn +---, E— ab + (a,u,+b)B+---, 
tr = (Go +h) e + [a +4)e +h +--- 

Xs hy 8? + (lytty +fad® +--+ 

ts yb? + (lat thy) + = * + 

(Hi +%)E + Gerth tees + --:, 


Xs 
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also, wenn man setzt 


ay + ky ky 
XL= ‘ = ——_— 4, = — : 
. Ma + ky Yo Myth,’ . ty +h, 





zt— Xo = (— @.%+ m;) ate + o% % 
Y — Yo = (—H2 Yo +m) aE +++, 
2 — by = (— My &)+m,) oak $f .-., 


wo die Gréssen m,, m,, m, einfach von mw, abhiingen. Hieraus folgt, 


dass der einen Richtung lim + = « = von TT unendlich viele Punkte 


von Ff entsprechen, welche eine Gerade [ bilden. Deren Punkte 
(9, Yo» 2) entsprechen den verschiedenen Werthen von lim oy = fl,. 


In einem solchen Punkte von Ff’, also bei festem u,, liefern die letzten 
Formeln die Entwicklung der Coordinaten nach Potenzen von — und 
u,§; und die Umkehrung liefert § und w,£, also auch & und y, als 
ganze Potenzreihen in — a, und y—y,. Fiir die Integrale hat 
man zugleich bei festem w, Entwicklungen der Form: 


u— um = ab + Bus, P+ buts, )P+---, 

w— uy =o § + (Bu, +B,)e + (Bu,+h,)+---, 
wo a, B, a’, B’ die Gréssen von (17), die B,, B,’, B,... von mw, unab- 
hangig sind. Da 

aE Tia ~ BE Gent 2088 aE + 
mit Gliedern zweiter Dimension anfingt, kann man dasselbe in Bezug 
auf die Entwicklung von 
$595 — 95 8h awa. (Ey 

nach Potenzen von  — x), y — y schliessen — was sich durch Fort- 
setzung der Rechnung auch direct ergiibe —; d. h. die Fliche 


AB —BA =0 


beriihrt die Fliche F’ in jedem Punkte der Geraden [. 

y) Die Flichen y; von (13) mégen den einfachen Punkt TT von f 
zum Doppelpunkt besitzen und zugleich die Richtung TITT, von f ge- 
meinsam haben, so dass dieselbe Fundamentalrichtung der Transfor- 
mation wird. 

Sei wieder diese Richtung im Punkt TT oder (§ = » = = 0) als 
€=0, 7 = 0 genommen; so wird 


ta = (hE lin) + S(msE+ pint gi) + ib + ++ 
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y’) Sei zuerst die Richtung lim i = von 0 verschieden. 
Dann wird 





ea hth 4 tq, ye Behe 4 2,@, om bthe 4 ti, 


woraus genau dieselben Schliisse, wie in «) folgen, nimlich dass den 
verschiedenen Richtungen w (wu =|=0) durch TT die Punkte einer Geraden 
[, entsprechen, lings deren AB’ — BA’ zu 0 wird, ete. 

y”") Sei nun wp = 0; und » und € wie in £”). 

Dann hat man 


Li = (Uy kip aym+n)e+---, 


k (@,m,-+1r . 
_— re: Bieta + 6a), 
und analog y und zg. Dies liefert, den verschiedenen Werthen von p, 
entsprechend, eine zweite Gerade [, von F', welche mit der ersten 
Geraden [, den Punkt P mit w—0, uw, —oo, d. bh. mit 


also 





lle AW Ze, S|: 
gemeinsam hat, einen Punkt, den wir in y””) weiter betrachten werden. 
Fiir einen von gu, = oo verschiedenen Punkt dieser Geraden [, gelten 
genau dieselben Schliisse, wie in 6”). 


y”’) w=0, wu, —coc. Zur Untersuchung des in y”) genannten 
Punktes P: 
k : k 
%= E> Yes eat 
kann, wegen mw, = oo, nicht mehr eine Entwicklung von nach 
ganzen Potenzen von & dienen; vielmehr tritt hier der, schon oben zu 
(16) bemerkte Fall ein, dass man fiir § und y Reihen setzen muss, 
die nach ganzen Potenzen eines Parameters ¢ fortlaufen. Es geniigt 


UT] 
5 


= 0, lim $ = Oo, zu setzen: 
EF, eer el + art--- 


$= att + ea +--- 


hier, wo lim - 


wonach 


Ferner wird 


u = okt + (ok: +e°l+a,m+r)h+--- 


also 

1 ’ t 
oa -e ke {k, (1, e? + a)m,+7,) — ky (e+ aym,+1,)} rm ad 
und analog y — y, und g — g,. Diese Entwicklungen gehen also fort 


t 
nach ganzen Potenzen von e¢ und = oder auch nach solchen von 


n & 
+ und = 

3 e* 
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und fangen mit linearen Gliedern in beiden Gréssen an, so dass der 
Punkt P im Allgemeinen ein einfacher Punkt von f wird. 

Diese Gréssen lassen sich also auch umgekehrt in Reihen nach 
ganzen Potenzen von x — x, und y — y, entwickeln, welche mit linearen 
Gliedern anfangen, von der Form: 


i= A, (4 — 2%) + A, (Y¥—¥) + sibs be 
= = A, (%@—%q) + Aa'(y—Yo) + - 


so dass man erhilt: 
B= {4,(@—a%) +4, (y — Y)} {4,5 (@—a%) +4 (y—H)} +---, 
yo {4,(%—a) +4, (y—yo)}? ; {4,'(@—a%q) + Ay (y—Yo)} dr 
Fiir die Integrale hat man, wenn man noch 


t 
ei=—+t,, —S 


setzt : 
u—u =—aP+ Poh+---=—att,+fPt7t,+---, 
w—u =e? + Poh+---—att, + ptt +-->, 
demnach 
Ou ow _ ou ow aa ou ow ou a) 
Ot, Oty >, Ot, = Aydg —4a, \Oa Oy éy Ox 





= ; (AB —BA)=(o p—af')t2t,4+--- 
Cid ay ww =.) 
=(a' B— ap’) 9? + 
d, h. die Fliche Q = 0 trifft F = 0 im einfachen Punkt P wie eine 
Fliche mit 3-fachem Punkt. 
Nimmt man z. B, die direct, ohne Hilfe von f=—0, eindeutig 
umkehrbare Substitution 
| atis2a= yo ee 
ey eee yy Aree rp 
woraus 


E=—a2(y—lxz), y= a2r(y—lx), §€=—x(y—Iz) (s—mz), 
deren Determinante 
A = — #(y—/1z)’, 
so geht eine Fliache 
0=—/810=f+Atht+::> 
nach Weglassung des Factors 


M = x(y—I/z) 
iiber in 


O= FO, y, 2) = (¢—mz)+ F,+ Fi +--- 
wo die F; homogen von der i*** Dimension in 2, y,¢ sind und den 








so 


un 
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Factor x(y—lx) besitzen. Ist dann Q (&, 4, §) = 0 die zu f gehdrige 
Fliche g;, so wird Q fir § —0, y =—0, § =O nicht verschwinden; 


sei also 
Q (, N, {)= K (a, Y, £), 
so wird auch K fiir die beiden entsprechenden Geraden von F: 


r,:¢—mz=0, y—la=0 
und 
I,:2=0, r=0 


nicht verschwinden. Die zu F gehérige Fliche gy wird dann: 
K-A 
Q(z, y, 2) = ye = — Kv (y—l2z) = 0; 


diese Fliche geht also in der That durch [, und berihrt F lings [, 
in erster Ordnung, im Schnittpunkte (c—=0, y=0, z—=0) von T, und I, 
in zweiter Ordnung. 


Erlangen, 1886. 








Ueber einen Beweis der Zeuthen’schen Verallgemeinerung des 
Satzes von der Erhaltung des Geschlechts. 


Von 


Witnetm Weiss, z. Z. in Erlangen. 


Der Riemann’sche Satz, dass zwei algebraische Curven, deren 
Punkte sich gegenseitig eindeutig entsprechen, von gleichem Geschlechte 
sein miissen, ist von Zeuthen (Mathemat. Annalen Band III) in folgender 
Weise verallgemeinert worden: 

Findet zwischen den Punkten sweier algebraischer Curven vom 
Geschlechte p,, beziehungsweise p,, ein X,, X_-deutiges Entsprechen statt, 
und treten dabei t,, beziehungsweise t,, Coincidenzen auf, so besteht die 
Beziehung: 

t, -—— t, = 2a, (p, —1) — 2a, (p,—1). 
Fir 2,=—2,=—1, also ¢,—+¢,=—0, folgt der Riemann’sche Satz. 
Dieser Zeuthen’sche Satz soll im folgenden durch eine riiumliche 
Betrachtung bewiesen werden. 

Dazu beweisen wir, unmittelbar geometrisch, einen Satz iiber 
algebraische Regelflichen, der auch sonst vielfach angewendet werden 
kann: 

Enthilt eine algebraische Regelfliche vom Geschlechte p eine k-fache 
Curve vom Geschlechte x, die von jeder Erzeugenden nur einmal ge- 
schnitten wird, und liegen auf dieser Curve ,,t‘* Spiteen (pinch points, 
sommets) der Regelfliiche, so besteht immer die Beziehung: 

(a) 2p -— 2 = ¢t + 2k (xa—1). 

Es sei N die Ordnung, R der Rang der Regelfliiche vom Geschlechte 
p, n die Ordnung der k-fachen Curve Cy vom Geschlechte z. 

Wir betrachten die von den Tangentialebenen der Regelfliiche in 
allen Punkten der Cy gebildete (der Regelfliche lings der Cy um- 
schriebene) Developpable. Indem wir die Classe ,,c“ derselben auf 


doppelte Weise ausdriicken, werden wir sofort zu der Beziehung (a) 
gelangen. 








— ee ee —_— -— & ee & — 
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Um die Anzahl der Ebenen, welche die Developpable durch einen 
beliebigen Punkt O des Raumes schickt, zu bestimmen, schneiden wir 
die Regelfliche mit ihrer ersten Polarflaiche beziiglich O. Der durch 
die vielfachen Curven der Regelfliiche nicht absorbirte Theil des 
Schnittes ist eine Curve Tg von der Ordnung R, welche auf jeder 
Erzeugenden der Regelfliiche nur einen Punkt hat, den Beriihrungs- 
punkt m der Verbindungsebene dieser Erzeugenden mit O. Die [p 
und die Cy sind vermége der Erzeugenden der Regelfliche (1, k)- 
deutig auf einander bezogen und wiirden daher eine Regelfliche von 
der Ordnung R + nk erzeugen, wenn sie nicht entsprechend gemein- 
same Schnittpunkte hiitten. Solche sind aber vorhanden; und zwar, 
zunichst in den ¢ pinch-points; denn betrachten wir die einem solchen 
zugehorige Erzeugende (Torsallinie), so beriihrt die Verbindungsebene 
derselben mit O die Regelfliche im pinch-point, und der zugehdérige 
Punkt m der [, fallt somit mit diesem zusammen, Weiter geschieht es, 
da wir annahmen, dass c Tangentialebenen der Developpablen durch O 
gehen, genau c mal, dass fiir eine gewohnliche Erzeugende der Punkt 









































m der [Tp auf die Cy riickt, was weitere c einfach entsprechend ge- 

meinsame Punkte der CZ und [pz bedingt. Daher ist die Ordnung der 

durch die Beziehung beider Curven erzeugten Regelfliche 

R+n-k—t—e. 

Da aber diese mit der gegebenen Regelfliiche identisch ist, hat man: 
R+u-k—t—c=N 

oder 

(1) e=m=R—N+n-k—-t. 

Nun bestimmen wir die Classe c der Developpablen auch durch 
Betrachtung der Classencurve, welche die Tangentialebenen der Regel- 
fliche in den Punkten der C% in eine beliebige Ebene EF einschneiden. 
Sei r = 2 (n—1)+ 2a die Ordnung, von C,, der Schnittcurve, der 
Tangentenfliche derC{ mit E. Die Schnittcurve der Regelfliche mit 
E sei Cy. 

Durch einen Punkt ,,e“ der C, geht eine Tangente der (7%; ihr 
Beriihrungspunkt sei a. Durch a gehen & Erzeugende der Regelfliche, 
die auf der Cy, k Punkte «’ bestimmen. Die Geraden @ a’ sind Tan- 
genten der zu betrachtenden Classencurve. Auf diese Art werden 
die C. und die Cy (1, k)-deutig auf einander bezogen und wiirden 
daher durch die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte eine Ein- 
hiillende von der Classe n + k-r liefern, wenn sie nicht entsprechend 
gemeinsame Punkte hiitten. Von einem Schnittpunkte der Cy mit EZ 
gehen aber eine Tangente der Cy und gleichzeitig & Erzeugende der 
Regelfliiche aus, desshalb zihlt ein solcher Punkt genau fiir & ent- 
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sprechend gemeinsame Punkte der C, und Cy. Die wirkliche Classe der 
Einhiillenden ist also N + kr — kn, so dass jetzt folgt: 


(2) c= N+kr—kn 
oder 
(3) e=N+n-k+ 2k (x—1). 


Durch Gleichsetzung auch der rechten Seiten der Gleichungen (1) 
und (3) folgt, wenn man noch fiir R seinen Werth R — 2(N—1) + 2p 
einfiihrt: 

2p — 2=—t-+ 2k (x—1), 
was die zu beweisende Beziehung ist. 

Nehmen wir nun an, dass die auf der Regelfliiche (N, R, p) 
liegende k-fache Curve C,, 6 Kiickkehrpunkte*) hat. Das Geschlecht 
der Curve sei auch jetzt mit a bezeichnet. Ein Riickkehrpunkt der 
k-fachen Curve verursacht in der liegelfliiche, wie bekannt, entweder 
kK Riickkehrerzeugende (Erzeugung durch Leitcurven) oder k vom 
Riickkehrpunkte ausgehende, von einander getrennte, Torsallinien 
(Erzeugung durch punktweises Entsprechen zweier Curven). 

Wir haben daher nur anzugeben, wie diese beiden Fiille die 
Gleichungen (1) und (3) veriindern. 

Die Verbindungsebene einer Riickkehrerzeugenden mit dem Punkte 
O beriihrt die Regelfliiche in zwei consecutiven Punkten m dieser 
Erzeugenden, die aber im allgemeinen nicht in den zugehdrigen 
Riickkehrpunkt der C7 fallen. Daher wird das Verhalten der Tz gegen 
die CZ gar nicht modificirt; es gilt auch hier die Gleichung: 

(1) c= R—N+n-k—-t, 
wo aber jetzt 

R= 2(N—1)+2p—6-k 
zu setzen ist. 

Im zweiten Falle bewirken die k, vom Riickkehrpunkte ausgehen- 
den, getrennten, Torsallinien, dass man neben den ¢ schon vorhandenen, 
noch k weitere pinch-points auf der CZ anzunehmen hat. Daher lautet 
hier die Gleichung (1) einfach: 

(1”) e= R—N+nk —i— Bk. 

Die Betrachtung, die zur Gleichung (3) fiihrt, wird durch die B 
Riickkehrpunkte der C2 gar nicht beeinflusst. Man hat hier: 

(2’) c= N+ nk + 2k (x—1) — Bk 
weil jetzt bekanntlich r = 2(n—1) + 2m — £ ist. 

Durch Gleichsetzung auch der rechten Seiten von (1'), (2’), und 
(1"), (2°), folgt, dass die Bezichung 2p — 2—t-+ 2k (a—1) durch 
Riickkehrpunkte der k-fachen Curve nicht beeinflusst wird. 


*) Eigentliche Doppelpunkte bediirfen offenbar keiner Erwihnung. 








sck 
Be 


un 


zu 


vo 














Ueber Zeuthen’s Verallgemeinerung des Geschlechtssatzes. 385 


Es sei endlich die k-fache Curve CZ eine ebene Curve vom Ge- 
schlechte x mit « Doppel- und 6 Riickkehrpunkten. Dann bleiben die 
Betrachtungen die zu (1) resp. (1’) oder (1°) fithren, véllig ungeindert, 
und auch die Gleichung (2) und damit (3) und (2’) behalten ihre 
Giltigkeit, da jetzt nur unter r die Classe der ebenen Curve 

r= n(n—1l) —2a— 368 —2 (n—1)+2a—8 
zu verstehen ist. (Es tritt offenbar in der friiheren beliebigen Ebene 
LE, statt der (1, k)-deutigen Beziehung zwischen der Cy und C,, jetzt 
die (1, kr)-deutige Beziehung zwischen der Cy und der Schnittlinie der 
Ebene EZ mit der Ebene der C% auf; der weitere Schluss ist genau 
wie friiher.) 

Dieser Satz tiber Regelflichen mége nun zum Beweis des Satzes 
von Zeuthen verwendet werden. 

Es seien C%! und Cm? zwei algebraische Curven von den Ordnungen 
M,, M,, vom Geschlecht 2,, 2, und mit 6,, beziehungsweise B,, Riick- 
kehrpunkten. 

Diese beiden Curven sollen so aufeinander bezogen sein, dass 
einem Punkte der C%', x, Punkte auf CO, und einem Punkte der 
C,° , x, Punkte auf C7: entsprechen, und dass dabei auf der ersten 
Curve ¢, und auf der zweiten Curve ¢, Coincidenzen auftreten. 

Die CX und C% diirfen dabei entweder zwei Raumcurven, oder 
eine Raumeurve und eine ebene Curve, oder endlich zwei ebene 
Curven sein, in welch’ letzterem Falle wir sie aber in zwei verschiedenen 
Kbenen liegend annehmen. 

Wir verbinden die correspondirenden Punkte beider Curven durch 
Gerade und erhalten eine Regelfliiche. Das Geschlecht derselben sei p. 

Auf dieser Fliche ist C7: eine x,-fache Curve, die von einer Er- 
zeugenden nur einmal getroffen wird, ¢, eigentliche pinch-points enthilt 
und iiberdies 6, Riickkehrpunkte hat. 

Daher besteht nach vorigem Satze fiir C7! die Beziehung: 

2p — 2 —b, + 2a, (w,—1), 
und analog gilt fiir C7: 
2p — 2=—1t, + 2, (a,—1). 
Durch Gleichsetzung auch der rechten Seiten folgt: 
t, — t, = 2a, (a,—1) — 2x, (#,—1}), 
was der Satz von Zeuthen ist. 


Erlangen 14. November 1886. 








Ueber hyperelliptische Curven. 
Von 


Kart Bonex in Prag. 


Kine algebraische Curve Ci, der Ordnung m vom Geschlechte 
p > 1 kann nur eine einzige lineare einfach unendliche Schaar g! von 
(iruppen zu zwei Punkten enthalten und ist durch das Auftreten einer 
solehen als hyperelliptische Curve charakterisirt.*) 

Das Vorhandensein der gi wirkt in gewisser Weise noch auf die 
wu Ch adjungirten Curven der (m—3)" Ordnung ein und es besteht 
der bekaunte Satz, welcher die hyperelliptische Curve ebenso charakte- 
risirt, wie das Auftreten einer g{"), dass jede adjungirte Curve (m—3)'* 
Ordnung, welche durch einen Punkt der C2 geht noch einen zweiten 
Punkt der Ch enthiilt. Die einander so zugeordneten Punkte bilden 
die gf’. Kinen andern diesbeziiglichen Satz fiir den Fall 2p < m— 1 
habe ich in den Wiener Berichten veréffentlicht. *) 

Ich will im Nachstehenden das Vorhandensein einer g\) auf Ch 


m 
dazu benutzen, diese C2 durch ihre Paare von gp auf zwei rationale 
Curvenschaaren modglichst niedriger Ordnung zu beziehen um so durch 
den Sehnitt entsprechender Curven der Schaaren die Ch zu erzeugen. 
Im ersten Abschnitte werden diese Curvenschaaren miglichst 
niedriger Ordnung aufgesucht, im zweiten sodann die Gleichungen zweier 
hyperelliptischen Curven nebst dem vollstiindigen System der zu ihnen 
adjungirten Curven (m — 3) Ordnung aufgestellt. Der erste Fall 
bezieht sich auf die allgemeinen hyperelliptischen Curven von der 
Ordnung m und dem Geschlechte m —3, der andere giebt nur specielle 
Curven vom Geschlechte p und der Ordnung m = 2p sobald p > 4. 


*) Vergl. Brill und Néther , Ueber algebraische Functionen“. Diese Annalen 
Band VII, pag. 269. 

**) Vergl. Sitzungsberichte der k, Akademie der Wissenschaften XCIII, Bd., 
18, Miirz 1886. 
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Hyperelliptische Curven. 


1, 
Specielle Curvenschaaren, welche die g) ausschneiden. 


§ 1. 


Das Maximalgeschlecht der hyperelliptischen Curven und die zugehérige 
Enveloppe ©. 


1. Ist Ch hyperelliptisch, so kann eine adjungirte Curve (m— 4) 
Ordnung nicht existiren. Denn da jede adjungirte Curve m der (m— 3)!" 
Ordnung, welche durch einen Punkt a der Ch geht, noch einen weiteren 
Punkt @ der C2 enthiilt, so miisste jede Gerade, welche durch a geht, 
auch « enthalten, da sie mit der vorausgesetzten adjungirten Curve 
(m—4)" Ordnung eine adjungirte (m— 3) Ordnung bilden wiirde, 

Vaistirt also eine adjungirte Curve (m— 4)" Ordnung, so kann 
Ci, nicht hyperelliptisch sein. 

Hieraus folgt, dass fiir cine hyperelliptische Curve C}, stels m>p--1 
sein muss. Denn wiire m<p-+ 1, also m —2<p 1, so kénnte 
man von einer adjungirten Curve m der (m—3)*" Ordnung (m— 2) 
Punkte auf einer Geraden annehmen, und g@ miisste dann in diese 
Gerade und in eine adjungirte Curve (m—4)'*" Ordnung zerfallen. 

Ist fiir die hyperelliptische Curve Ch m= p-+- 2, so besitet Ch 
nothwendig einen p-fachen Punkt. 

Jede zu Ch adjungirte Curve x der (m — 2)" Ordnung, welche 
durch (p—1) Paare der g{" von Ch geht, zerfiillt in die Curve g, 
welche durch die (p—-1) Paare geht und in eine Gerade, sobald 
m == p + 2 ist. 7 

Denn jede x schneidet Ch in Gruppen von m Punkten, die einer 
Vollschaar von der Mannigfaltigkeit q angehéren mdgen. Kine solche 
Gruppe ist die auf einer beliebigen Geraden gelegene und da diese 
keine Specialgruppe sein kann, denn bei einer hyperelliptischen Curve 
kéunen Specialgruppen nur aus Paaren der g) bestehen, so ist die 
Mannigfaltigkeit der Vollschaar, welcher sie angehért, nothwendig 
m— p= 2, also ist q=—= 2, und siimmtliche x miissen mithin in die 
feste m und in die Geraden der Ebene zerfallen. 

Nun legen wir durch eine Gruppe a, @ der g(" eine adjungirte 
Curve x der (m— 2)" Ordnung, dann geht durch den Restschnitt 
von x mit Of ein Bischel von Curven x, welcher die g{ ausschneidet. 
Wir wiihlen x als die Curve, welche aus der Geraden aa und einer 
willkiirlichen g besteht. Da dann alle adjungirten Curven (m— 2) 


Ordnung, welche durch die (p—1) Paare von Cj}, auf » gehen in » 
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und eine Gerade zerfallen miissen, so kann nur ein Biischel von Ge- 
raden auftreten, welcher durch die (m—2) tbrigen Schnittpunkte von 
aa mit C2 geht, und die g) ausschneidet, Daher miissen auf aa und 
ebenso auf jeder Geraden, welche ein Paar der gi triigt, die m — 2 
iibrigen Schnittpunkte mit C2 in einen Punkt zusammenfallen, d. h. C2 
hat einen p-fachen Punkt und die durch ihn gehenden Strahlen schneiden 
die g) auf Cy aus. 

Die Curven g miissen daher siimmtliche in (y—1) Geraden durch 
den p-fachen Punkt zerfallen.*) Wir setzen im Folgenden stets 
p > m — 2 voraus, da der eben betrachtete Fall » = m — 2 einfach 
direct erledigt werden kann, und auch der bei Weitem Bekannteste ist. 


*) Auch bei anderen hyperelliptischen Curven C? kénnen siimmtliche ad- 
jungirte Curven (m—3)'** Ordnung zerfallen. Nimmt man beispielsweise einen 
Biischel rationaler Curven vet Ordnung, welche in den Basispunkten des Biischels 
v;fache Puncte besitzen, so dass 


>" = y%, Sy, = 37 —2 


aaa“t 

ist, wobei die & sich auf alle Basispunkte 7 an Zahl bezieht und legt ferner 
durch einige von ihnen eine Curve E der Ordnung ¢ mit ¢,-fachen Punkten wobei 
&; sich auf denselben Punkt wie »,; bezieht, so dass ¢; >0 sein kann und 


St = ¢%, DS = 38, >= re 
ist, H also rational und durch die ¢,-fachen Punkte vollstiindig bestimmt, sowie 


von den Curven des Biischels vet Ordnung nicht mehr geschnitten wird; so kann 
man eine Curve C,, der Ordnung 


m=v(p—i1)+2+3 


construiren, welche in dem Punkte 7 einen 
8; = »;,(p—1) + ¢;-+ 1-fachen 

Punkt besitzt, denn es sind von der Curve noch 

1 1 , , ‘ 

zy m(m+3)— 5 > 8; (4;+1) = 6(p—1) + 9(2--9) 
Punkte willkiirlich, also kann p stets so gross gewihlt werden, dass diese Anzahl 
grésser als Nuli ist. Nun schneidet aber jede Curve des Biischels die C,, in 

ym — +9,0;= 2 


Punkten und C,, ist also hyperelliptisch. Ihr Geschlecht ergiebt sich 


> (m—1) (m—2) — 5 >8;(8;— 1) =p 


und da jede adjungirte Curve (m—3)* Ordnung eine Curve des Biischels nicht 
ausserhalb der vielfachen Punkte schneiden kann, da 


v(m—3) = > (3;- 1) 
ist, so zerfallt jede m in (p—1) Curven des Biischels und in HZ. Man erhiilt solche 


Curven C? wenn man eine ebene Cremonatransformation auf eine hyperelliptische 
Curve vom Geschlechte p und der Ordnung p + 2 anwendet. 
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2. Die Geraden aa, welche die Punktepaare der g) von Ch 
tragen, hiillen eine Enveloppe © der Classe c = m — p — 1 ein, die 
rational ist, da sie auf einen die g‘') ausschneidenden Bischel eindeutig 
durch ihre Tangenten bezogen ist. Ihre Classe ¢ ergiebt sich aus 
nachstehender Betrachtung. Projicirt man die Paare der g) aus einem 
beliebigen Punkte ¢ der Ebene, so erhalt man im Strahlenbiischel ¢ 
eine m... m-deutige Beziehung, welche 2m Coincidenzen enthalt. Zu 
diesen zahlen die Strahlen, welche ¢ mit den 2p-+ 2 Coincidenzpunkten 
der g@) auf Cy, verbinden. Die 2m— 2p — 2 tibrigen Doppelstrahlen 
zihlen jeder als zwei Coincidenzen, so dass durch ¢ nur m — p — 1 
Strahlen gehen, welche Paare der g‘) auf Cz tragen. 

Die Enveloppe © kann reducibel sein. Und zwar kénnen entweder 
Punkte von Cf zu ihr zihlen, dann muss ein solcher Punkt ein viel- 
facher Punkt von C2 sein, so dass einem Punkte auf einem der hiv- 
durchgehenden Zweige ein Punkt in gi entspricht, der auch in den 
vielfachen Punkt, aber auf einen andern Zweig fiallt. Als Beispiel fiir 
dieses Auftreten von Punkten, die zu © gehéren kann eine Curve von 
der Ordnung m und dem Geschlecht p < m — 2 mit einem (m—2)- 
fachen Punkt dienen. Dieselbe besitzt noch m — p — 2 Doppelpunkte, 
die mit dem (m — 2)-fachen Punkt zusammen die © darstellen, deren 
Gesammtclasse dann m — p — 1 wird. 

Oder © kann die v'* Potenz einer Enveloppe © der Classe < 
sein, wo dann jede Tangente von © v Paare der gi!) tragt. Speciell 
kann ¢ = v werden, also ©’ auf einen Punkt sich reduciren. Beispiele 
fiir solche hyperelliptische Curven habe ich in meiner Dissertations- 
schrift angegeben.*) 

Wir setzen im Folgenden © irreducibel voraus, so dass also die 
Tangenten der Enveloppe von einem Parameter rational in der ct” 
Potenz abhiingen. Es ist ¢c > 1 da wir m > p+ 2 voraussetzen. 

Unter der gemachten Voraussetzung der Irreducibilitét der € folgt, 
dass Ci keinen Punkt von grdsserer Vielfachheit als c haben kann. 
Denn gehen durch einen Punkt @ Zweige der CZ, so entsprechen den 
@ Punkten auf diesen Zweigen g Punkte der g(, von denen keiner 
in dem vielfachen Punkte auf einem anderen Zweige liegt, da sonst 
dieser vielfache Punkt zu € gehdren wiirde, © also reducibel wire. 
Die @ Geraden, welche den vielfachen Punkt mit den @ ihm ent- 
sprechenden Punkten verbinden, sind Tangenten von ©: also ist e<c. 

3. Die Tangenten von  bilden offenbar eine Schaar von Curven, 


*) Vergl. auch Sitzungsberichte der k. Akademie in Wien: ,,Ueber gewisse 
involutorische Transformationen der Ebene“. XCI. Band, 
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welche die g{" aus Ch ausschneiden und zwar von Curven niedrigster 
Ordnung. Sie enthalten einen Parameter 4 rational in der c' Ord- 
nung und ihre Gleichung ist 

A(i) =0, 
wobei A eine lineare Function der Coordinaten ist, die keine will- 
kiirlichen Constanten einschliesst, da die Gerade durch das Punktepaar 
a, « bestimmt ist. 

Nehmen wir als Curven ‘niichst héherer Ordnung Kegelschnitte, 
welche durch das Paar a, @ der g() gehen, so haben diese noch 3 
willkiirliche Constanten und wir kénnen daher ein lineares Netz von 
Kegelschnitten beliebig wiihlen und aus diesem die Schaar von Kegel- 
schnitten bestimmen, von denen je einer durch ein Paar der g(” auf 
Cr geht. Durch jeden Punkt ¢ der Ebene gehen dann m + ¢ Kegel- 
schnitte des Netzes, welche Paare der g(!) tragen. Denn in dem Kegel- 
schnittsbiischel durch ¢ tritt, wenn man die g{ von Ch durch die 
Kegelschnitte des Biischels projicirt eine 2m... 2m-deutige Beziehung 
auf, die 4m Coincidenzen aufweist. 2p + 2 dieser Coincidenzen liefern 
die 2p + 2 Kegelschnitte, welche nach den Coincidenzpunkten der g{ 
auf Ch hingehen, die tibrigen 4m — 2p — 2 zihlen jeder als zwei 
Coincidenzen, so dass 2m — p — 1 = m + c Kegelschnitte des Netzes 
durch einen Punkt gehen, welche Paare der g tragen. 

Die Kegelschnittsschaar wiirde also, wenn das Netz der Kegel- 
schnitte willkiirlich gewiihlt wird von einem Parameter, fiir welchen 
wir A wihlen kénnen, in der (m-+-c)'" Ordnung abhiingen. Wir werden 
zeigen, dass sich eine Schaar angeben lisst, die von niedrigerer Ord- 
nung in A ist, indem wir die niedrigste Ordnung von 4 angeben, in der 
es tiberhaupt auftreten kann. 


§ 2. 
Gleichungsform der hyperelliptischen Curve. 


4. Es sei » eine zu Ch adjungirte Curve der (m—3)" Ordnung, 
welche aus Cf die Paare b, B,, b,8,, - - -, bps Bp der gi? ausschneidet, 
a sei ein von diesen verschiedenes Paar der g, welches auf der 
Tangente A — A(d) = 0 von € liegen soll. 

Die Gerade A schneidet C% noch in (m—2) Punkten. Durch diese 
und die (»—1) Paare b; 8; auf m geht noch genau ein Biischel von 
Curven (m—2)'* Ordnung, welcher die g) auf C2 ausschneidet. Sei 


x = 0 die Curve (m—2)" Ordnung dieses Biischels, welche das Paar 
bp Bp, das von b,B; und ae@ verschieden sein soll, bestimmt. Der 
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Biischel von Curven (m—2)'* Ordnung, welcher die g{) ausschneidet, 
hat dann die Gleichung 


(1) Ag —uy=—0 

und zwar entspricht jedem yu ein einziges Paar der g) und umgekehrt. 
Es sei ferner K=O die Gleichung eines willkirlichen Kegel- 

schnittes durch a, «, welcher C2 ausserdem noch in 2m — 2 Punkten 

schneidet. Durch diese und die (p—1) Paare 0,6; auf g geht ein 


Biischel von Curven (m—1)'** Ordnung, welcher die g() ausschneidet, 
und seine Gleichung ist 


(2) Ko —uy—0, 
wobei wir voraussetzen wollen, dass die Curve » =O durch das Paar 
b»Bp geht. Dann kénnen wir demselben @ in (1) und (2) dasselbe 
Paar von g®) zuordnen und die Biischel (1) und (2) werden durch die 
Paare der g) auf einander projectivisch bezogen sein. Ihr Erzeugniss 
ist ausser der Ch} noch die Curve gy, da fir « =O sie ein Bestand- 
theil entsprechender Curven der Biischel wird. Ist also ® =O die 
Gleichung der Curve Ci so wird 
(3) C-o= Ay — Ky, 
wo C eine Constante ist. 

5. Die Gleichung (3) lisst uns das Verhalten der Curven » und 
z in den vielfachen Punkten von C2 einfach tibersehen, weshalb es 
hier erwihnt werden mag. 

Ist d ein solcher d-facher Punkt von Ch, also fiir »~—O und 
4 = 0 je (0 —1)-fach, wihrend A und K nicht durch d gehen, so 
sieht man, dass y= 0 von ® = 0 in d in genau soviel Punkten ge- 
schnitten wird, wie von y= 0 d. h. » =O schneidet y — 0 in d in 
6(8—1) Punkten. Da aber beide Curven nur (0—1)-fache Punkte in 
d haben, so miissen einander y — 0 und y = 0 in jedem Zweige be- 
riihren; denn es wird auch umgekehrt y= 0 in d von ® =O genau 
in soviel Punkten geschnitten, wie von x = 0. 

Daher folgt: die Curven der Biischel (1) und (2), welche demselben 
u entsprechen, beriihren einander in den vielfachen Punkten von Ch. 
Es ist dies so zu verstehon, dass jeder der (0—1) Zweige der einen 
Curve von einem der (0—1) Zweige der anderen Curve beriihrt wird. 
Denn aus (3) ergiebt sich durch Multiplication mit p 


Coo =(Ag—ex)¥ — (Kp—uy)z 
und die obige Betrachtung gilt genau in derselben Weise fiir die Curven 
Ap—py=0 und Kpo—py—0. 
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Es ist auch 
8:8: — 1) + 2p — (m—1) (m—2) 


d. h. die Curven (m—2)'** und (m—1i)'* Ordnung, welche sich in 
den p Paaren 0,8; treffen, schneiden einander ausser in den vielfachen 
Punkten von C* nicht mehr, woselbst sie einander beriihren miissen. 
Denn da das Erzeugniss der Biischel nur » und Cz war, so kénnen 
einander entsprechende Curven nur auf Cf treffen, da @ keine Curve 
der Biischel mehr schneidet. Da aber auf CZ nur zwei Punkte 
liegen kénnen, so miissen die iibrigen Punkte in die vielfachen Punkte 
von Cj}, fallen. Dieses kann aber nur dadurch geschehen, dass sich 
entsprechende Curven daselbst beriihren.*) 

Halt man x fest, aindert aber den Kegelschnitt K durch ae und 
legt stets durch die 2m — 2 tibrigen Schnittpunkte und die p Paare 
b; B;, die Curve (m— 1)" Ordnung, so erkennt man, dass sich alle diese 
Curven (m—1)'*" Ordnung in den vielfachen Punkten von C} beriihren, 
indem sie alle die x beriihren. 

Aber es folgt auch umgekehrt: Jede Curve w’ der (m—1) Ord- 
nung, welche in den vielfachen Punkten von C) die , beriihrt und durch 
die p Paare auf x geht, schneidet Ch in 2m—2 Punkten, die auf 
emmem Kegelschnitte durch aa legen. Ist naimlich B eine beliebige 
lineare Function der Coordinaten, so ist die allgemeinste Curve y’ der 
verlangten Art gegeben durch 


vy =v— By—0; 


denn sie geht durch das vollstiindige Schnittpunktesystem der Curve 
w=( und y=—0. Es ist daher 


y=Swv+ Bz 
und somit lietert (3) 
CoO= Ay — (K—AB)z 
d. h. w =O schneidet © —( ausser in den Punkten, in welchen 
4, = 0 ist; noch in 2m — 2 Punkten, fiir welche 
K’'=}K—AB=0 


ist, die also auf einem Kegelschnitte liegen, der durch aa geht, da 
dieses Punktepaar auf 4A = 0 und K = 0 liegt. 


Je zwei Curven y —0, ~”’=—0 der erwiihnten Art schneiden 
einander noch in (m—1) Punkten, die auf derjenigen Geraden liegen, 


*) Vgl. Nother, ,,Ueber Schnittpunktsysteme einer algebraischen Curve mit 
nicht adjungirten Curven'. Diese Annalen Bd, XV, pag. 507. 
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auf welcher sich die ihnen entsprechenden Kegelschnitte K’ = 0, 
” == () ausser in aa noch schneiden. 


Denn ist 
y=y Pe’ By, 
y=Sy ‘em B’y, 
so ist 
K’=K—AB 
und 
K” = K — AB’ 
also 


y —yv =(B—B)z, 
K” — K'=(B-—B))A 


d. h. y = 0 und y” = 0 schneiden einander auf Bb — B’ = 0; ebenso 
K’=0 und KF” =0. 

Jede der Curven w und K enthilt hiernach 3 willktirliche Con- 
stanten, welche aber auf die Gleichung der C) keinen Einfluss haben, 
und die wir uns also fiir die Folge beliebig, aber fest gewahlt denken. 

6. Wir halten nun die Paare b,8,, b,B,...0p-1Bp-i, bp By, in 
denen sich w und x schneiden, fest, dieselben mégen auf den Tan- 
genten B,, B,...By_1, B, der Enveloppe © liegen, und lassen das 
Paar aa, welches die Tangente A bestimmt, die C2 durchlaufen. 

Wir wissen dann, dass A in (3) von einem Parameter 4 in der 
c = (m—p—1)'" Potenz rational abhingt. Da sich nun mit A offen- 
bar ~, K und x iindern, so hiingen auch diese von A ab und da jedem 
A, also auch jedem A, nur ein bestimmtes y, K, x entspricht, so 
hingen dieselben rational von 4 ab. 

Die Ordnung von x in 4 kénmen wir leicht angeben. 740 schneidet 
Cy ausser in den p festen Paaren in (m—2) Punkten einer Tangente 
A von ©, so dass auf dieser nur noch das Paar der g‘) liegt. Nun 
gehen durch einen Punkt x von Ci c Tangenten von €, wovon eine 
diejenige ist, welche x mit seinem zugeordneten § in g{ verbindet, 
und nur die ¢ — 1 tibrigen Tangenten durch z liefern Curven 7 —0, 
welche x enthalten und zwar jede eime und nur eine. y enthilt also 
A in der (c— 1)" Potenz. Es mége K den Parameter 4 in der 
oe’ Potenz enthalten, dann kann w diesen Parameter nur in der 
(9—1)" Potenz aufweisen, denn ® enthilt 4 sicherlich nicht, nur C 
kann von 4 abhiingen. Bedeutet also A(A°), dass 4 in A in der c'™ 
Potenz auftritt, so schreiben wir die Identit&ét (3) in der Form: 


(4)  Ofaete~t) == A(ae) p(ae-?) — K (ae) x(a). 


Man ersieht nun, dass ® <= ( erzeugt wird durch den Schnitt der 
Curven 
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A(a)=0, (At) = 0, 
A(a*)—= 0, K(de) =O, 
K(ae)=—0, y(de)—0. 


Und zwar durch die ersten wird jeder Punkt (c—1)-fach, durch die 

zweiten 1-fach durch die dritten (g—1)-fach erzeugt, da durch einen 

Punkt von Ch, c — 1,1 resp. @ — 1 einander zugeordnete Curven der 

Schaaren gehen, welche einander in diesem Punkte von C% schneiden. 
Wir wollen diese Erzeugungen der Reihe nach betrachten. 


§ 3. 
Erzeugung der hyperelliptischen Curve durch adjungirte Curven 
(m—2)** Ordnung und Tangenten von G. 

7. Die Curven 
(5) A(a)=0, x(4e") = 0, 
von denen die erste linear, die zweite von der (m—2)'** Ordnung in 
den Coordinaten ist, erzeugen Ch (c — 1)-fach, denn durch einen Punkt 
von Ci gehen (c—1) Curven x und auch die (c — 1) ihnen entsprechen- 
den Tangenten von ©. Zum Erzeugniss gehéren ferner die p Geraden 
B,, B,---B,, welche die p festen Paare der Cy, tragen. Denn fillt 
A mit einer dieser Geraden B; zusammen, so miisste x dieselbe in 
m Punkten schneiden, Sie zerfalit daher in B; und die Curve g; der 
(m—3)'*® Ordnung, welche durch die (p—1) tibrigen Paare geht. 
Da aber dann die entsprechende Tangente A eben B, ist, so haben 
die einander entsprechenden Curven A(A) und (A) die Gerade B; 
gemeinschaftlich und diese muss also zum Erzeugniss gehéren. Sonst 
kann x nicht in eine Gerade und eine p zerfallen, da diese durch die 
p Paare gehen miisste. Kine adjungirte Curve (m— 4)" Ordnung existirt 
aber nicht, also kann yx sonst iiberhaupt nicht mehr zerfallen, Das 
Erzeugniss der Curvenschaaren (5) ist also von der Gesammtordnung 
(c—1)m + p. 

Nun muss dieses Erzeugniss identisch sein mit der Curve, welche 
man erhailt, wenn man das Eliminationsresultat von 4 aus den beiden 
Gleichungen (5) gleich Null setzt. Das Eliminationsresultat ist aber 
von der Ordnung c(m—2) + ¢—1 und es ist in der That 


(c—1)m + p = c(m—2)+cec—1 
zu Folge des Werthes von c. 
Sind 4,,4,---A, die Werthe des Parameters 4, fiir welche 








wit 
(7) 
80 

(8) 


sei 


fol 
ab 


(9) 


wi! 


Er 















Hyperelliptische Curven. 


wird, also auch 


(7) 1(Ai) = Bigi, 
so muss 
(8) O(a) =0 


sein; denn setzt man in (4) fiir 4 den Werth 4,, so wiirde 
C(A,)® => B; [wp (a;) — K(d,): Vi] 
folgen, d. h. wire C(A,;) nicht gleich Null, so wire @ reducibel. Ist 
aber C(4,;) = 0 so sieht man, dass auch 
(9) v (A) = KA) gy 
wird, daher auch ~(A;) in g; und einen Kegelschnitt zerfillt. 


§ 4. 
Erzeugung der hyperelliptischen Curve durch ein Kegelschnittssystem 
und die Tangenten von ©. Gleichungen dieser Systeme. 


8. Die Systeme der Geraden und Kegelschnitte 
(10) A(a*)==0, K(de)=—0, 
welche ebenfalls die Ch erzeugen, sind gleichzeitig die Curven niedrigster 
Ordnung, welche auf die g@) von Ch eindeutig bezogen werden kénnen 
und es wird sich darum handeln auch die Ordnung @ von 4 in K(A) 
moglichst zu erniedrigen. 

A(d4)==0 schneidet den Kegelschnitt K(4)—0O nur in dem Punkte- 
paar a, von C* und es erzeugen beide Curvenschaaren die C} einfach, 
da durch jeden Punkt a von Ci nur ein Paar entsprechender Curven 
gehen. . 

Nebst Ci kénnen die Schaaren nur noch Geraden erzeugen. Und 
zwar wird immer dann eine Gerade mit zum Erzeugniss gehdren, wenn 
eine der Geraden, in welche fiir specielle Werthe von A der Kegel- 
schnitt K(A) zerfallt, ein Paar von g® trigt. Denn dann enthilt 
K(A) den Factor A(A) und mithin gehért diese Gerade A mit zum 
Erzeugniss. Tritt dieses Verhalten fiir die Werthe A= 4 j—1, 
2,...m ein d. h. ist 
(11) K (a) = A(a™) « BO (a0) 
wo B eine lineare Function der Coordinaten bedeutet, so werden 
nebst Ci, noch die w Geraden A(A) erzeugt. 

Das Erzeugniss der Schaaren (10) muss aber dieselbe Ordnung 
besitzen, wie das Eliminationsresultat von 4 aus den beiden Gleichungen 
(10) d. h. es muss von der Ordnung 2c + @ sein. Mithin besteht die 


Gleichung 
2ce+o=m+u 


Mathematische Annalen. XXIX. 
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oder 


(12) o=—p—c+l1+u 
wenn man beachtet, dass m = c-+ p -+ 1 ist. 
Ist nun 9 >c —1 und u>O, so kann der Werth von o um 
wenigstens eine Einheit erniedrigt werden. 
Denn aus (4) folgt, wenn man fiir 4 irgend einen der Werthe 
A® einsetzt und (11) beriicksichtigt: 
C(A) @ = A(A)[p (AM) — BO (AM) 7 (A®)], 


d. h. es muss 


(13) C(a) = 0 
sein, da ® irreducibel ist. Da aber C(A®) = 0 ist, so muss auch 
(14) (A) = Bw (AM) 4(A) 


sein, d. h. fiir 4 = A zerfallt auch die Curve (m—2)'* Ordnung in 
eine Curve (m— 1)'* Ordnung und die andere in (11) auftretende 
Gerade B®, 

Aus den Gleichungen (11), (14) und (13) folgt nun, dass 


K(a) — A(a) B® (a) 














1— —_ K’ (A), 
(a4) — BY (a) 4(a) , 
. 
| pape Ee 


ist, wo K’(A), w’(a), C’(a) ganze Functionen von 4 sind und zwar 
um eine Hinheit niedriger als K(A), w(A) und C(A). ‘ 
Die Identitat (4) kann man aber auch schreiben: 


C(A) & = A(a)[v(4)— BO (4) x(4)] — [K(A)—A(A) BO (a) 2(4) 
und wenn man daher durch 4 — A dividirt, ergiebt sich zufolge (15) 
(16) C' (A) > = A(a) (a) — K’ (a) x(2) 


wobei K’(A) in 4 héchstens von der Ordnung g — 1 ist. 

Es sei K’(A) in A von der Ordnung g — ¢ wobei e > 1 ist. Treten 
nun in der Schaar K’(4) =O w’ Gerade auf, welche Paare von g!) 
tragen, so wird das Erzeugniss von A(A) =O und K’(A) =0 von 
der Ordnung m+ uw. Da das Eliminationsresultat von der Ordnung 
2c + @ — « wird, so folgt, dass 


2ce+o—e=m-+ wp’ 
also zu Folge (12), dass uw’ = w — «¢ ist, d. h. wird die Ordnung von 
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K(Aa) in 4 um Einheiten erniedrigt, so treten auch « Geraden weniger 
in dem Erzeugnisse der Geraden und Kegelschnittschaar auf. 

So lange nun w > 0 und eg > ¢ — | ist, kann man also sowohl 0 
als w erniedrigen. Nun ist 

@—c+i=ep—2ce+2+u. 
Ist also 2c > p-+ 2, so wird, so lange u > 2c —p —2, auch gp >c —1 
und wir kinnen mithin sowohl wu als @ erniedrigen, bis u—2c—p—2 
und 9 =c —1 wird. 

Ist p < ¢, so miissen immer Gerade in der Schaar der Kegelschnitte 
Ka) auftreten, da 9 > 1 sein muss, also p—c+1+u4>1 oder 
u>c—p ist. 

Ist p>c und 2c > p+ 2, so kann in speciellen Fillen uw = 0 
werden, wodurch dann 9 =p —c-+1 wird. 

Ist aber 2c <p-+ 2, so kann man stets u =O machen und es 
wird g@=p—c+l1. 

Wir kénnen also in der Identitit 
(17) C(Acte—t) @ = A(A°) (de) — O(Ae) x (Ae-1). 
fir 2c > p+ 2 im Allgemeinen g = c — 1 setzen und zum Erzeugniss 
der Schaaren A(A) = 0, 0(A4) =O treten noch u = 2c — p — 2 Ge- 
rade und zwar muss uw > c — p sein, also nur fiir p>c kann p = 0 
werden, dann ist ga=p—c-+1; fir 2e << p-+ 2 aber kann immer 
o=p—c-+1 und w =0 vorausgesetzt werden. 

Wir haben gesehen, dass C(A) = 0 wird fiir 4 = 4,,4,,..., Ap, 
wenn dieses die Werthe des Parameters 4 sind, welcher den p festen 
Tangenten B,, B,...B, entspricht. Dasselbe muss auch in der redu- 
cirten Gleichung (17) stattfinden, da fiir diese Werthe 4(4;) den 
Factor A(A;) = B; enthilt. ; 

Die c+ o@—1—p ibrigen Werthe, fiir welche noch C(4) = 0 
wird, miissen die Werthe 4 sein fiir, die 0 (4) = A(AM) BO(AM) ° 
wird. Es ist aber auch nach (12) immer c+o@—1—p<—u, 80 
dass durch diese w-++ p Werthe von 4 = A,, 4, +++ Ap, AM, A®),~ - , AM) 
in der That alle Wurzeln von C(A) = 0 erschépft sind. 

9. Dass umgekehrt die Tangentenschaar einer rationalen Enveloppe 
A(d*) = 0 der c' Classe mit einer Kegelschnittsschaar ©(A¢) = 0, 
welche den Parameter 4 in der g'" Potenz enthilt, eine hyperelliptische 
Curve erzeugen, ist leicht zu beweisen. Beide Schaaren erzeugen ein 
Gebilde von der Ordnung 2c-+. Sind nun pw Tangenten A(d’) 
Theile der zugehdrigen Kegelschnitte ©(4’), so bleibt ausser den 
u Geraden A(d’) noch eine Curve C, der m'" Ordnung, wobei 
m=2c-+o— wu ist. 

Zu den Schaaren A(A°) = 0, O(A¢) =O nehmen wir noch einen 
Strahlenbiischel P—vQ—0, dessen Strahlen die Punkte von C, 

26* 
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projiciren sollen. Einem bestimmten Strahl des Biischels, oder einem 
Werthe von v, entsprechen m Werthe 4, welche die Gleichungen 
A(4) = 0, 6(4) = 0 befriedigen, entsprechend den m Schnittpunkten 
des Strahles mit C,,. Einem Werthe A entsprechen blos zwei Werthe v: 
die Strahlen, welche nach den beiden Schnittpunkten von A(A) = 0, 
@(4)=0 gehen. Zwischen A und wv besteht also eine Relation 
f(a, v?) = 0, die in 4 vom m*, in v vom 2'" Grade ist, und die, 
wenn A, v als Coordinaten aufgefasst werden, die Gleichung einer 
Curve (m+ 2)'** Ordnung C’ ist, welche den Punkten der Curve C,, 
eindeutig umkehrbar entspricht. Nun ist C’ offenbar hyperelliptisch, 
also auch C,,. 

C’ wire, wenn sie keine weitern Doppelpunkte hiitte, vom Ge- 
schlechte (m — 1)(2— 1) =m—1. Es liegen aber auf jedem der 
e Strahlen des Biischels P — vQ —0, welche Tangenten von € sind, 
Punktepaare, welchen nur je ein Werth A, also nur ein Punkt von 
C’ zugehért; dieser muss also fiir C’ ein Doppelpunkt sein, da er 
zwei verschiedenen Punkten von C,, entspricht. Es ist mithin C’ und 
also auch C,, vom Geschlechte p= m — c — 1. 

Wir setzen erstens 2¢ < p+ 2 voraus. Alsdann ergiebt sich die 
Gleichung der allgemeinsten hyperelliptischen Curve Ch von der Ord- 
nung m und dem Geschlechte p durch Nullsetzen des Eliminations- 
resultates von A aus den Gleichungen 

A(a)=0, O(AP--+) — 0, 


wobei A eine lineare, © eine quadratische Function der Coordinaten 
ist und zwar so beschaffen, dass 0(A) mie A(A) als Factor enthiilt, 
was bei allgemeinen Werthen der Constanten in 0 und A nicht vor- 
kommen wird. Es wird m=c+p-+1 und A(A)=O hiillt die 
Enveloppe € ein, welche zu C2 gehort. 


Setzt man 
f (A) = (4 — Ay) (A — Ay) +» (A — Aeqa), 
(18) f,(a) = (a = A) (4 — Ay) lle a (a ra Ap—ot+2) 


df 
a=), Ad)=—A, O14) = 6, 


so dass also einander die Geraden A; 0 und Kegelschnitte 0; = 0 
entsprechen, so kann man: 


1 A 
A(A) = ra S Tay T=] 
(19) roots 


@(A) AO Say ace 


setzen. 
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Ist zweitens 2¢ > p + 2, so wird die Gleichung der allgemeinen 
hyperelliptischen Curve erhalten durch Nullsetzen eines Theiles des 
Eliminationsresultates von 4 aus 

A(a*)=0, O(Ae-!) =O, 
wobei dann der iibrige Theil des Eliminationsresultates gleich Nuil 
gesetzt, w = 2c — p — 2 Gerade liefern muss. Da die Ordnung des 
Eliminationsresultates 2¢ +-c—1 ist, so bleibt als Ordnung der hyper- 
elliptischen Curve m=3c —1—p=c+p+1. 

Ist woe di h. cS p+2, so setze man 


F(A) = (A — Ay) (4 — Ay) + (A — deg) 


und weise den Parameterwerthen 4,,4, ... 4, die Kegelschnitte 
0(A;) = A,B; zu, wobei A; = A(A,) ist; dann kann man 


Me c 
a f(a) A,B; Ay — Feta | 0; Ag Fois 
oa —9— | Sra ene +2) ja  t-4 P 
Me 


_ & « , 
A(a)= f(a) >! Tay Tae 
1 











(20) 


setzen, und ersieht, dass 

0 (a4) — A(A) B; 
fiir A= A; identisch verschwindet, also A(A;)=— A; ein Theil des 
Erzeugnisses beider Schaaren (20) wird. Der iibrige Theil kann dann 
nur mehr eine hyperelliptische Curve C) sein. 

Ist aber ¢ < w, so muss noch fiir w —c weitere Werthe von A 
der Kegelschnitt ©(A) die Gerade A(A) als Factor enthalten. Damit 
aber fiir einen bestimmten Wertli 4—A,’-- - O(A,’) = A(A,’) B,’ 
wird, muss 0(A,) drei Bedingungen erfiillen, also muss der Ausdruck 
von Q(A) in (20) noch wenigstens 3(u — c) willktirliche Constanten 
enthalten, wenn er auch fiir c < w brauchbar sein soll. Nun sind die 
B,, B,...B, ganz willkiirliche lineare Functionen der Coordinaten, 
fiihren also im Ganzen 3c — 1 willkirliche Constanten in 0(A) ein, 
die man dann so wihlen kann, dass fiir 4 =A,’ die Identitit 
0(A,’) = A(A,’) B,’ stattfindet, denn es ist immer 3c — 1 > 3(u—c). 

In dem Falle c> uu, also c< p+ 2 kénnen einzelne der B; =0 
angenommen werden, indem ©(A4)=0 dann bloss vom @ <(c—1)*™ 
Grade in A wird und nur w—=e—p+c—1 Gerade B, trig 
bleiben, welche mit erzeugt werden. Sind siimmtliche B;=0, so 
wird ©(4) vom Grade 9 = p —c + 1 in A und erzeugt mit A(4) = 0 
eine specielle hyperelliptische Curve. Die Schaar 0(A) = 0 kann dann 
genau auf die Form (19) gebracht werden, 
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§ 5. 
Erzeugung der hyperelliptischen Curve durch ein Kegelschnittsystem 
und adjungirte Curven (m — 1) Ordnung. 

10. Da wir den Werth von ga=p —c+1-+ win §4,8. bestimmt 
haben, und fanden, dass bei der Erzeugung durch die Schaaren, deren 
Gleichungen (10) sind, dann mw Gerade auftreten fiir die Werthe 
A=A, ¢=—1,2,---, w, dass aber gleichzeitig auch fir die zu- 
gehérigen Curven ¥(A) = B(A®) ¥(A) gilt, so kénnen wir auch 
die dritte in § 2, 6. erwaihnte Erzeugung der C2 durch die Schaaren 

K(de) = 0, yp (Ae) = 0 
von Kegelschnitten Curven (m — 1)'** Ordnung und niiher in’s Auge 
fassen. 

Die ~(4)=0 schneidet den entsprechenden Kegelschnitt K(4)=0 
in 2m -— 2 Punkten der Ch. Durch jeden Punkt a von C% gehen oe —1 
Kegelschnitte K(A4) (ausser dem durch @ gehenden) und (e—1) ihnen 
entsprechende Curven (m — 1)'* Ordnung (a). Es wird also Cf 
von den Schaaren (g — 1) mal erzeugt. 

Zum Erzeugnis gehért ferner jeder der Kegelschnitte K(A,) fiir 
i=1, 2, -++, p, da nach § 3, 7. Gleichung (9) fiir diese Werthe w(A,) den 
Factor K(A,) enthalt. Aber auch fiir die Werthe 4 = A), (= 1,2,.--, 
wird p(A) = BO (AM) und da K(A) = A(AM) BY wird, so ent- 
halten beide Curven den Factor B“, der mithin zum Erzeugniss ge- 
hért. Es wird also die Ch (@ — 1) mal erzeugt, hierzu p Kegel- 
schnitte und w Gerade, so dass das Gesammterzeugniss die Ordnung 

(9—1)m+2p+u 
hat. Nun ist das Eliminationsresultat von 4 aus (22) von der Ordnung 
g(m — 1) + 2(9@ — 1) = (9 — 1) m+ 2p+uy, 
wenn man beachtet, dass 


o=p—e+1]l+u=—2p+2+u—m 


ist. 
II. 
Die hyperelliptischen Curven C?,; und C/,. 
§ 1. 


Die Gleichung der hyperelliptischen Curve C?,;. 


11, Die in §4, 9. angegebene Erzeugung der hyperelliptischen Curven 
fihrt direct auf ihre Gleichung, sobald die Elimination des Parameters 
4 gelingt. Ich will im Folgenden zwei solcle Beispiele angeben und 
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zwar den allgemeinen Fall c = 2, wobei wir also eine allgemeine 
hyperelliptische Curve vom Geschlechte p und der Ordnung p+ 3 
erhalten, und den speciellen Fall, der am Ende von 9. erwahnt wurde, 
dass nimlich g=p—c-+1—2 ist, also m=—2p wird. 

Wir wollen den ersten Fall ausfiihrlich behandeln, indem der 
zweite dann direct aus diesem folgt. An Stelle der Gleichung (19) 
der Schaaren nehmen wir einfacher dieselben in nachstehender Form an: 


A(a) = 7, +544 7,22 =0, 


0; 
(21) ea =H > 2. 


f(A) _ (A—A,) (A—A,) +--+ (A—A,), 


indem wir A(A;) = A; = 0 dem Kegelschnitte 0(4;) = f’(4;) 0; = 0 
entsprechen lassen. 

Die Geraden A(d4) = 0 hiillen den Kegelschnitt 
(22) ©, =S?*— 47,7, 


ein. Das Erzeugniss der Schaaren (21) ist eine Curve von der Ordnung 


m= p+ 3. 

Sei nun x ein Punkt der Curve C,43, welche durch die Schnitt- 
punkte entsprechender A(A) = 0 und 0(A) = 0 erzeugt wird, so geht 
durch denselben ausser A(A) — 0 noch die Tangente A(4’) = 0, und 
es gelten mithin fiir 2 die drei Gleichungen 


A(i’) = T, + SX + T,X? — 0, 
A(d) = T+ 84 + 7,22 =0, 


@(a) = f(A) > wr at 


Wir nehmen x auf keiner der Tangenten A; =O an und auch nicht 
auf 7’, = 0, so dass also fiir 2 zufolge der dritten Gleichung auch 





Ty f(A) f a”) > oc care zy (v — 4’) = 0 


ist, oder wenn wir die ersten zwei Gleichungen beriicksichtigen, wird 
fiir x 


P 
i 0; , 
1 


D=A,A, +++ Ap, 
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d. h. die Curve (p + 1) Ordnung 

P, 0, 

(23) u(t’) =D DIF (u— 1) =0 
1 


geht auch durch den Punkt x, der gleichzeitig auf A(4’)=0 und 
A(A) = 0 liegt. 

Nun schneidet 4(4’)=0 die Tangente A(d’) —0 in (p+ 1) 
Punkten, die offenbar alle, sowie x auf C,,3 liegen, da zwar 0(A) —0 
und A(A) =O fiir diese Punkte andere Werthe von 4 liefern, aber 
4(4’) = 0 und A(d’) = 0 immer dieselben bleiben. 4(4’) = 0 ist ein 
Biischel von Curven (p + 1)'** Ordnung, welcher C,.3 in denselben 
p-+ 1 Punkten trifft wie die Tangenten A(d’), welche noch das Paar 
tragen, das @(4’) = 0 auf ihnen ausschneidet. 

Der Biischel (23) erzeugt daher mit dem Tangentenbiischel 
A(d’) = 0 auch die C,;3. Nebenbei aber werden die Geraden A, = 0, 
“x=1,2,---,p erzeugt, denn fiir 4’ =A, wird 


(Ax) = Ax: gx, 
wobei 


(24) m= 2 SS a4) 


eine Curve p'* Ordnung ist. Da das Erzeugniss von der Ordnung 


2(p+l)+l—p+3+p 


wird, so bleibt nach Abzug der p Tangenten A, —0 der Rest von 
der (p + 3)" Ordnung, welcher eben C,45 darstellt. 

Eliminiren wir aus (23) und A(d’) = 0 den Parameter 4’, so wird 
das Resultat 


(25) F=7, BD \+ s BD + >>} = 7 
+7, >>) za i) = Do, 
wobei : 


(26) >=D 34 


t >> bedeutet die Summe iiber alle Amben ohne Wiederholung 
1 








919. — [225 + S(A;+ AJ +27, Ady] 


der Zahlen 1, 2,..., p. 
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® = () ist die Gleichung des Erzeugnisses der Schaaren (21), also 
eine hyperelliptische Curve C,43 der (py + 3) Ordnung. Aus (25) 
ersehen wir, dass F' = 0 in den Basispunkten des Biischels von Curven 
(p + 1)" Ordnung (23) Doppelpunkte besitzt. Die Basispunkte be- 
stehen aus den 2p Schnittpunkten der A; —0 und 0,;—(, ferner 


aus den + p(p — 1) Schnittpunkten der Geraden A; = 0 unterein- 


ander und aus d@ anderen Punkten, die nicht auf den A; = 0 liegen, 
und deren Anzahl 


d= (p+1)?—2p— Sp(p—N=Fr(p+ +1 


ist. Nun sind die + p(p — 1) Punkte Doppelpunkte von D = 0, die 


2p Punkte auf A;—0, 0;—0 sind fir D=—0O einfach und O=0 geht 
auch durch dieselben, wie aus (26) ersichtlich, also sind nur die d 
iibrigen Punkte Doppelpunkte von C,,3. Diese hat daher das Geschlecht 


> (Pp +1) (p+ 2)— + p(p+l)—1—p. 


Kine Chis kann auch nur einfache Doppelpunkte haben, sobald 
der Kegelschnitt ©,, der von den Geraden A(d) = 0 eingehullt wird, 
irreducibel ist. 


g 2. 
Das vollstindige System der zu C>,; adjungirten Curven der 
p-ten Ordnung. 


12. Der Biischel von Curven ¢p + 1) Ordnung 
fe, 0, 
x(a) = D>! 3 (& — 4) = 0 
1 ~ 


ist also nach dem Vorstehenden zu Cb,s3 adjungirt, weil alle Doppel- 


punkte von C% 3 zu seinen Basispunkten gehéren. Da nun A, =—0 
durch die Doppelpunkte nicht hindurchgeht, so ist die Curve p'*" Ordnung 


D | 9; 
a > a (ts — ax) = 0 
1 


zu Chis adjungirt. Dieselbe schneidet  — 0 in den (p — 1) Paaren 
auf A;=0, 0;—0, (¢ == x), sie geht ferner durch die + (p—1)(p—2) 


Schnittpunkte der Geraden A; = 0, (i = 1,2, ---, p mit Ausnahme 
von ¢ = %) unter einander. 











404 K. Bosex. 


Dieses Verhalten einer adjungirten Curve der p'" Ordnung zu 
einer hyperelliptischen Curve Chi; der Ordnung p + 3 und dem Ge- 
schlechte p lisst sich ganz allgemein beweisen, sobald der Kegelschnitt, 
der von den Geraden, die die g,") ausschneiden, eingehiillt wird, 
irreducibel vorausgesetzt ist. 


Seien namlich 6, B,, b, B,,..., 5p Bp irgend welche p Paare der 
g2 von Ch,s auf den Geraden B,, B,,..., Bp, welche Tangenten 
von ©, sind; dann geht durch diese Paare genau ein Biischel ad- 
jungirter Curven x der (p+ 1)'* Ordnung. Denn jede x schneidet 
Ct4s nur noch in p+ 1 Punkten, welche keiner Specialschaar angehéren 
kénnen, da eine der Curven z. B. diejenige ist, welche aus B, und 
der adjungirten Curve p'* Ordnung g'”) besteht, die durch die p — 1 
tibrigen Paare geht, und die Gruppe von (p + 1) Punkten in der B, 
ausser in b, 8, noch schneidet, sicherlich keine Specialgruppe ist. Die 
Beweglichkeit der Gruppen von (p + 1) Punkten, also auch der 
Curven z, ist daher genau p+ 1—p—1. 


Da zu den Curven dieses Biischels B,.g und B,. gp zihit, 
wobei unter g die adjungirte Curve p'* Ordnung zu verstehen ist, 
welche durch die p — 1 von den obigen p Paaren geht, das auf B; 
ausgenommen, so gehért der Schnittpunkt der Geraden B, und B, zu 
den Basispunkten des obigen Biischels. In demselben sind aber ferner 
auch die Curven Bp), i—3, 4,---, p enthalten und da B; durch 
den Schnittpunkt von B, und B, nicht gehen kann, da sonst durch 
diesen Punkt drei Tangenten von ©, gingen, so muss yp hindurchgehen. 
Da nun die p — 2 iibrigen Paare auf B,, B,...B, ganz willkirlich 
sind, so gilt der Satz: 

Jede zu Chis adjungirte Curve p der p' Ordnung, welche durch 
die beiden Paare b,B, und b,B, der g.“) geht, enthdalt auch den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden b,B, und b,B,*). 

Schneidet also die adjungirte Curve g der p'" Ordnung die 


C5+s in den (p — 1) Paaren auf den Tangenten B,, B,, ..., Bp-s des 
Kegelschnittes ©,, so geht m durch die simmtlichen Schnittpunkte der 
(p — 1) Geraden. 

Der Biischel adjungirter Curven p'* Ordnung, welcher durch 
p — 2 Paare der g,") geht, hat daher seine Basispunkte ausser in den 


*) Dieser Satz gilt allgemeiner fiir c< p folgendermassen: Zieht man von 
einem Punkte x der Ebene die c Tangenten von © wnd legt durch die ¢ Paare 
der g:") der C®, auf diesen Tangenten eine su C?, adjungirte Curve der (m—3)' 
Ordnung, so geht sie immer auch durch den Punkt x. Vrgl. meine Abhandlung: 
» Ueber hyperelliptische Curven“ in den Sitzungsberichten der Wiener Academie 
Ba. XCIII d. d, 18, Marz 1886, pag. 605. 
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d Doppelpunkten von C$; und den (p — 2) Paaren der g,) noch in 
den : (p — 3) (p — 2) Schnittpunkten der (p — 2) Geraden, welche 


die Paare tragen. Sonst kann er keine Basispunkte besitzen. Es 
ist auch 


d+ 2(p —2)+ > (p — 2) (p— 3) =p 


Hieraus folgt eine Relation fir die Lage der d Doppelpunkte einer 
hyperelliptischen C?i5.*) 

Sind also K;—0, i=—1,2,--+, p—1 irgend welche Kegel- 
schnitte, die bez. durch die p—1 Paare gehen, welche auf den 
Geraden, deren Gleichungen B;=— 0 seien, liegen, so ist die Gleichung 
der allgemeinsten Curve p'* Ordnung g’, welche durch die (p — 1) 
Punktepaare auf K; = 0, B; = 0 und die 4 (p — 1) (p — 2) Schnitt- 
punkte dieser Geraden geht (also auch der zu Ch;3 adjungirten) in 
der Form 


(27) vad Sy 4p. D, 


D—B,-B,--- Bes 


enthalten, wobei «; Constante und B eine willkiirliche lineare Function 
der Coordinaten bedeutet. Denn gq’ kann, da sie durch die 2(p — 1) 


und die + (p — 1) (p — 2) Punkte gehen soll, nur mehr 


7 P(p +3) — Ap—1)— | (p— 1) (p—2 —p+1 


willkiirliche Constanten enthalten, da die Punkte, durch welche sie 
geht, fiir sie lauter unabhiingige Bedingungen sind. Nun enthilt aber 
(27) genau (p + 1) willkirliche Constanten, niamlich die (p — 1) Con- 
stanten a; und die drei Constanten von B geben p+ 2 homogene, 
oder p + 1 willkiirliche Constanten von gq’. 

Es geht zwar die scheinbar eine allgemeinere Gleichung besitzende 
Curve p'* Ordnung 


‘=v Ss wn 4B'D=0 


auch durch die gegebenen Punkte, wobei C; willkiirliche lineare Func- 
tionen der Coordinaten sind. Es ist aber 


*) Wie man aus diesem Verhalten die C?,, durch projectivische Biischel 
adjungirter m erzeugen kann, habe ich 1. c, pag. 611 gezeigt. 
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SS a, K, Qo 
v0 Ss +| 2+ Salo, 
1 
also da B’ + z= C; eine ebenso willkiirliche lineare Function der 


Coordinaten wie B ist, enthilt m” genau so viel Constante wie gq’. 
13. Fir unsere Curve C$,3, deren Gleichung 








fy 02 - 
(8) o=D>°+D Sls oi (2T,+S (dias) + Tydrde] =0 
1 : 1 ~~ x 


ist, fanden wir, dass die Curven p'* Ordnung 


D P 
(29) =z D> 
1 


9; 
- (A; 6 i Ax) = () 


t 





x 


adjungirt sind und dieselbe in den (p — 1) Paaren A; —0, 0; =—0, 
i = x schneiden, 

Giebt man nun dem x der Reihe nach die Werthe 1, 2, ..., p, 
so erhalt man p von einander linear unabhingige adjungirte Curven 
p'* Ordnung; denn eine Identitit 


CD, + CoG. + ++ + Spo =), 
bei constanten von Null verschiedenen ¢;, kann nicht stattfinden. 
Wire z. B. c, = 0, so setze man fiir die variablen Coordinaten links die 
Coordinaten des Schnittpunktes von A, =0 und 0,0, dann ist p,—0, 
9, = 0, --+, Pp =O, da alle diese Curven durch dieses Punktepaar 
gehen. Es ist aber y, == 0, da m, —0 dieses Punktepaar nicht ent- 
halten kann, also kann nicht c,p, ==0 sein, sobald c, == 0 ist. 
Hieraus folgt nun, dass die Gleichung einer jeden zu C}43 ad- 
jungirten Curve der p' Ordnung auf die Form 


(30) P = C.D, + OQ. + +++ + pO =O 

gebracht werden kann, und zwar nur auf eine einzige ganz bestimmte Art. 
14. Es seien m,, @., ..-, @p—1 die Parameter der (p — 1) Tangenten 

B= A(ui) = 9, i= 1,2,..., p—1, die (p — 1) Paare tragen, 


in denen gy = 0 die Cis schneidet. Dann sind die ¢,, ¢, ..+, 
lineare Functionen einer jeden dieser Gréssen. Denn hilt man z. B. 
Ho, lly, + + +» Up-1 fest, so beschreiben die Curven g, die durch die 


Punktepaare, welche diesen Parametern entsprechen, gehen, einen 
Biischel, der aus Ch,3 die g,) ausschneidet und also auf den Para- 
meter w, eindeutig umkehrbar bezogen ist. Dann miissen aber nach 
(30) auch ¢,, ¢,,..., ¢p lineare Functionen eines Parameters sein, der 
in #, linear ist, da jedem System c¢,,¢,,...,¢p ein bestimmtes w, und 
umgekebrt jedem m, ein bestimmtes System ¢,...¢, entspricht, Es 
sind also ¢,,¢,,...,¢, selbst linear in m,. 
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Nun wird ¢, = 0 dann und nur dann, wenn » =O durch den 
Schnittpunkt von A, = 0 mit 0,0 geht. Denn ist c, = 0, so ist 
g von der Form A, N + 0,M, da jeder der Ausdriicke g,, py, . . .. Pp 
von dieser Form ist. Ist aber m von der Form A,N+0,M, s0 
muss ¢, = 0 sein, da alle g,, «> 1 von der Form A, N’ + 0, M’ sind, 
gy, aber nicht von dieser Form sein kann, also auch nicht m, wenn 
Cy == 0 ist. 

Es kann mithin c, nur dann verschwinden, wenn eines der Paare 
b:B;, in denen p=0 die C443 schneidet, mit dem auf A, 0 liegenden 
Paare zusammenfallt, oder wenn eines der M1) Moy» + -> Mpa gleich A, 
wird. Mithin ist 


p—l 


C=C, IT (A; — ma), 


i=1 
wo ¢,’ von den gw; unabhingig ist. Soll nun fir 


(Uy > May ++ +» Mp—1) = (Ag, Ag, ~~) Ap) 
y =, werden, so bestimmt sich ¢,’ aus 


Pp 
9, =e, ] ] (A, — As) + g, 


i=2 
also wird am 
[T «-»9 
SE 
°.= a = Se 
[T #4 
Setzt man 
(31) F(A) = (A — #) (A — fe) + > > (A — Mpa), 
f(A) = (A — Ay) (A — A) ++ + (A — Ay), 
so wird 
P F(i) 
oe FG)” 
und man sieht, dass analog 
F(A.) 
(32 a) y= Fy) 
wird, dass also zu Folge (30) 
2 F(,) 
i 


ist und g =O dann C}4; in den (p — 1) Paaren schneidet, welchen 
die Parameter m,, @.,.- +) #p-1 aus (31) zugehdren. 
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15. Da nun die Curve » =O durch die (py — 1) Paare auf 
B,, B,, ..., Bp-+ geht, so muss ihre Gleichung auf die Form (27) 
gebracht werden kénnen. Setzen wir in derselben an Stelle der will- 
kiirlichen K, die O(u,) ein, 


(38) @ (4) = fs) >? 4 


Hy — 4 
und 


B, = A(ur) = T, + Sur + Twn’, 


so muss B =O sein. Denn entwickeln wir die rechte Seite von (27) 
nach Potenzen von 7,, so wird in derselben von D herriihrend das 
einzige Glied der (p — 1)" Potenz BT,?—' sein. Nun soll aber gq’ 
die Form (32) haben, in welcher ein Glied T7,?— nicht vorkémmt, da 
jedes g, als héchste Potenz von J, die (p — 2)!" aufweist, also ist 
B>=0O und es miissen sich also die Constanten a, in (27) so be- 
stimmen lassen, dass 


. F(A.) i >>: o, © (uy) 
2 Ty e902 
D=B,-B,--- By 

wird. 

Entwickeln wir nun beiderseits nach Potenzen von J, so miissen 
die Coefficienten gleich hoher Potenzen einander gleich werden, also 
speciell der Coefficient von 7,?-*, welches die héchste Potenz von 7; 
ist, die auftreten kann. 


Nun ist 
m2 > 
= A, - 
Pp 


=—T;-. >' er 43 > «.\, 
1 


SO 
> (44) T p-2 y > (4; a,) J (4%) 
— Fi)? = aii = ° f (Ay) al 


Ferner folgt 





¢ (Ai — x) 


al 








1 p—l p 


p— 
«,0, . %% 
D . Ty * Df fim) 2 U,—A; >. 


1 





p-l 
4 a, f(u,) 
-1+ Bo BAM +. 








(34 


sei 


rec! 


nac 


En 


mi 


(36 


so 


Da 


wi 


(3 
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Daher muss 


(34) ST t= be) Fe) a5 ay F(a) 


F(a.) Hy — 4 


sein fiir 
t#—1,2,--+, p. 


Aus diesen p Gleichungen lassen sich die (p — 1) Gréssen a, be- 
rechnen. Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass 


(4; — 4) F(a,) 





P (Ax) 
der negativ genommene Coefficient von = ist in der Entwicklung von 
(4 —,) F(a) 


ha) 


nach negativen Potenzen von 4. Denn es ist 
(4 — 4,) F(2) Ey (ty — 4) F(a,) 1 


f(a) a FG) 





Bezeichnet man den Coefficienten der (— 1)'" Potenz in der 
Entwickelung von R(z) nach negativen Potenzen von g, wie tblich, 
mit [R(z)],, so ist 


1 (4 —4y) Flay) E — 4) =) 
(35) — f (A,) 7 © f(a) 1 
i 
Ist R(z) fiir 2 =o eine eindeutige Function und ist R(co) = 1, 
so ist 
1 

[R@)], =— [za] : 

ry 2 

Da nun : 





[=p 1 


wird, so ist 


oy (P8) ——faABa, 
4a 


1 


Die Wurzeln von F(A) =0 sind aber u,, f, ..., @p—1 und da 
f(A) = 0 ist, so ergiebt sich 
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—_— f (ws) a 
(4 — 4,) (4 —i,) F(a) -3 (Ha — 4) F" (u,) 4 — py, ? 
also 


—. f (a) 
67) K ii ies J, -3 (Hs — 4) F’(m) 
Aus (35), (36) und sini ergiebt sich daher 
P p—l 
nu (4; me a,) F(A,) aoe F (Ha) 2 
: f (Ay) ms a (Ha, — 44) FY (ua) 


Vergleicht man dieses Resultat mit (34), so folgt 


Sy a f(a) ___ F(%) 
2 Fs ie - 3. (#s — 4) F’ (ma) 























fiir 
i=l, 2, » DP; 
also muss 
1 
“— Fi) 
sein, 
Es findet daher die Identitat 
F(4,) f (#,) _- M4) . a; 
(6) > F’ (2x) : a =D 5h ¥F’ (#) = 7 


statt, wobei 
A; = T, + SA, + 7,A?, 
By = T, + Spat Tm’, 
D=A,A,--- Ap, 
D—B,B,--+- Bx, 
f(A) = (A — Ay) (A — Ay) +++ (A — Ay), 


F(A) = (4 — my) (4 — fy) ++ + (A — tp) 
ist. 


15. Fiir c, ergab sich nach (32a) der Werth 

FP (iy) 

(ty)? 

also wenn die c, gegeben sind, folgen fir die Werthe von uw die 
Relationen 


(An — by) (Aw — Me) +++ (Ae — Mp) = Cx f (Ax), 
xan], 2,---+p, 





(39) C. = 








(4! 


is 


2™ 6 ts 
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d. h. (4, Mo) ***, Mp—1 sind die Wurzeln der Gleichung (p— 1)'** Grades 
in u: 


1, Ay, Ay? Ay’, ee sy Amt, Of (Ay) 
1, Ay, A”, 4,3 ? ” ie ? Cf” (A,) 
1, As, A;?, 13, - made aes ef" (As) 
(40) Pe eon . epee 
1, 4,, 4,*, 4,°, - . 9-1, of (Ay) 








1, oe, w, Bw, eee 0 


welche nur von den symmetrischen Functionen der 4,,4, ... dy 
abhingt. 


§ 3. 
Specielle hyperelliptische Curven C?,. 
16. In ganz analoger Art lasst sich die specielle hyperelliptische 


Curve von der Ordnung m= 2p und dem Geschlechte p behandeln, 
welche durch Elimination von 4 aus den Gleichungen: 


O(4) = y+ 61+ 7,47 =0, 


(41) A(a) =f) >} = = 0, 


wobei 
f(A) = (4 — ay) (A — Ay) ++ + (A — Ay) 

ist, entsteht, in denen 6, t,, t, quadratische Functionen der Coordi- 
naten bedeuten. Die Kegelschnitte (4) = 0 bilden das eine System 
von vierfach beriihrenden Kegelschnitten der Curve 4'* Ordnung 
(42) KR, =e? — 4x7, = 0. 

Man braucht nur in den abgeleiteten Gleichungen die 9 mit den 
A zu vertauschen, um aus denselben die Gleichungen zu erhalten, 


welche fiir diesen Fall gelten. So folgt aus (28), dass die Gleichung 


der hyperelliptischen Curve Cf, sein wird 


(48) o= ade a Sh ait = [2 +6 (d+ ax) +24, Aide] —=0, 


A=0,-9, 2 os e, 
und das System der p linear unabhingigen Curven der (2 — 3)" Ord- 


nung sich aus 
Pp 


Mathematische Annalen. XXIX. 
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fir x«—1, 2,---, p sich ergiebt. Die Curve ®=0 hat nur ein- 
fache Doppelpunkte 2p(p — 2)-+1 an Zahl. Diese Curve wird die 
allgemeinste ihrer Art fiir p= 4, da dann c—1l=—p—2=—2 wird 
und also (4) = 0 in 4 genau von der in § 4, 9. verlangten Ordnung 
wird, Ist p< 4, so kann sich die Gleichung der hyperelliptischen 
Curve in dieser Form darstellen, aber auch in der Form (28), da 
dann ¢ < 2 ist. 

Die Curve 4' Ordnung §,, welche von den Kegelschnitten 
0(A) = 0 eingehiillt wird, beriihrt © — 0 iiberall dort, wo sie die- 
selbe trifft. 

Ist namlich x ein Punkt von &, = 0, so ist fiir diesen 


© ass 
o = 44,1,, 


0; = (Vt + AV0,)° = T? 
und zu Folge (43) wird 


*=[I122 *] 


d. h. ® verschwindet fiir jeden der Schnittpunkte in der zweiten 
Potenz. 

Analog folgt, dass der Kegelschnitt ©,, welcher die Enveloppe 
der Geraden ist, die die g,") aus Cf,3 ausschneiden, diese Curve be- 
rihrt tiberall wo er ihr begegnet. 

Die zu C,. adjungirten Curven (2p — 3)" Ordnung zeigen hier 
das besondere Verhalten, dass alle, welche die Paare a,a,, a,a, der g,"!) 
enthalten, noch durch vier feste Punkte gehen, welche die Schnittpunkte 
der Kegelschnitte ©,(u,) = 0, O(u.) = 9 sind. Hierbei sollen uw, und 
#, die Parameter der Tangenten A(d) = 0 sein, welche a,a, und a,a, 
tragen. 

Dieses Verhalten der adjungirten Curven (2p — 3)’ Ordnung ist 
aber fiir die hyperelliptische Curve 8 Ordnung mit 17 einfachen 
Doppelpunkten p = 4 leicht zu beweisen. 


also 


9 
? 


Prag, im December 1886. 
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Ueber trinomische Gleichungen. 
Von 


P. Nexrassorr in Moskau. 


Im Folgenden miéchte ich tiber die Resultate einer Arbeit Bericht 
erstatten, welche von der 8. Petersburger Akademie der Wissenschaften 
preisgekrént wurde und im Jahre 1883 in der von der Moskauer Mathe- 
matischen Gesellschaft herausgegebenen ,, Mathematischen Sammlung “ 
unter dem Titel ,,Die Untersuchung der Gleichungen der Form: 
u™ — pu® — qg = 0 gedruckt worden ist*). 


I. Die Grundsitze der Vertheilung der Wurzeln der trinomischen 
Gleichung auf der Fliche, verbunden mit ihrer Reihenentwickelung 
und ihrer Ausdrucksweise durch Integrale. 


Es sollen m, » positive ganze Zahlen bedeuten, wobei m >” 
genommen ist. Wir wollen ferner setzen: 


n m—n.m o 
(}) Pet Soe 
m'@¢ 





Die Veriinderliche z wollen wir als 
einen Punkt auf der Fliache der recht- 
winkeligen Coordinaten darstellen. Der 
Wurzel 

1 shai 
@) amg” ee 


der Gleichung 2” — qg = 0 wird der 
bestimmte Punkt a, dieser Fliche 
entsprechen; dabei werden die Punkte 
Mo, G5 > * * Gm—1 auf den Spitzen 
des regelmissigen Vieleckes liegen, welches sein Centrum im Null- 
punkte O hat (Fig. 1). 





Fig. 1. 


*) Maremarmyecriit COopnuxs, toms XI, sunycrs I, 1883. 


| 
| 
' 
| 


eee 
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Wir wollen noch m Punkte },, b,,-- +01 hinzunehmen, denen 
die Gréssen entsprechen, die durch die Formel ausgedriickt werden: 





(3) b= (GS ) 

Wir werden jetzt die Linien ziehen, die von dem Nullpunkte 0 
nach den Punkten 0, b,,...0n—1 gerichtet sind. Es versteht sich 
von selbst, dass der Punkt a, im Inneren des Winkels b,, Ob, liegen 
wird (Fig. 1). 

Wir wollen ferner mit @ und 7 positive Zahlen bezeichnen, die 
folgenden Bedingungen geniigen: 


m 


o > 1 und e”- "—o*>(™)” (-"~) , 


r<1 und r* — >(2)" fut)”. 


Es versteht sich, dass ein unendlich grosses g und ein unendlich 
kleines r diesen Bedingungen geniigen werden. Aber diesen Bedingungen 
geniigen auch endliche Zahlen, z. B. die Zahlen, welche aus den 
Gleichungen 


(4) 


m— n 


(5) wi dtar ae Ga) 
gefunden werden. 

Nachdem wir auf diese Weise die Zahlen @ und r bestimmt haben, 
wollen wir uns zwei concentrische Kreise (C) und (c) vorstellen, welche 


ihr Centrum im Nullpunkte O haben und mit den Halbmessern, die 
1 1 





resp. den Moduln der Gréssen gg™ und rq™ gleich sind, beschrieben 
sind. Die Grundfliche zwischen den concentrischen Kreisen (C) und 
(ec) wird durch die Linien 0b,, Ob,,...Obn—1 in m gleiche Theile 
getheilt, Die Contour, welche denjenigen von diesen Theilen umgiebt, 
in dessen Inneren sich der Punkt a, befindet, wollen wir durch A, 
bezeichnen. Auf solehe Weise werden wir m Contouren A), A,,...Am—1 
haben, in deren Inneren sich beziehungsweise die Punkte a,, a,,...@m—1 
befinden. 

Satz I. — Wenn mod. P <1, so liegen die Punkte, welche die 
Wurzeln 2 der Gleichung 
(6) a" — pe" —q=0 
darstellen , beziehungsweise im Inneren der Contouren A,, A,, ...Am-1- 
Bezeichnen wir insbesondere die Wurzel von (6), welche der Contour 
A, zugehirt, mit 2,, so lisst sich die Grosse 2, durch die convergirende 
Reihe ausdriicken: 








fi 
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a,*- (m—n) 8 





(7) a rats 


s=0 
Hier bedeutet ®(k, s), wie immer im Folgenden, eine Factorial- 
function, welche auf folgende Weise definirt ist: 
(ax, s) = (w—1)(x—2)-+- (~—8), wenn seine ganze, positive Zahl ist; 
(8) M(x, s) = 1, wenn s=0; 


Pa en 
®(a—s,—s)? 


D(x, s) = wenn $ eine ganze, negative Zahl ist. 


Der Beweis dieses Satzes griindet sich darauf, dass fiir alle Punkte 
der Contour A,: 


1 
ba ee 4. 





Mit Riicksicht hierauf kénnen wir naimlich — wenn wir iiberhaupt das 
lings einer Contour S im positiven Sinne genommene Integral 


J Fle) ds 


JS F(s) de 
bezeichnen, das Integral . 
(9) hs tf? log (2" — pa" — q) ~ 


2x0 dz 
Ap, 


mit 


in eine convergirende Reihe nach Potenzen von p entwickeln. Mittels 
dieser Reihe werden wir finden, dass J=1. Dieses Resultat zeigt, 
dass im Innern der Contour A, nur eine Wurzel der Gleichung (6) 
liegt. Hierauf werden wir, wie es bekannt ist, haben: 


’ 1 dlog ( 2" — ps2" —q) 

_— :, 2S 2 —=e 

(10) a has vai J dz ds. 
h 


Diese Formel erlaubt uns, die Grosse 2* entweder mittels der Reihe (7) 
oder mittels bestimmter Integrale auszudriicken. 

Wir wollen jetzt zur Ableitung des zweiten Satzes, der dem Falle, 
wo mod. P > 1, entspricht, tibergehen. Zu dem Zwecke wollen wir 
uns auf der Fliche zwei Gruppen von Punkten vorstellen (vergl. Fig, 2): 
erstens die Punkte d,, d,,... dm—n—1, welche die Wurzeln der Gleichung 
gu — » = () darstellen, die man aus folgender Formel bekommt: 





1 — 
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zweitens die Punkte e,, ¢,,...@n—1, welche die Wurzeln der Gleichung 


pz" + q =O darstellen, die man aus folgender Formel erhiilt: 1 
= (2h+1) 2% 
(12) a=(t)e* . : 


Ausserdem wollen wir uns (Fig. 2) die Punkte fj, f,,..~. fin-n—1 
vorstellen, welche die Gréssen 


ni 


(13) fa ar a 


reprisentiren, und die Punkte g,, g,,.--9a—1, welche die Gréssen vor- 
stellen: 
1 


— ni 
n — 
n 


(14) n= (_* €, € 


m—nN 


(@) 
Fig. 2. 

Es versteht sich von selbst, dass der Punkt d, im Innern des 
Winkels f,-1 Of,, und der Punkt e, im Innern des Winkels qm; Og 
liegen wird. Wir wollen zwei concentrische Kreise, welche durch die 
Puncte f,,/;,/, und durch die Punkte g,, g,, gs gehen, mit (f) und 
(g) bezeichnen. Da nach Voraussetzung mod. P > 1, so ist: 


(15) mod. d, > mod. f, > mod. g, > mod. e. 


Daher wird der Kreis (g) kleiner als der Kreis (f) sein und zugleich 
werden alle Punkte e,, ¢,,...én—: im Innern des Kreises (g) und alle 
Punkte d,, d,,...d,—, ausserhalb des Kreises (/) liegen. 
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Wir werden uns jetzt noch zwei Kreise (C) und (c) vorstellen, 
welche mit den Kreisen (f) und (g) concentrisch sind und mit den 
Halbmessern gd, und re, beschrieben sind, wo @,7 positive Zahlen 
sind, die folgenden Bedingungen geniigen: 


(16) o> 1 und e*(g"-" — n>(2y~ (*— =}, 


—m (] —yn * m—n\* 
(17) r<1 und -™(1—r*) > ( 


Diesen Bedingungen genitigen ein unendlich grosses g und ein unend- 
lich kleines r, aber auch die Gréssen g und r, die man aus folgenden 
Gleichungen bekommt: 


=. 5 
eo —1 (2) (BE) 
m n ? 
m—n 
n 
l—rtae 2 ("—*) 
m 





n 


Die Grundfliche zwischen den concentrischen Kreisen (f) und (C) 
wird durch die Verliingerungen f/f, F,, f, F,,... der Halbmesser Of), 
Of,,---Ofmn—1 des Kreises (f) in (m—n) gleiche Theile getheilt 
[vergl. immer Fig. 2]. Wir werden jetzt die Contour, welche denjenigen 
dieser Theile umgiebt, in welchem sich der Punkt d, befindet, mit D, 
bezeichnen. Auf solehe Weise werden wir (m—mn) Contouren haben: 





D,, D,,..+Dm-—n—1, in deren Inneren sich beziehungsweise die Punkte 
dy, d,, -.+@m—n—1 befinden. Fiir alle Punkte der Contour D, wird 
dabei die Ungleichung gelten: A. 
1 
q As m—n 
(18) mod. 1 < mod. (4) <1. 


Die Grundfliche zwischen den concentrischen Kreisen (g) und (c) 
werde jetzt durch die Linien Og), Og,,...Ogn-1 in  gleiche Theile 
zertheilt. Die Contour, welche denjenigen dieser Theile umgiebt, in 
dessen Inneren sich der Punkt e, befindet, wollen wir mit EF, bezeichnen. 
Auf solche Weise werden wir » Contouren haben: E,, E,,...En-1, 
in deren Inneren sich beziehungsweise die Punkte ¢, ¢,, ... @n—1 be- 
finden. Dabei wird fiir alle Punkte der Contour E, die Ungleichung 
gelten: 


1 
m 


19 mod. —*—— < mod. 4 r 72. 
(19) pa +q~ ) 

Satz Il. — Wenn mod. P > 1, so werden (m—n) Wurzeln der 
Gleichung (6) besiehungsweise im Inneren der Contouren D, , D, ,. .»-Din—n—1 
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und die anderen n Wurzeln beziehungsweise im Inneren der Contouren 
E,, E,, ... En liegen. Dabei werden wir haben, indem wir die 
Wurzel, die der Contour D, entspricht, mit 3, und die Wurzel, welche 
der Contour E,, entspricht, mit & bezeichnen: 





1 [, dig(s"—pz" —q) 
€ oD suas k 
(20) Te aL =" de 
DP, 
s=@2 k—ns »8— 1) 


as 5 > i Sa sg. 
~ ——n fT (i+s) = 3 





s=0 
(21) ten = #4 (2"— pe" —9) dz 
ne Qi) ~ dz 
h 
- k-+ms 
s=@ ea 
8 o( eo ° ° 1) ¢ ) ek tin- n)s 
ot T(i+s) p/ ; 
s=0 


Der Beweis dieses Satzes ist dem Beweis von Satz I gleich und 
auf die Ungleichungen (18) und (19) zu griinden. 

Zu den Siitzen I und II werden wir jetzt noch einen dritten hin- 
zufiigen, der die beiden ersten Siitze vereinigt und mittels des bekannten 
allgemeinen Theorems iiber die Absonderung der Wurzeln abgeleitet 
wird. 

Wenn mod. P > 1, also Satz II gilt, verlieren die Wurzeln der 
Gleichung (6) ihren bestimmten Platz hinsichtlich der Contouren A,, 
A,,..-+Am—1 nicht, indem sie ihren bestimmten Platz hinsichtlich der 
Contouren D, und FE, einnehmen. Man muss dabei nur von den 
beiden Kreisen (C) und (¢), deren Bogen Bestandtheile der Contouren 
Ay, A,,.--Am—1 sind (Fig. 1), den einen unendlich gross und den 
anderen unendlich klein werden lassen. Vermége dieser Auffassung 
kann man folgenden Satz formuliren: 

Satz III. — Wenn P eine beliebige imaginiire Zahl oder wenn P 
eine reelle Zahi < 1 ist, so liegen die Wurzeln der Gleichung 
(22) a" — pe" —q=0 
beziehungsweise im Innern der Contouren A,, A,,...Am—i; wenn aber 
P eine reelle Grisse > 1 ist und m und n relative Primzahlen sind, 
so werden nur zwei Wurzeln der Gleichung (22) auf einer der Linien 
Ob,, Ob, ..- Obm+ legen, worauf diejenigen zwei der Contouren 
Ay, A,,---Am-—1, welche neben dieser Linie liegen, in ihrem Inneren 
keine Wurzeln der Gleichung (22) haben: die tibrigen (m—2) Wurzeln 
aber werden nach wie vor beziehungsweise in den iibrigen Contouren 
A®, A,,.-+Am—s liegen. 








Ww 
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Nach diesem Satze ist die Gleichung: 


Pe 1 [°, dlog(z” — ps" —q) 
(23) es J oS, 


a dz 


4h 

wo 2, eine Wurzel von (22) ist, immer giiltig, d. h. sowohl fir 
mod. P < 1, wie fiir mod. P>-1, allein den Fall ausgenommen, dass 
P eine reelle Grésse >1 und gz eine von denjenigen Wurzeln ist, 
welche auf einer der Linien Ob,, Ob,,... Obm—1s liegen. Fiir die 
anderen Wurzeln wird unsere Formel auch im letzten Falle giiltig sein. 
Der Kiirze wegen will ich hier von irgend welchen Transformationen 
des in (23) auftretenden Integrals nicht sprechen. 

Die Wichtigkeit der Siitze I, II, III werden wir hernach sehen, 
wenn wir von der Anwendung derselben auf Integralrechnung handeln. 

Anmerkung: Die Gleichung (6) kann in der Form dargestellt 
werden : 
ee 2" (2 —4@,) 
(8) i ae 
auf die man die bekannte Formel von Lagrange anwenden kann, welche 
die Wurzel der Gleichung 

£— a = pfs) 

in eine Reihe nach Potenzen von p zu entwickeln gestattet. Ist 
mod. P <1, so muss augenscheinlich die Lagrange’sche Formel, auf 
(8’) angewandt, die Reihe (7) ergeben. Es ist sehr natiizlich, mit der 
Anwendung der Langrange’schen Formel das Theorem von Rouché hier 
zu verbinden, welches im 39'" cahier des Journals der Ecole Poly- 
technique (Mémoire sur la série de Lagrange, t. XXII, 1862) entwickelt 
ist und welches uns die Méglichkeit giebt, die Entwickelung der 
Wurzel z, vermége der Formel des Lagrange mit der Absonderung 
derselben durch einen Kreis, der mit einem bestimmten Radius um 
a, als Mittelpunkt beschrieben ist, zu begleiten. Aber es zeigt sich, 
dass diese Art keine ganz bequeme ist. In meiner ,, Untersuchung“ 
habe ich bewiesen, dass das Gebiet der Anwendbarkeit des Theorems 
von Rouché, sofern man den genannten Kreis zur Absonderung der 
Wurzel z, benutzt, oft enger ist, als das Gebiet der Convergenz der 
Reihe (7). So ist es z. B. dann, wenn » aus den Grenzwerther 


t4 ° z\™ 4 ° z\m 
m (cos — — sin -) m (cos — -+ sin mn) 
m m m m 





1 + (cos = —sin = % 1+ (cos = + sin =) 
heraustritt. Aus diesem Grunde sind die zur Absonderung der Wurzeln 
der Gleichung (6) dienenden Contouren A,, A,,...Am—1: vortheilhafter, 


als die Kreiscontouren, die man nach der Methode von Rouché erhiilt. 
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II. Die Untersuchung der Convergenz der Reihen und die Eigenschaft 
ihrer Erganzungsglieder. 

Um die Convergenz der Reihen, in welche sich die Potenzen der 
Wurzeln der trinomischen Gleichung entwickeln lassen, bequemer zu 
untersuchen, gruppire ich die Glieder jeder Reihe in folgender Weise. 

Alle Glieder der Reihe (7), in welchen s = J(mod. m), verbinde 
ich zu einer Gruppe. Die Glieder dieser Gruppe werden, nachdem man 


sie durch 
k (py us, 
= (2) =" 
getheilt hat, eine Reihe folgender Form bilden: 
ome gi *@ = = +ns, l1+ms— ~4) 
(24) = > 


s=0 





(m—n)s hn 
n™ a "ST (1+1+ms) 


wobei: 
t=m—1 


(25) yoe. 2 (2) atte!» 


Auf aihnliche Weise gruppire ich die Reihen (20) und (21), wobei in 
der Reihe (20) soleche Glieder, in welchen s==J1(mod. m—n), und 
in der Reihe (21) solehe Glieder, in welchen s=J (mod. mn), sich in 
eine Gruppe vereinigen. Nach solcher Gruppirung werden wir haben: 


i=m—n—1 


(26) e~ woe a q ay 
i=0 
Hn—-1 
(27) t= 7m (=) ae, 
wo 








sm ys 7" (m—n)s — J 
(28) » aa - (n—m) o(* ——.-° snd wal ns—1) (4y 
= ‘ re P 


k-+ml 





== n™* (m —n)\™—")* @ 
(29) 0, = >’ ( 


s=0 


+ms, i+ns—1) 
m™*T (1-+41-++-ns) (>) , 





Die obengenannte Gruppirung wurde unlingst in den Arbeiten des 
Herrn Heymann angewendet (Mathematische Annalen und Zeitschrift 
fiir Mathematik und Physik*)). Die Reihen g, 9,, ...@m—1 werden 


*) Mathem. Annalen Bd, XXVIII, Heft 1, p. 72—74. 1886. — Zeitschrift fiir 
Mathem. und Phys. 31. Jahrg., 4, Heft, p. 225—226, 230—239. 1886. 
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fir mod, P < 1 convergiren und die Reihen y%, ,, ..- Wm-n—1) 
Q,, 0;,--+- On fiir mod. P> 1. Diese Resultate wurden bereits 1850 
von Westphal gefunden*), doch auf andere Weise abgeleitet. 

Ich werde jetzt einige weitere Eigenschaften der Reihen g,, y, und 
Q, andeuten, welche noch nicht bemerkt gewesen sind. 

Den Coefficienten der Potenz P in dem allgemeinen Gliede irgend 
einer dieser Reihen werde ich mit v(s, 1) bezeichnen, den Quotien- 
ten aber: 

v(s + 1,2) 
v(8, t) 
mit L(s, 1) oder M(s,1) oder N(s,1), je nachdem eine Reihe g, oder 
y, oder 0, in Betracht gezogen wird. Indem ich k = 1 setzte, habe 
ich in meiner Untersuchung folgende Theoreme bewiesen: 
Das 1 Theorem. Man hat: 


o= mM > = ts 
(30) L3)=]] nh tale 8 
e=1 44— m +s 


wo TT ein Productzeichen ist und oe A,,..+4m Zahlen vorstellen, von 
denen nur eine negativ ist, alle anderen aber positiv sind, und die 
folgende Bedingungen befriedigen: 


—t<i<t, 
Ine -a)+4@-aat 
Das 2" Theorem. Man hat: 
itil os mest 


(30’) Ms, 1) =f[ [| —“*;*-—}, 


o=1 mt =. wy +s 


m—n 


(31) 


WO 6), lo, -~+ lms Vyy%2,--- Ym Zahlen sind, welche folgenden Be- 
dingungen geniigen: 


Ve > 0, — Vg < fe < + %, 
(vy —t,) + (Ya — tha) + +» + (Om—ttm) = &, 


wobei nur eine der Zahlen u,, U,.. + Um negativ ist: 
Das 3” Theorem. Man hat: 


i 
(30’) Nis, = jn * Seu 2. 


o=1 —e. he 


(31’) 


*) Westphal: ,,Evolutio radicum aequationum algebraicarum e ternis terminis 
constantium in series infinitas“. Gottingae, 1850. Diese Arbeit wurde von der 
philosophischen Facultiit zu Gittingen preisgekrint. 
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WO %;, %,-- + Hm, Oy, Qo, - ++ Om Zahlen sind, die folgenden Be- 
dingungen geniigen: 


0 < de < Ge, 


31” é 
> lama) + Od +: + G3. 
Aus diesen Theoremen kann man folgende Folgerungen ableiten: 
1) Der Quotient 

v(s-+- 1,7) 


v(s, 2) 


ist dem absoluten Werthe nach immer kleiner als die Kinheit und 
nimmt bei der Vergrésserung des s oder / zu. 

2) Sind die Bedingungen der Convergenz fiir irgend eine der 
Reihen g,, % und 0, erfiillt, so nehmen die Glieder dieser Reihe dem 
absoluten Werthe nach von Anfang an ab. 

3) Die Coefficienten der Potenzen von P nehmen sehr schnell am 
Anfange jeder Reihe ab, wahrend sie langsamer abnehmen weit vom 
Anfange der Reihe, wo die Glieder der Reihe (die Bedingungen der 
Convergenz als erfiillt vorausgesetzt) minder wichtig werden. 

Diese Folgerungen zeigen, dass die Reihen g,, y, und ©, sehr 
bequem zu berechnen sind. 

Ist mod. P< 1, so miissen die Glieder der Reihe g, schneller 
abnehmen, als die Glieder der geometrischen Progression mit dem 
Quotienten ry = mod. P. Wenn wir also das Ergiinzungsglied oder 
den Rest der Reihe g, mit R, bezeichnen, werden wir haben: 


P mod. w, 
(32) mod. R, < ——;*, 

© dew ae 

> 


unter wu, das erste von den Gliedern der Reihe gq, verstanden, welche 
dem Ergiinzungsgliede zugerechnet werden. 

Fiir die Ergiinzungsglieder der Reihen y, und ©, werden wir Un- 
gleichungen folgender Form haben: 


mod, w 
(33) mod. R, < ——-, 
—e 
wo r= mod. P > 1. 
Wir wollen jetzt annehmen, dass r= mod. P=1. In diesem 
Falle haben wir fiir das Ergainzungsglied der Reihe gy, folgende Un- 
gleichung: 


(34) mod. R, <2 mod. u,(4++4+4+ ++ 3), 


unter 4 den gréssten unter den Werthen 4,, 4,, ... A» verstanden, 
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welche in dem ersten Theoreme angemerkt waren. Fiir das Ergiinzungs- 
glied der Reihe y, werden wir entsprechend haben: 
3 m—n—1 l 
(35) mod. a < 2 mod. Us (= — “m(m or a ~_e +s), 
und fiir das Ergiinzungsglied der Reihe 0,: 
8 n—1 l 
(36) mod. R, < 2 mod. u, G ao sao ar} +s). 


In den Ungleichungen (33), (34), (35) und (36) bedeutet u, das erste von 
den Gliedern der beziiglichen Reihe, die zu dem Erginzungsgliede R, 
gehoren. 


III. Verwendung der Eigenschaften der dreigliedrigen Gleichung zur 
Reihenentwickelung einiger bestimmter Integrale. 


Angenommen, dass mod. P< 1, 4>0, w >0, so wollen wir 
das Integral betrachten: 


&, 
(37) J= J a-\(q-+ pa" —a")"—1da, 


unter ¢, diejenige Wurzel der Gleichung 

(38) 2” — pe* —q=0 

verstanden, welche im Inneren der Contour A, liegt; dabei werden 
wir die Integration auf die gerade Linie Oz, beziehen. 

Den Radius des Kreises (c) (von welchem ein Bogen Bestandtheil 
der Contour A, ist) wollen wir jetzt gleich Null setzen. Wir bemerken 
ferner, dass fiir 0 << «<1 die Gleichung 
(39) o" — 2(pe"-4+q) =0 
eine Wurzel &, besitzt, welche innerhalb der Contour A, liegt und 
sich in eine convergente Reihe der Form: 


_ = o(-t™, s—1) . ( - 

b= SD — rata CG): Nee 
entwickeln laisst. Wenn nun hier z von 0 bis 1 wiichst, so beschreibt 
der Punkt, welcher die Wurzel &, vorstellt, eine krumme Linie, die 
im Inneren der Contour A, liegt und den Nullpunkt O mit dem Punkte 
z, verbindet. Da es zwischen dieser Curve und der geraden Linie 
Oz, keine Ausnahmepunkte der unter dem Integralzeichen stehenden 
Function giebt, so kann man die Integration auf diese Curve beziehen, 
ohne dass sich die Grésse des Integrals aindert, Mit anderen Worten: 
man kann die Variable z¢ durch die Variable z ersetzen, vorausgesetzt, 
dass wir ¢ = &, und 
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dz = —_—* daz 


nehmen. Hierdurch wird: 


1 


A+ m(u—1),, - 
0 


Indem wir jetzt die Grésse e+" in eine Reihe entwickeln und 


mittels dieser Reihe integriren, finden wir: 


&), 


— n m\u— rw P'S Atns 
(40) fe \(q-+-pe"—2") tds = EO DG a , 


0 
wo: 





(4.1) H ls ie la 8): ‘cr 
3 ras): . ret) 


Das Integral J, welches wir betrachtet haben, ist manchmal 
elliptisch oder hyperelliptisch und itiberhaupt Abel’sch, worauf wir 
durch (40) die Perioden der entsprechenden elliptischen oder Abel’schen 
Integrale dargestellt haben. Man kann hiernach beispielsweise die 
Perioden der elliptischen Integrale, welche folgende Form haben: 


(42) f ag _as <<" 
Vat ps" — 2” 


(wo m gleich 3 oder 4 ist) oder auch der elliptischen Integrale: 








(43) [ — 

J Va(q+ps"—2") 

(wo m gleich 2 oder 3 ist) in bequeme Reihen entwickeln, ohne die 
Transformation dieser Integrale auf die Form 


43’ : 
(43) yeas 


vorzunehmen. Zu den Integralen (42) gehdrt insbesondere die canonische 
Form des elliptischen Integrals des Hrn. Weierstrass. 
Wir wollen noch folgende Reihenentwickelungen anfiihren: 


1) 


a,°@ 


aed f NO e ns 
(44) ferenre gee ” K, (7) o's 


&) 


a 








wo 


(4 


(4 


( 
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wo # > 0, 4 < m(i—ag), mod. P< 1 und 


0M) (pets 2ty 


m 


ra+s)r (1+ s— it a#) , 


wobei co ein positives Unendlich ist. 


2) 





K,= 


8) 


Gi 


(45) fe@tars—eye ok (Comes Cm 2 d 


%, 
ae ae > (2 Ya bine, 


wo w > 0, vy >u, mod, P< 1 und 


ci 181) robe) 
~  FA-+-s)F(+s) 








L,= 
3) 
oh 


(46) fi Pq per — ey tds =) Sn (St) a, 


s=0 
0 


wo §, eine der Contour E, entsprechende Wurzel der Gleichung (38) 
ist, wobei A>0, w > 0, mod. P > 1 und 





r cs itms 
MUM, = - a 
rts) r (w+ Tem —s) 
4) 
ad, @ 
(47) gl (gm — pg — gq) Ide = Sle) >) N,(— 9) Gon tew) 
ba 


wo 4 eine der Contour D, entsprechende Wurzel der Gleichung (38) 
ist und oo ein positives Unendlich vorstellt, wihrend 4 < m(1—u4), 
uw > 0, mod. P>1 und 





7 niet) 
, ne i =a aa 
" ra+or] Stse—e a3 | 
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5) 
2, 
(48) fe ™— aps" —q)' (q-+-ps" —am)H atl (gm — gr daz 


, 
%), 


sm 
y” 3h 
= 2 > Qs (f aj," 9 (a, 8), 
3s 


wo 2, und z, die der Contour A, entsprechenden Wurzeln folgender 
Gleichungen sind: 
e”" — ape" —q=0, 
a— pe —q=—0, 
wobei 4>—1,4>~—1, —l<a<+1, mod, P< 1 und 
o(tteet™, wie 1) 
a= aes =e, 


1 
y (a, Ss) =fa — x)" (a—a)art*-#—I da, 


Die Gleichungen (46) und (47) erlauben, die Perioden der elliptischen 
oder Abel’schen Integrale folgender Form 


2! dr 
Voter 
(wo mod. P > 1 genommen sein soll) in bequeme Reihen zu entwickeln. 


Die Gleichung (48) kann zur Reihenentwickelung der Perioden der 
Abel’schen Integrale folgender Form dienen: 


f _# lds 
V( (2"—aps" —q)(q-+p2"—2)(2" — 


Bei der Ableitung der vorgenannten te spielen 
die Siitze tiber die Vertheilung der trinomischen Gleichung auf der 
Fliche selbstverstiindlich die wichtigste Rolle, insofern sie uns erlauben, 
uns von der Abwesenheit irgend welcher Ausnahmspunkte zwischen 
den Wegen der Integration zu tiberzeugen. 








o 
IV. Anwendung der Eigenschaften der trinomischen Gleichung zur 
Integration einer Differentialgleichung. 


Die Differentialgleichungen der Form: 
my Oy oPy m—1 e"'y 
(49) (l—@ deem So Te ay + eo deat t **Cm—10" oe 


sind sehr eng mit der Theorie der trinomischen Gleichungen verbunden. 





i ae ee ee ee i 6 ee 
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So hat Herr Heymann vor kurzem die Bedingungen gefunden, unter 
denen y = 2* der Differentialgleichung (49) gentigt, unter zs, eine 
Wurzel der folgenden trinomischen Gleichung verstanden: 


(50) ne” —mare"-+-m—n=—0. 


In meiner ,,Untersuchung“ ist eine allgemeinere Aufgabe gelést 
worden: ich habe eine unendliche Zahl solcher Fille gefunden, in 
denen das allgemeine Integral der Gleichung (49) durch eine endliche 
Zahl von algebraischen und logarithmischen Functionen der Verinder- 
lichen x und der Wurzeln folgender Gleichung ausgedriickt werden 
kann: 

(51) ne™ — ma,ce" +m—n=—O. 


Dabei bedeutet r eine beliebige ganze Zahl, wahrend a, die EHinheits- 
wurzel vorstellt: 


2rzi 


(52) Game™ . 





Ich will mit F(z) das folgende Polynom bezeichnen: 
(53) F(2) = ty + 8 + ¢@(@—1) +--+ Cn14(8—1)++-(¢—m+2) 
+ 2(¢—1)---(¢—m+1). 


Hier kann man selbstverstiindlicherweise setzen: 


(54) Cy = rite . A* F(0), 

unter A’ das Zeichen der endlichen Differenz von der Ordnung 6 ver- 
standen. Ich will nun ferner mit b,, b,, ... Om. die Wurzeln der 
Gleichung 

(55) F(z) =0 


bezeichnen. Mittels dieser Wurzeln lassen sich die Coefficienten des 
Polynoms F(z) und mittels der Gleichung (54) die Coefficienten 
Cy» Cy ++ + Cm—1 der Gleichung (49) ausdriicken. Ich werde daher die 
Function F(z) die Charakteristik der Gleichung (49) und die Wurzeln 
der Gleichung (55) die Wurzeln der Charakteristik nennen. Die Glei- 
chung (49) kann mittels ihrer Charakteristik folgendermassen geschrieben 
werden: 


(56) F(O)y+- 470). ~ dy ii oe o ay <; 











daz da 
ge san |, sy A” F(0) dy 
14-8" at a (m1) ae 8. 


Indem ich es unternahm, diese Gleichung mittels Reihen zu integriren, 
habe ich erstens eine Gruppe particulirer Auflésungen folgender Form 
gefunden: 


Mathematische Annalen. XXIX. 28 
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o=s—1 


— [ F(i+me) inte 


7 wm > ratl-pms) in alata [[ Fe+me)=1, 
s o=—0 


unter TT ein Productzeichen, unter / eine beliebige der Zahlen 0, 1, 2, 
.m—1 verstanden, und zweitens eine Gruppe von particuliren 
Auflésungen der folgenden Form: 


1+D,, ) 
(58) " Sf PA. tae 


o=s—1 


I F'(b,—m— mo) 


wo b, eine beliebige Wurzel der Charakteristik der Gleichung (49) ist. 

Die Reihen der ersten Gruppe werden unter der Bedingung 
mod, x < 1 convergiren und sind geniigend, um das allgemeine Integral 
der Gleichung (49) zu finden. Die Reihen der zweiten Gruppe werden 
unter der Bedingung mod.z > 1 convergiren und sind ebenfalls 
geniigend, um das allgemeine Integral der Gleichung (49) zu finden, 
abgesehen allerdings von den Fallen, in denen es eine ganze positive 
Zahl h giebt, welche einer Bedingung der Form: 

(59) F(b;—mh) = 0 

geniigt. Aber dieser Mange! wird leicht durch die Methode der Grenz- 
werthe corrigirt, indem nimlich }; als Veriinderliche angesehen wird, 
die der Gleichung (59) nur im Grenzfalle geniigt, wahrend gleichzeitig 
statt der Reihe y, das Product y, - '(b;—mh) an der Grenze betrachtet 
wird. 

Aus der Betrachtung der Gleichung (56) und ihrer particuliren 
Integrale (57) und (58) entspringen jetzt folgende Kigenschaften der 
Gleichung (49): 

A) Wenn (x) das Integral der Gleichung (49) ist, welche eine 
bestimmte Charakteristik F(z) hat, so ist der Ausdruck 


a 9(z) 
da" 
ebenso ein Integral einer solchen Gleichung (49), deren Charakteristik 
F, (2) = F(A+2) ist. 
B) Wenn g(x) das Integral der Gleichung (49) ist, die eine be- 
stimmte Charakteristik F(z) hat, so ist der Ausdruck: 


ght (ye? eal. ae =) 


at 


(wo t=”), ebenso ein Integral einer solchen Gleichung (49), deren 








Chi 
die 
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Charakteristik, unter b, eine Wurzel der Charakteristik F'(2) verstanden, 
die folgende ist: 
—b,+ mus . 
F, (2) —_ —b - Fle (2 ). 


Nachdem diese ili der Gleichung (49) gefunden sind, 
gehe ich zu der Untersuchung der Bedingungen iiber, unter denen 
die Integration dieser Gleichung mittels der Wurzeln der Gleichung 
(51) erfolgen kann. 

Mittels der Formeln (24), (25) und (57) tiberzeugt man sich leicht, 
dass y= ', unter 4 eine beliebige Wurzel der Gleichung (51) ver- 
standen, eine particulire Auflésung der Gleichung (49) wird, sobald 
man die Charakteristik F(z) der Gleichung (49) nach der Formel 
bestimmt: 


(60) F(z) = mo(*+" +n, n) + o (Eterm 1, m —n), 


m 





wo: 


m”™ 


n™ (n%—m)"—" 


Dieses Resultat wird von Herrn Heymann bestiitigt. Verbindet man 
dasselbe mit der unter A) angegebenen EHigenschaft der Gleichung (49), 
so folgt, dass der Ausdruck 

dé 2 

da" 

eine particulire Auflésung einer solchen Gleichung (49) ist, deren 
Charakteristik lautet: 


(61) Fi@—M-o ete t) +2, n): o(Rte— mw Oro+1, m—n). 





y= 





Die Folgerung gilt nur fiir positive ganze Zahlen 4. Aber das 
Integral der Gleichung (49) kann mittels der Wurzeln der Gleichung 
(51) in endlicher Form auch in dem Falle ausgedriickt werden, dass 4 
eine ganze negative Zahl —@ ist. Setzen wir nimlich, unter g eine 


ganze positive Zahl verstanden, in die Formel (45) 

1 (2h+1)in 
m—n m—2\n- mm 
—*., a,=( ye ™ 





’ 


ul, v=o+1, p=— a,x, a= — 








so kommt: 
%), 
ad se n—m ay ent dz 
(62) j zt (ma, x -+- —.— — «” ") (e" — 1) r , 
a), 
k = 
s=@ sige, <> SS 
= : a 8 s— 
B r(i+s) (<==) ve; ? 


s=e 


28* 
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wo B eine Constante bedeutet und z, die der Contour A, entsprechende 
Wurzel der Gleichung (51) ist. Nun lisst sich das Integral der linken 
Seite von (62) durch eine Function ausdriicken, welche algebraische 
und logarithmische Operationen in endlicher Zahl enthilt. Nennen 
wir diese Function U und bezeichnen mit V ein Polynom der folgen- 








den Form: 
tet k-+-n (s—oe) 
an ns m @ nd 0 - :8—e—1) ( me ce,, siameebiads 
- 4 r(1i+s) n—m/ oe, ae 
so haben wir: 
—o) 
rt @ (Atte = 18—e—1) mee 3 : 
{ J == 7 — ieaicehiditaied. 8 apk-+ n(s— Q) 
(64) U+V B> r(i-+s) (7) was : 


s=0 


Jetzt ist aus dieser Reihenentwickelung leicht einzusehen, dass die 
Function (U+ V) ein Integral einer solchen Gleichung (49) ist, deren 
Charakteristik aus der Formel (61) fiir 4 == — @ gefunden wird. Der 
Charakteristik F’,(z) also, welche aus (61) gefunden wird, entspricht 
bei beliebigem ganzzahligem Werthe von 4 eine solche Gleichung (49), 
die in endlicher Form mittels der Wurzeln der Gleichung (51) integrirt 
wird. 

Indem wir jetzt diese Ableitung mit der oben unter B) angefiihrten 
Eigenschaft der Gleichung (49) combiniren, so kommen wir zu folgen- 
dem allgemeinen Satze: 

Theorem. — Es seien A, ty, by, Uoy+++ m—1 beliebige ganze Zahlen 
(die auch Null sein kinnen) und es sei die Charakteristik F(z) der 
Gleichung (49) durch die Formel definirt: 

o=—m—n—1l o=m- 1 


(65) F(z) =] [(e+4+me.— ze). [[G@+t4+me.— = siepi—®) mei 


, 6=m—n 





so ldsst sich das allgemeine Integral der Gleichung (49) in endlicher Form 
mittels algebraischer Functionen der Veriinderlichen x, der Wurzeln der 
Gleichung (51) und der Logarithmen dieser Wurzeln ausdriicken. 
Anmerkung. Wenn die Bedingungen dieses Theorems erfiillt 
sind und es sind m und » relative Primzahlen, so reichen die Wurzeln 
der Gleichung (50) allein aus, um das allgemeine Integral der Glei- 
chung (49) zu bekommen; sind aber m und n keine relativen Primzahlen, 
so reichen die Wurzeln der Gleichung (50) zu dem genannten Zwecke 
nicht aus, so dass es in diesem Falle néthig wird, die Gleichung (51) 
heranzuziehen und der Zahl r die Werthe 0, 1,...m — 1 zu geben. 


' 3. Januar 1887 
Moskau, 22, December 1886° 
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Gleichung der Curve, welche die Beriithrungspunkte der 
doppelten Tangenten der allgemeinen Curve des fiinften 
Grades ausschneidet. 


Von 


GrovANNI Matsano in Messina. 


Ks ist bekannt, dass die Beriihrungspunkte der doppelten Tangenten 
einer allgemeinen Curve des m' Grades, ‘deren vollkommene Inter- 
section mit einer anderen Curve des (n—2) (n?—9)'" Grades bilden. 
Nach der Methode, welche Clebsch fiir die Gleichung dieser letzteren 
gegeben hat, wurde dieselbe bisher nur fiir den einfachsten Fall n—4 
ausgerechnet; wir nehmen uns nun vor, dieselbe, durch die symbolische 
Rechnung, fiir den Fall » = 5 zu finden*). 

Die Gleichung der Tangente an einem Punkte der allgemeinen Curve 
des fiinften Grades, durch f = a,’ = b,5 = --- = 0 reprisentirt, ist: 
(1) Gz' a, = bab, = ++ - = 0; 
es kénnen also die Coordinaten irgend eines Punktes ¢ dieser Geraden 
folgenderweise ausgedriickt werden: 

8 = x; + A(bu);b,', (¢==1, 2,3) 
indem man 
(bu), = bats — dyt,, (bu)p = bu, — 0,3, (bur)s = d, u. — b,u, 
setzt und mit den u, die Coordinaten irgend einer Geraden der Ebene 
bezeichnet. 

Die Durchschnittspunkte der Geraden (1) mit der Curve f= 0 
entsprechen den Werthen von A, welche von der nachstehenden Glei- 
chung geliefert werden: 


*) Hierbei darf nicht unerwihnt bleiben, dass 0. Dersch im 7'" Bande der 
Annalen die Gleichung der betreffenden Curven (m— 2) (m?—9)*" Ordnung auf 
Grund der Methode von Salmon und Cayley mit einer gewissen Eleganz* behandelt 
hat; er fihrt die Frage darauf zuriick, dass man die Gleichung einer in sym- 
bolischer Form gegebenen Curve (m— 2)" Grades in Linien-Coordinaten darstellt. 


Mathematische Annalen, XXIX. 29 
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{az + 4(abu) b.*}° = a,°+ 5A(abu)az*b.! + 10A?(abu)(acu)a,* b,*c,' 
+ 10A3(abu)(acu)(adu) az? bz' cei d,' 
+ 5A4 (abu) (acu) (adu) (aew) az be Cz dz ey" 
+ A5(abu) (acu) (adu) (aeu) (af) bs* x4 dz*ez'fz! = 0. 
Da man a,° = 0 und (abu)a,z'b,! = 0 hat; so sind von diesen Werthen 
zwei Null, und entsprechen den beiden vereinigten Schnittpunkten im 
Durchschnittspunkte 2; von den weiteren Schnittpunkten treffen zwei 
zusammen, und es wird also die Tangente (1) doppelt, wenn die 
Discriminante nachstehender cubischer Gleichung in 4 Null wird: 
p = 10(abu)(acu)az* be'¢z* + 104(abu) (acu) (adu) az*bz*¢z4d,' 
+ 5A? (abu) (acu) (adu)(aeu) azbz* Cz'dz*e,4 
+ 45 (abu) (acu) (adu) (aeu) (af) bz cz*d,*ez'fe' = 0. 
Diese Discriminante muss in das Product u,'*- #*) zerlegt werden, 
wo F eine Covariante des 48'" Grades der Grundform / reprisentirt, 
und dieses F' gleich Null gesetzt giebt die Gleichung der gesuchten 
Curve. 
Wenn man setzt: 


A, = 10(abu) (acu) az* bz‘ cz*, 


A,= + (abu) (acu) (adu) a,?b,*c,'d,*, 
(2) 

A, = : (abu) (acu) (adu) (aen) az be Ce dz' ex‘, 

A, = (abu) (acu) (adu) (aeu) (af) bz cz! dz" ez'fe', 
und also: 
(3) p = A, + 344, + 347A, + 27-A, = 0, 


wird man haben: 
(4) Ay = 2[4(A)A,— A,”)(A, As; — A”) — (Ap As — A, A,)?] =e" F 
Unsere Rechnung besteht darin: die A, A, A, A, vermittelst Formen 


der ersten sechs Grade des Systems der Grundform f auszudriicken, und 
folgeweise die Identitét (4) unter der Voraussetzung a,° =O zu demonstriren. 


§ 1. 
Berechnung von A,, A,, A,, A. 
Nebst der Voraussetzung 
(I) a,° = 0 
werden wir, in der Folge, die Identitiiten anwenden, welche auf die 
drei folgenden hinauslaufen : 





*) Vgl. Vorlesungen iiber Geometrie von A. Clebsch, herausgegeben von 
F, Lindemann, 8, 280. 





Il 
IL 
I\ 


al 


(1 
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II (abe) d, — (abd)c, + (acd)b, — (bed)a, = 0, 
Ill (abe) (def) — (abd)(cef’) +- (acd) (bef) — (bed) (aef) = 0, 
IV (abe) (abd) cz dz 


= ; { (abe)? d,* + (abd)? c,? — (acd)*b,? — (bed)? az? + 2(aed) (bed) az bz }e 


Berechnung von A,. — 
Die IV Identitaét anwendend hat man: 


A, =5az°b,*¢,° { (abu)? cz? + (acu)* bz? — (beu)* a,” —(abc)*u, 


+2 (abe) (beu) azu2} . 


Von den Gliedern auf der rechten Seite verschwinden die ersten zwei 
kraft der Voraussetzung I, wihrend das fiinfte, kraft der Identitiit: 


V (abc)(abu) az°bz* ¢,3 ¢y= = (abe) 2° bz5 Cz° { (abu) Cy— (acu) by+-(beu) ay} 
1 ' j 
=z (abe)? az dF Cq5+ ty = 3 A+ tly, 
auf — > des vierten hinausliiuft; so hat man denn: 


(1) A, = —>A-u,?. 


Berechnung von A,. — 
Wieder die Identitiit IV anwendend, hat man 


A,= < (adu) az7b2* 2° dz! {(abu)* cq” + (acu)? bz? — (beu)* az” —(abe)*u2* 
+2 (abc) (beu) az Us} F 


Die ersten zwei Glieder sind Null, kraft der Voraussetzung I, so auch 
das dritte, da sein Zeichen sich indert, wenn man a@ mit d vertauscht; 
das fiinfte ist, durch die Anwendung der Identitiit V, gleich der Grosse 


> (abc)? az bz*cz° + (duu)d," + uz = 0; 
so hat man denn: 
(2) A,=— $ (abe)*a.2b,9cq* (adu)de'+ tha? = = (adu)ag*Aa® - tts? 
= (fu) - 2. 


Berechnung von A,. — 
Zweimal die Identitit IV anwendend, hat man, kraft der Voraus- 
setzung I, und die ahnlichen Glieder vereinigend: 


29* 
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A,= x Azbz* Cz? dz* €x* { (abu)? c,* + (acu)*b,” — (bew)* az” — (abe)? u,” 
+ 2 (abe) (beu) a, u,\ 
- {(adu)? ez” + (aew)?d,”— (dew)? a,” — (ade)*u,” 
+2 (ade) (deu)azuz\ 
= ~ Gzb.' cz°d,> ¢,° {2 (abe)? (deu)? a,” - uz? —4 (abe) (beu) (deu)* az? u, 
+ (abc)? (ade)* - uz — 4 (abc)? (ade) (dew) az-uz3 
+ 4(abe) (ade) (beu) (deu)a,?- ua"). 
Indem man auf das zweite und fiinfte Glied der rechten Seite die 
Identitit V anwendet und setzt: 
(deu)’d,Fe.* = uZO'= @, 
(abc)* (ade) (deu) az?bx* cz° dz>e,3 = Agus A,°0,° = Ag, 
(abc)? (ade)? az bz cz dz ez: = azaza,0,°O.° = f.4,, 
hat man: 


‘ 5 5 5 ' 
(3) A,= 7 4-0-u,*+ 3 foo * Uz! —z As: u,°. 


Berechnung von A,. — 
Zweimal die Identitét [V anwendend hat man, kraft der Voraus- 
setzung I, und die ahnlichen Glieder vereinigend: 


A,= ; (af) b.' cz5 dz ez fx! { (abu)? c,? + (acu)? b,2—(beu)* az’— (abc)? a,* 
+2 (abc) (bcu) az tz} 
{ (adu)*e,” + (aeu)? d,” — (dew)*az*—(ade)*u," 
+2 (ade) (dew) az Us} 
= + (afu) bz* cz° dz’ ex*fz* { 2(abc)*(deu)*az*-uz?—4(abe)(beu)(deu)*az*tz 
+-(abc)? (ade)? -w.4 —4(abe)*(ade)(deu)az+ uz" 
-++-4(abc) (ade) (bew) (deur) a,” u,? }. 
Durch die Anwendung der Identitit V wird das zweite Glied 
—A- (fuu)fr'- 0 - uz = 0, 
es bleibt also iibrig: 
=— > © - (fu) - u,? + + aja? (abu) b,40,°0,°-u,4 
— 43 a4,U,y, (abu)a,0,°0,°b.'-u,>+asag ugus(abu)azO,"0,b,4-u,2, 
oder: 
A,=— = O-(fAu) «u,? + { (afu)aza2-uz!—a2a,.u,.d2(afu)-us 


+ dg dy Ug tg Gz? (afu)-u,". 
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Die Identitit If anwendend hat man: 


A$ 49 Us Az (afu) = ag (ade) (deu) a, b,*d,° en?{ (abe)u.+-( aeu)b,—(beu)a,} ‘ 
Das zweite Glied ist Null, kraft der Voraussetzung I, und das erste 
wird, die Identitét IV anwendend, gleich der Grosse: 


+ a3 (deu) dy b,3 dz? ey? { (aed)? b,” + (aeb)? d,? — (bda)? e,?—(bde)? a,” 
+ 2(abd) (bde) az ex} 
= 13 (abe)? (dett) ae Da en? de! + a9 (det) (abd) (bie) dg?b,3d,2e?—= M +N. 
Kraft der Identitét 11 hat man: 
M = a3(abe)*bz> dy*e,? {(ade) tz — (adu)e + (aeu)d,+ 
= azas (ad@')d,'O;>- uz — ag ag (afu) 
= a3ag (afO’) - uz — asas (afu); 
b mit e verwechselnd und die Identitét I] anwendend, hat man weiter: 
N = — a3 (bde) az?bz5dz2e,5 {(deu)(abd) — (dbu)(aed)\ 


ag (bde)? (dart) az2bz3 > dy? 


§ 


| 


ro| = ro| = oe | 


as ds" (dau) az? dz? = 0; 


das erste Glied ist also gleich der Grdsse: 
a3.as(af’) + ue — agas (afu). 
Das dritte Glied ist gleich der Grésse : 
dz a3 (ade) (deu)(beu) be! dz? ez? =— Ag ug(bOu)b,'0,°A,*=— (fOu)Agus, 
da man 
A,’ = aja; 0, 
hat; so hat man denn 
(4) Ajay Uy Oz? (afu) = —(fOu) Asus — (afu) asas'* Uz 
+ (af0’) a5 ag * Uz?. 

Die Identitit Il anwendend, hat man: 

Ag Ay Us Uy Oz"(afu) 

= As Us (acd) (cdu) az? bz*c,3d," {(abd) Uz + (adu) b, —(bdu) az} : 

Das zweite Glied ist Null, kraft der Voraussetzung I, das erste ist 


(den Factor wu, ausser Betrachtung lassend), kraft der Voraussetzung IV, 
gleich der Grosse: 
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+ gg (edu) a.*b,* ex? dx” { (acd)* bz” + (abd)? c,? — (bed)? a,” — (abe)*d,? 
+2 (abe) (bed) az d,} 
= agus (abd)? (cdu) a,” b,5¢,'d,?+4- a A- (beu) (edu) (bed) bz3 ¢,? dz 
= 19 Us (abd)? (edu) az? b,* ¢z'd,”, 


wobei wir die Voraussetzung I und die Identitit V benutzt haben. 
Unter Anwendung der Identitit II hat man: 


agus (abd)? (edu) az*bz* ¢y'd,” 
= (abd) (aef) (efur) az? bz Cz! dz? ex* fx? { (cdf) ux + (cfu) d, — (fu) Cx} 
== (abd)*(aef )(cdf’) (ef) az? bz ¢x' dz? ez' fz? - Uz 
+ (abd)? (aef’) (efu) (cfu) az?b.5 ¢z' dF e,° fe. 
Die Zwischenform 
(abd)? (aef’) (cdf) (ef) a.” ba° Ca*dz*ee*fx*, 
welche aus der Zwischenform 
(abd)? (aef’) (cdf’) (ef) ba Cx? Cx 
der cubischen terniren Form hergeleitet werden kann, ist identisch 
gleich Null, wie leicht aus dem vollstindigen System von Herrn 
Gordan zu ersehen ist*); das erste Glied ist also gleich der Grosse: 


(abd)*(aef’) (efu) (cfu)az? bz dy cz! €,5f,? = Ag ug (COu)c,'O,°—=(fOu)Asus. 


Wegen der Identitaét V, die auch wie folgt geschrieben werden kann 
Ags Az dy = + A$ Az * Uy = z AX - Uy, 
ist das dritte Glied gleich der Grosse: 
— s A - (edu)? (bdu)b,'¢,3 d,? = — + 4: (fOu); 
so hat man denn: 
(5) Ags Ay Ug Az" (afu) = (fOu) Agus -usz — + A - (fOu). 
Die Formeln (4) und (5) gebrauchend bekommt man jetzt: 
(6) Ay—= — 5 O- (fdu) - us? — A - (fOu) «ue? + 2(fOu) Ag tists" 
+ ; (afu)asag- us — (afO’)asas'- Us . 


Die Formeln (1), (2), (3), (6) geben die Ausdriicke von A, A, A, 
A, durch irreducibele Formen des Systems von f. 


*) Vergl. Gordan: Ueber terniire Formen dritten Grades, Math. Annalen, 
Bd. I, pag. 90. 
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§ 2. 
Verschiedene Beziehungen. 


Bevor wir zur Berechnung von Ag iibergehen, erscheint es zweck- 
miissig, einige Beziehungen zwischen den Formen, welche wir in dem 
vorigen Paragraphen gefunden haben, festzusetzen. 

1) Die Identitét IT anwendend, hat man: 


A - (fOu) — O- (fAu) = A,$a.402'us {(a0A)us + (AOu)as} 
= (a0 A)az'0.°A,5u2- uz. 
Kraft derselben Identitét hat man weiter: 
(a@A)a,£0,°A,5u2 — (a0 u)a,'0, Asus." 
= a," 9,°A,*us {(OAu)as — (aAu)95}. 


Das zweite Glied ist hier Null, denn es enthilt den Factor Os; der 
erste ist, wegen der niimlichen Identitiéit, gleich der Grésse: 


(abe) (beu)a.* bc. A. {(acd)us — (acu) A.+(ahu)ce}. 
Man hat ferner, wegen der Identitit V: 
(abc)(acu)(beu)az>b.Fc,7: A=O0, 
(abc)az*b.3¢,°(beu) (adu) AS = $ A’: (Auu)&.' = 0, 


so wird denn das erste Glied, a mit b vertauschend, und die Identitiit 
III anwendend, gleich der Grosse: 


. (abc)a.*b.°¢.*Ax* + Ux {(beu) (acd) — (acu)(be)} 


= ; (abe)? az*bz'c,?(cOu) Aas +e = ~ (A Aw) Al°A,8- uu, = 0. 
Man hat also 
(aQA) a,'0,°A.Sus = (a0u)atO Agus d.*, 
und somit schliesslich: 
(7) A - (fOu) — O- (fAu) = (fOu) Agus - uz. 
2) Die Identitit Il anwendend, hat man: 
(fu) - As —(fOu) Asus -A=a,'A,5 A50.5 ugh’s {(aQ®) Uz—(AOu)a. } 
=a,'A, 0. ug Ag Az". Ue 
-{(@44) 02+ (a0) 4.—(A4'8) az }=M-urz+N-O-uz, 
M = ~(aAd))ath,7Az7- (beu) be. {VAL )cz— (CAL ')be} 
= (aAd )(bAd’)(bew) actbPc.t As’ Az? 
= ; (beu) 27 Az" aa* bs Ce! { (ad)? bs? +(bAA’)? az?— (abd) A? 
—(abA’)?A,?+2(abd)(abd)A, 4:} , 
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Das erste Glied ist Null, weil sich sein Zeichen ‘indert wenn man 
b mit ¢ vertauscht; das zweite ist auch Null wegen der Voraussetzung I. 
So hat man denn: 


M= — (abd’)* (beu)a.*b.* ¢.4 A? -A+(abh) (abd )ASAz' a,°b,.? (beu)e.! 
= —A3?(Ofu)-A+A;sA 5(Ofu), 
N= a,'hz'hs90,° {ah'u) Os —(aOu)As+(d’Ou) ag}. 


Das erste Glied ist hier Null, denn es enthalt den Factor O5; das 
zweite ist gleich — A s?(fOu), das dritte ist, wegen der Identitiit II, 
gleich der Grosse: 


(abe)(bcA’)b.*¢3 a2 Az’ {—(abd’)-u,—(ah'u)b.+ (abu) A:} 
=—(abc)(abd’ ) (beh )a,3b2 63 AL? su, — + A.(d’d'u) 
++ (abe)?a,%b.%¢.3 (A’bu) A.’ = 0, 
durch die Anwendung der Identitiaiten V und III. Man hat folglich: 
(8) (fAu)-As—(fOu)Asus-A=(fA0)ugA5-u.=(OfulAsAs- te. 
3) Die Identitaét Il anwendend hat man: 
(fAu)-(fau)=(adu)a,2b A525 {( ab’). u,—(abu)A; + (ad'u)b. . 


Das erste Glied ist, wenn man a mit b vertauscht und die niimliche 
Identitiit anwendet, gleich der Grosse: 


a (aD 4) a.'bF Ae° x5 ts {— (abd) ue+(abu)d.} 
-— = AsAg +e? + : As: A: te. 
Das zweite Glied ist ahnlicherweise gleich der Grésse 
ves . (abu)a.*b2A,'- A’ {—(abd)uz + (abu) A} 
= 7 As A+ u. — : 0 - A’; 
so haben wir 
(9) [((fAw)P=— Ff dgAs- nu? + A Ay te — 5 O-A% 
4) Mit ahnlichem Verfahren erhilt man die folgenden Formeln: 


, 1 2 1 
(10) (fAu)-(afujaza? = > Ay, dy.a5a3 - u.? — = [lg As* Ua 


1 1 ; 
—S ~A.0-f4 
; A - 3 a2 Gy, Uy, Ue + 74:9 fis 
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(I 1) (fAu)-(fOu)Agug= _ ; Os As: Agus: Uz? 
4. = 8s" us Agus: A’ Ust : Ag: Ag: Ux 
— tA-As-@, 


ah P ¥ 2 1 2 
(12) (fdu)-(afO)aza? = F AF 4G dy Ly. Ux 


| 


" 1 
2 4 2 ‘- 2724 e 
; 0 A502 030. Ue— FAFA g Ay. Uy. A 


1 242 
+ FO5rtty a5agas A, 


(13) (fAu)-(OfuAsds 1 Ag Ay AG Oy - te? — Ag hs As! te 


9 


! 


1 ’ ” 
— ug Og Ag Ag: A’ - te 


2 
1 , ” , 
> Ashs:A": 0, 


oe 


(14) [((Ofu)As As} 


— 4 As A5A5 A905: 05> tte" 
+ Ass: Ag AS Ogrtug” te 
— 4AdsA3-A5.5'-0", 

(15) (OfwAsAzs-(afu)az a 


2 


1 9 9 ” ’ ” 
ym Fz Ap ag as" 05" Ag Ag us" 


_ 


i , 
oo 3 As h3 99 U9" fA + Ue 
+ 


= 43202 agg Ag Agy Us 


2 


© 


— 


— aan ‘ OC f4 
x 4sh3:9 0@? | 


~ 


7 , J , , g 9 1 , 
(16) (Ofu) AsA3-(afO')alazg—= +09" Or asaz, ds As&3:tx 
1 ; 
a O09” dg a2a3, Asks Uz 
1 , , 
— z Op: Ug ag a; Ax" As&As 


1 ’ 
ne waz2a2.- 
— 7 Ms a9" Ay Ag Ass, 
1 


(17) [(afujasas? = — FAFA gid Fb FA gry Dgiy U2 + A5Ag Ay. Uy. foo’ Ue 
Diet ines: see 
"oa Af 
> 1 
(18) [(af®) ajas|? =—=-_— Fz a5 4g OF. dF. A giv Dow + 0342) 2.52.05) gw ae 


1 ” 9 
— FO Ow aZagh dja... 


» 
= 





440 G. Matsano, 


. 1 
€ 24 2 \,, 2, 2 — 22h 2 2 
(19) (afu)a2a2-(bf0)b3b3 = — ry 0303.63.63. Gow Dot, 

1 n2q2h2h2 " 

+ 2 49%, b Fb 5 Agw Ogvb, -U, 

a 4 G2a2agutten f' 
Qs Ho" "Ss" fee 
1 


2 2 F4 
5 Ag A, Og. tan fe, - 


— a 


nm 


5) Wir wollen endlich eine Beziehung zwischen der Form 
O03: Us’ As Us, 
die in der Formel (11) auftritt, und dem Quadrat der Form 


As = Us As 6.°A,$ 
entwickeln. 


Die Identitit 11 anwendend hat man: 
Os us Agus — Ag- Ay 

= 4,5A,°a.°b.7¢,5d.5 (abu) (edu) (abd’) {(bcA) d. — (bd) cx} 
= 2A,7A;5a.5b.7¢.5d,*(abu)(ab’)(bcA) { (cd) u.+(cAu) dz —(dAu) cz}. 
Das zweite Glied enthalt den Factor d,.°; das erste ist, den Factor wu, 
ausser Betrachtung lassend, gleich der Grosse: 

(edA)ec,°d,2 A," -(abd’)(abu) a3 b.? A$ { (bed) A,—(edd) b.\ 

= A;305A5 us — A2- As. 
Das dritte Glied ist gleich der Grosse: 
—2A,'A,"4a,°b.7c,4dz! (abu)(ab&’)(dAu){ (bcA’)A.—(bAL)e.+ (cA) b.} 
=(fAu)-M+N. 

Die Identitit IV anwendend hat man: 

M = (abu) az*b.? 62 A." {(abL’)? 2? + (cbA’)?a,?—(acd’¥*b,? 

—(acbyP Az? +2(acb)(ach’)bsAx\. 

Von den fiinf Formen welche man hier bekommt, enthalt die erste 
den Factor ¢,.5; die letzte ist auch null, denn sie wird durch die Ver- 
tauschung von 6 mit ¢ und die Anwendung der Identitat III gleich der 
Grdsse 


— (abc) a,*b.8c.° A,’ * {(ac A’) (abu) — (abd) (acu)} 
= — (abe)? (aA'u) a?b5¢,2 Ay § = — (Adu) APA's = 0; 
die vierte wechselt ihr Zeichen durch die Vertauschung von a mit b; 


und die iibrigen unterscheiden sich nur durch die Vertauschung von 
a mit b; man hat also, die Identitét IT anwendend: 


M = 2(abu) (bcd’)? dt AS abe? tebe" 
- {(add) uz — (adu) A. + (@Mu) az}. 











di 
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Von diesen drei Formen enthialt die dritte den Factor d,°; die erste 
ist gleich der Grésse: 


(adQM) az3dPA,' + (bc’)? bs? e3 Ax)? + Ux {(abd) Ux + (adu) ba\ 
= — A905’ Ag? + us? + As > Ag? + te; 

die zweite wird, die nimliche Identitét anwendend, gleich der Grésse: 

— (adu) a.'d,° - (beX’)* b.? ¢2 As?» & {(abd) us + (adu) bx} 

= U9O9 As'?- A-u, —-90-A- Ap. 
Man hat also: 
M=— A399 Ag? uz? +A s- Ag? Ue t+g Oo Ag? A-ue—O-A:Ag'?. 
A mit A’ vertauschend und die Identitait II] anwendend, hat man: 
N=—(cAA)A,7A,'7¢,'- (abu) a,3b,3 dz! {— (bdu)(aAd’) + (adu) (b44)} 
=2(a Ad’) (cA d)A,.7A.'7¢,4a,3b,3d,4(abu) (bdu), 
oder, a mit b vertauschend und die namliche Identitit anwendend: 
(abu)a.*b.? - (cA d’)\e.4 A. Ae Td! {—(abu)(dAd’)+(abd)(Ad’ u)}. 
Von diesen zwei Formen hat die erste, die IV, Identitit anwendend, 
den Ausdruck: 
— > O-As' Ase. deF { (CAL)*d,?+(dA&)? ¢.?— (ed)? &,'* —(cd'? 4? 
+2(cdd)(cdd)4.4,'} 

= 0:A-As?— 0-Azs Az. 


Die zweite ist, wegen der Identitiit V, gleich der Grosse: 
=A (cA A") (A A’ uct, A,"7 Ups (fOL’)(AQd'u): uz. 
Man hat also 
N=0-A-As?—0-Ay Ay + A-(fAAYOM'u)-te, 
(20) Og 9 Ags — Ag’ - Ag = — Ag Ag’? O59’ +z? + 9 Os Ag? - A- ux 
+ =A »(fAQ’) (Adu) -te+ Ag Oo’ Agtg te — O-Ag As’. 
§ 3. 
Berechnung von Ay. 


Berechnung von A,A, — A,?. — 
Man hat wegen der Formeln (1) (2) (3): 


Ay A, — Ay? = —Fu.4(2A2O-+A fgg: tts? — 40g tte) 


—% y,4(fAu) - (fu), 
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und hieraus, von der Beziehung (9) Gebrauch machend: 


(21) A, A, —A,?= — = u,°(A-f.4, —2A5A9'). 
Berechnung von A, A, — A,?. — 


Durch die Formeln (2), (3), (6) hat man: 


A,A,—A,?= 4 ux*[— 60 (fAu)-(fOu)—44-(fAu)-(fOu) 
+ 24 (fAw)- (fOu)Agus-u.+15(fAu) - (afu) as? ag: U2? 
—12(fAu)-(afO')as?aZ-u.*| 
— ust [4202+ 68, “Fh, tet + 16 Ag -Agi-tts? 
+44-Of 4, U2? —164-0-As:-u,—8f4,-A9-u25] 


00 
25 


= Fy te'[— 80(fAu)-(fAu)+ 16(fAu)-(fOu) Agus: uz 
+12(fAu)-(afu)azag-u,? 
— 8 (fAu)-(af@)azagu,'—40?-0° 
—ft -f4 -Uzt'—16A9-Ag ut,” 


00 0e 


—4A.-0-f4 -u:2+16A-0-Ay-t2+8A9-f4,-u25], 


e°e 


wobei wir die Beziehung (7) benutzt haben. 

Wenn man die Quadrate und die Producte, die in der rechten 
Seite der letzten Gleichung enthalten sind, den Beziehungen (9), (10), 
(11), (12), (19) gemiiss, umgestaltet, erhilt man: 

25 


(22) A,A,—A,?—="> y,6[ 40 AsAj+24-0-f 


ua 4+8usO@5A5?-A-u, 


sha) 


+5 (fAd)(Ad'u) -A”- tt, 
6 


2q2 a. , ff. 
FAAP Ag Uy DA Uz +2 As: fA, Ux 

: ue ie a 
— F 43 a3 dy Og Ug” -A-ttz—B8Ay Os Ay? -t,? 


+ <a? af ag Dg + Uz? + > a32a3 dz A905” -Uz" 
~—~iS. Tole Ha") ; 

Berechnung von A,A,—A,A,. — 

Man hat durch die Formeln (1), (2), (3), (6): 


A, A, — Ay A, =— 2 tts"[4A -0-(fAu)—44?-(fOu) 

+24A-(fOu) Asus: u, —20A;-(fAu) -u, 
+15A:(afujaza?-u,*+5f* -(fAu)-u,’ 
—12A-(af0’)a2a2-u,'), 
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und wegen der Beziehungen (7), (8) 
(23) A, A; —A, A,=— Su,"[—4(Ofu) A953 +4+3A-(afuazas 
+fs,-(fdu)— SA: (af@)aza3-ue}. 
Die beiden Seiten ins Quadrat erhebend und von den Formeln 
(9), (10), (12), (13), (14), (15), (16), (17), (18), (19) Gebrauch machend, 
finden wir: ' 
(24) (Ay Ay— A, Ap)? = 2 u_'?| —80 [Ag Ag]}’—2A?-O [f° 
+8A-0-f4, Aso +16 AsA5» AF A905" Us the 
SA? §,a2a2dy.ttg" te —2A-Ay- [fA]? te 
= = A: As Ms-a2aZagtigr tz 
—8A-f4 As A5 Oo tty te +4f 4, Ag: Ay AG tte 
— - A -aza2az O99" tg: Ag As -te 
+ 2 A? -f 4 -asa2dzO9"tg" Uz 
—B8As Ay A} A909 05+ te” 
— 2 A?.a2a 203,02. dg Vgrv Ma” 
—yAodo: [feo] ome 
— 3 A?-a2a 202. b 3» ded giv O gry ts” 
— © A*-a3a3 azb3,b3,.b.O gy O sry: a” 
+2 A-azagagy 05 Ag Age tte? 
—4f 8, Dg Ag A Oy tte? 
+ 2A-O9Oyragas, aeAg As: te” 
+2 A-fA,-azagag Agr te? 
+ PAF, -a2a2dzA9-Oyr-t,? |. 


Berechnung von &g. — 


Aus den Formeln (21) und (22) leitet man das folgende Pro- 
duct her. 
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‘ 9 25? 9 ry2 16 ‘ 
(25) 4(A,4,—A,”)(A,A,;—A,’) = — 36? ue!?| 80-[AsA5]?-+2 A*-0-[f6)° 
—8A.-0-f4 -AgAjg—16A-AsA5: ug OF A2, +t, 


6 4 , 719 
— ZA? fo AF Agfa” Ue+2h- Ay - [FE]? te 


00 
12 i - Sal hi 
+—4 As Qs - asas ag” Ug” te 
2.74 f 2, . ae x 
+8A ‘fi, Us 094s "Ux —4A3;A% As [Ai +Ue 


48 ‘An ¢ , 
4. 5 A: As A> ‘ ag a. Ae 05” Ug * Ux 


as ‘ 
~* A? -f 4 -a2a2 a2 09" Ug” Uz 


+5 A2-f4,+(fO0) (AL w) “tte 
— 2 A-Ayy-(Ad'u) (AA) U2 
—B8A-f4 Ag Og A$2- uz? 


00 


6 
-F4 .a2a 2 ” oe 2 
+ZA-f,: 4549 a9" Kor Uz 


24 , ' 
+ ajasa, Ay Os A-f 4 -Ue* 


00 


—4 [feel Ux? + 16 A sO05A57-AsAs- uz? 
12 P o.¢ x 
— % Av As as as ag Agr tz’ 


4s _. ’ ‘ 
<< 5 4342 A209" Ag” ‘As As: Uz? 


+2[f...|?- 49d: us" ; 


Subtrahirt man Seite fiir Seite die beiden Gleichungen (24) und 
(25), so fallen die drei ersten Glieder weg, und die folgenden geben 
die Differenz : 

A - us 05 A>;* a AsA50s Us’ » 
welche sich in nachstehender Weise auf Formen kleineren Ranges 
reduciren lisst. Die Differenz ist, durch Anwendung der Identitit (II), 
gleich dem Ausdruck: 
uy by az°b.? (abd) A,7A,' {((ad’)bz— (bd) az}. 
Das erste Glied ist, kraft der Identitit V, gleich der Grosse: 
—ZA- (ad'A’)(ad’u)A,2 2" a,', 


und wird ferner, A’ mit A” vertauschend, und die halbe Summe der 
Glieder, die man bekommt, nehmend, endlich die Identitiit II an- 
wendend, gleich der Grosse: 
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1 , ,* « ad i eel , ” , ” 

—;74-(a4 A’)a,3 Ay Ay? {—(ad A’) tir + (A’A uaz} 
=1A-(fW A'S -u,— TA: (AA'u)(f'd"). 


Dieselbe Identitit I] anwendend, wird das zweite Glied gleich der 
Grosse : 


— 5 DAA)b.2b9 A, As uy -az4{(aAd')b, — (VAY) az} 
= — + (aAA)DAA)AZAL by uy bSaz', 
welche dann, vermége der Identitit V gleich 
—>A-(d’A"u)(d’'A"f) 
wird. Man hat also: 
(26) A - U9 O9A5? — Ag A5 Og uy = = A+ (fA'A") te 
— TA. (fA'A") (A'A"u). 


Letztere Beziehung gebrauchend, sieht man sogleich, dass die itibrigen 
Zwischenformen wegbleiben und man also erhiilt : 
(27) 4, _— 2[4(A, A, on A,’) (A, A,— A,”) ae (A) A; — A, A,)’| 


2-25? 


69 P 
et] —PA?.a2a2b2.2.. dgwPgiv 


~ 362 
mee 36 A2 . 24 2 b 2 b 2 a b e 
ap 49 Fo 9G" 9 gm A, Mov giv 
a 72 2.02 2b 2 b 2 a b e Qe” 
25 454s: a Pen @e%eV gIV gIV 


4 ay 4 "£2 
+34 fy, (447) 
12 —" me Ae ” 

+ FA A543 dy, Oy. Dyn D5 
48 272 oan , 
“fp z4 ° Ag: Ag» az Qs A399 Oo” 

9A "4 22 A 
+5 Teo 49 45 a9" Aon 
—8A-f,{,- 490949? 
36 
—A-f4.a@2qa2 ” " 
+ 5 A eas) asa; Os As az 
CX) 


—A.(fAA)-Asd5—A-[f,4,) 


12 
— FAs Ay-agaz.ay Ag» 
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4+ 16AsA9-A5-05-A3"2 


48 , ’ ’ 
2 , 
—e AsA3:a3 a3. a, A3 C9” 


+5 AsA5- [fA P?—SAsA9A5 AG: 0905" 





—4f 4, AsAg A} Oe |. 


00 


Mezzojuso, den 4. October 1886. 




















Ueber die mit der Erzeugung der Raumecurven 4. Ordnung 
II. Species verkniipften algebraischen Processe. 


Von 


Franz Meyer in Tiibingen. 


Man hat neuerdings, von algebraischer, wie geometrischer Seite 
her*), dem Studium der im Titel erwihnten Raumcurven, neue Gesichts- 
punkte abzugewinnen versucht. Diese Bestrebungen lassen sich im 
Wesentlichen dahin charakterisiren, die raumlich (oder quaterndr)-pro- 
jectivischen Eigenschaften dieser Curven mit den Ergebnissen der 
(bindren) Geometrie auf der Curve selbst in einen organischen Zusam- 
menhang zu bringen, oder, schiirfer ausgedriickt, invariante Processe 
herzustellen, die die beiden genannten Untersuchungsrichtungen gleich- 
miissig umfassen. 

In dieser Fortschreitungsrichtung bewegt sich der Beitrag der 
nachfolgenden Mittheilung: die Curve, sie sei mit R, bezeichnet und 
ein fiir allemal in der Ordnungsform d. i. als Punktort gedacht, soll 
erzeugt werden einerseits als Ort der Schnittpunkte von (Schmiegungs)- 
Ebenen dreier, projectivisch auf einander bezogener, rationaler Ebenen- 
biischel (beliebig hoher Ordnung), andererseits aber; wenn auch nur 
in secundirer Weise, als umhiillt von den Verbindungsebenen dreier, 
projectivisch verkntipfter Punkte rationaler Ordnungscurven (gleichfalls 
von beliebig hoher Ordnung). Ist eine rationale Classen- resp. Ord- 
nungscurve in der angegebenen Art verwendbar zur Erzeugung der R,, 
so heisse sie eine ,,erzeugende“ Curve. In §1 wird zuerst gezeigt, 
wie man nach H. Brill**) diese erzeugenden Curven mittelst Auflésung 
linearer Gleichungen bestimmt. 


*) Study, Ueber die rationalen Raumcurven 4, Ordnung. Leipziger Berichte, 
11. Jan. 1886. Jolles. Die Theorie der Osculanten und das Sehnensystem der 
Raumcurve IV. Ordnung II. Species. Habilitationsschrift, Aachen 1886. Seitdem 
hat H. Jolles diesen Gegenstand weitergefiihrt: H, W. Stahl hat ihn von syn- 
thetischer Seite her in Angriff genommen (beide Arbeiten sollen demniichst im 
Journal fiir Mathematik erscheinen). 

**) Brill, Ueber rationale Curven und Regelfliichen, Miinchener Berichte, 
1885, Vgl. meine, daran ankniipfende, in den Berichten desselben Jahres publicirte 
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Sodann wird eine Methode angegeben, nach der man aus drei 
erzeugenden Curven niedrigsten Grades alle itibrigen durch lineare 
Combination ableitet, wobei willktrliche ganze Functionen die Rolle 
der Coefficienten tibernehmen. 

Damit reducirt sich die Aufgabe darauf, jene drei Curven in ein- 
fachster Weise durch invariante Processe zu bilden. Dies geschieht 
fiir die Curven erster Classe in § 4, fiir die zweiter (in dreifacher Dar- 
stellung) in §§ 5 und 6, nachdem in §§ 2 und 3 einige, der Geometrie 
auf der Curve entnommene biniire und ternire Hiilfsformeln voran- 
gestellt sind. Ueber das Wesen der dabei sich abspielenden Ueber- 
schiebungsprocesse, die mit Untersuchungen der Herren Brill und Study 
in engem- Zusammenhange stehen, vergleiche die Anmerkung auf 
pag. 455. 

In § 7 folgt die parallele Entwicklung beziiglich der erzeugenden 
Ordnungscurven. In § 8 endlich wird der eigentliche algebraische Kern 
der durchgefiihrten Betrachtungen herausgeschilt. Die erledigte Frage 
erscheint hierbei als sehr specieller Fall der anderen nach den Criterien 
fiir die Zerlegbarkeit ganzer Functionen mehrerer Variabler. 

Noch zwei Bemerkungen seien gestattet, eine mehr materielle und 
eine zweite mehr formale. Unter verschiedenen Typen iihnlichen Cha- 
rakters habe ich gerade den Fall der R, vor anderen herausgewihlt, 
weil bei ihm kein einziger Ausuahmefall von der Behandlung aus- 
geschlossen zu werden brauchte. 

Sodann habe ich mit ausdriicklicher Absicht die erforderlichen 
Invarianten-Rechnungen mit Ausschluss symbolischen Calcils erledigt, 
da ich den leitenden Gedanken méglichst hervortreten zu sehen wiinschte. 


§ 1. 
Die zur R, perspectivischen Classencurven. 


Es soll eine R,, die mittelst der Gleichungen 


4 
(1) ox; = fi (4) = aio + andAt+-: e- + aid! (¢==1,2,3,4) 
gegeben sei (wo die gz; homogene Punktcoordinaten und die /;(A) 
ganze Functionen*) vierten Grades in 4 bedeuten) erzeugt werden als 


Arbeit ,, Ueber Reducibilitiit von Gleichungen, insbesondere derer vom fiinften 
Grade.“ 
*) Soll die R, eine ,,eigentliche’ sein d. h, weder zerfallen, noch in einer 


4 

Ebene liegen, so haben die f,(4) in (1) der doppelten Beschriinkung zu unterliegen, 
weder linear abhingig zu sein, noch einen gemeinsamen Factor in 4 zu besitzen. 
Mit der ersteren Forderung ist dann zugleich auch die andere erfiillt, dass die R, 
nicht in einen doppelt zihlenden Kegelschnitt resp. eine vierfach ziihlende Gerade 








- ar, 2 oe 
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Ort der Punkte, in denen sich die Schmiegungsebenen dreier, pro- 
jectivisch auf einander bezogenen rationalen Classencurven treffen. 
Diese Schmiegungsebenen seien dargestellt durch resp.: 


ou, = i (4) = Ho + Gib +++ Gru", 
(2) 6 uy = i (ut) = Bo + Baw +: +++ Bint”, 


Gu; = Y(H) = Yio + Mw +++ PirW”, 

und die Curven bezeichnet mit P,,, P,,, P,,, wo die Grade v,, v,, v, 
nur der Ungleichung*) zu geniigen haben: 
(3) y+y+ 724. 
Irgend eine der Classencurven (2), z. B. P,, ist durch die Eigenschaft 
charakterisirt, zur It, ,,perspectivisch*‘ zu liegen, d. h. so, dass die 
Schmiegungsebenen von P,, den Punkten der R, projectivisch ent- 
sprechen und zugleich jeder dieser Punkte auf der ihm zugeordneten 
Kbene liegt. 

Die projectivische Verwandtschaft zwischen den Punkten der R, 
und den ,,Ebenen“ der P,, ist einfach darstellbar durch 
da vermége einer geeigneten linearen Umformung des Parameters u 
eine beliebige, in 4, w bilineare Form in die Gestalt 4 — uw gebracht 
werden kann. Damit dann die R, zu den Curven (2) perspectivisch liegt, 
ist die Erfiillung der folgenden Identitiiten nothwendig und hinreichend: 


F(A), (it) Ef o(A) 2 (tt) Ef (4) 5 (tt) +f (8) pa(e) = (A—m) (2), 
(5) IF, (at) Eh (A) bo (@) +h (A) oy (@) FA(4) ,(u) = (A—w) ¥(4,0), 
f(A) a(t) + fa(A) a2) +f) 19) + F(A) 14 (8) =(A—) X (2, 0) 


wo unter , ‘¥, X unbekannte ganze Functionen in 4, w von den be- 
zeichneten Graden zu verstehen sind. 

Setzt man nach dem Vorgang von H. Brill (1. c.) linker Hand 
von (5) A=, so erhiilt man in 4 identisch verschwindende ganze 
Functionen vom resp. Grade 4 + »; (i=1, 2,3), mithin 4+ 4+ 1 
Gleichungen, die in den 4(»,-++-1) homogenen unbekannten Coefficienten 


4 2 1 
ausarten darf, das heisst, dass die /,(4) nicht die Formen /;(1’), f,(2’) annehmen 
diirfen, wo 4’ eine rationale Function zweiten resp. vierten Grades bedeutet. 

Nur eigentliche R, werden im Folgenden beriicksichtigt. 

*) Fiir »,-+2)-+%,>4 erzeugt man ausser der R, selbst noch 1,-+-7_.-+-73—4 
Gerade d. s, Tangenten der R,. Die Argumente der letzteren sind Wurzeln einer 
Form, die sich unmittelbar als Factor abspaltet, wenn man die /;(4) aus den 
Gleichungen (5) (fiir 44) berechnet. 


30* 
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der p(u) (resp. %(u), x (u)) linear sind. Die Letzteren sind also 
bis auf 

(6) 4(v;,+ 1) — (444,41) = 3y;, — 1 

unter ihnen, die wilikiirlich bleiben, bestimmt*) und hiaingen von den 
Coefficienten der f;(4) rational ab. 

Oder, wie wir uns ausdriicken wollen: 

», Die Coefficienten der ganzen Functionen ;(u), die eine zur R, 
perspectivisch liegende rationale Curve P, von der Classe v darstellen, 
bilden noch eine oo*”-* lineare**) Schaar.“ 

Speciell fiir die niedrigsten Zahlen vy = 1, 2 kommt 3v—2—1,4. 

Nehmen wir jetzt die drei Classenzahlen v,, v,, v, in (2) so niedrig 
als méglich, sodass also ihre Summe den Grad 4 der R, nicht iiber- 
steigt, so bleibt nur die eine Anordnung: 

(7) v,=y,=1, v= 2. 
Wir denken uns bereits irgend drei, diesen Anzahlen (7) entsprechende 


1 1 2 
Functionensysteme (uw), Y(u), 4(w) gefunden. Dann wollen wir nach- 
weisen, wie wir aus ihnen ohne Weiteres stimmitliche, fiir ein beliebig 
gegebenes v existirende P,: 


(8) OU; = @; (u) 
1 1 2 
dadurch gewinnen, dass wir die (mu) aus den g;(w), ¥i(u), y(u) 
linear und homogen zusammensetzen mittelst Coefficienten, die selbst 
ganze Functionen von w sind. 
Es geniigen niimlich auch die @;(u) einer Identitit von der Form (5): 


4 v 4 ¥ 4 v 4 v 3, v—1 
(5') £1 (4) @, (4) +42 (4) @2 (4) +75 (4) @5 (4) +F,(4) @, (4) =(A—w) Q(A, #). 
Macht man auf den linken Seiten von (5) und (5’) 4 = w, und eliminirt 
die f,(u), so verschwindet die Determinante der p(w), o(u), x(u), @(u). 
Mithin sind die @,(u) lineare, homogene Functionen der g;(u), vi(w), 
xi (u): : : , ‘ 
(9) 7 ;(u) = a (u) pi(u) + BCH) vi(u) + 7 (4) u(u)- 
Hier hat man fiir die a(u), B(u), y(u) solche, im Uebrigen willkiir- 
liche, ganze Functionen von w einzusetzen, dass die rechten Seiten 
von (9) den Grad v in w erreichen, etwa abgesehen von einem, ihnen 
allen gemeinsamen Factor t(w) (der dann eine Erhéhung des Grades 
zur Folge hitte.) Es lisst sich aber zeigen, dass die letztere Méglichkeit 


*) Symmetrischer stellt man natiirlich simmtliche Coefficienten als lineare, 
homogene Functionen von 3v;—1 varjablen Parametern dar, 

**) Es sei erlaubt, diesen Ausdruck auch auf die Curven P, selbst zu iiber- 
tragen, was, zum mindesten bei riiumlichen Curven, kein Missverstindniss veran- 
lassen diirfte. 








-__ és aie ae 
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immer vermieden werden kann, das heisst, dass ein solcher Factor 
t(w) stets in den a(u), B(u), y(u) einzeln enthalten sein muss, (und 
folglich fiir die homogenen @;(w) irrelevant wird). 

Sei « — w’ irgend ein Linearfactor von t(u), so finden die vier 
Beziehungen statt: 


(10) aw) o(u') + BH) Ww) + re) aH) =O (¢=1,2,3, 4) 

die entweder zur Folge haben, dass die a(u’), B(u’), y(u’) einzeln 
verschwinden, oder aber simmtliche dreireihige Determinanten der 
pil’), Vilw’), r(w). 

Die letztere Eventualitiat ist ausgeschlosson, denn diese dreireihigen 
Determinanten sind mit Riicksicht auf (5) den f;(u’) (bis auf einen 
constanten Factor) proportional: die /,(u’) kénnen aber nicht zugleich 
verschwinden, da sonst entgegen der Voraussetzung tiber die /;,(A), 
dieselben einen Factor 4 — w’ gemein hiitten. 

Mithin enthalten die «(u), B(u), y(w) jede den Factor 4 — w’, 
und in gleicher Weise den ganzen Factor t(u). Dieser Beweis*) bleibt 
auch giiltig fiir die extremen Fille vy = 2,1; nur hat man bei » = 1 
den Coefficienten y(u) gleich Null zu nehmen. 

Somit ist das Resultat erwiesen: 

» Ist v irgend eine der Zahlen 1, 2, 3,..., 80 sind sdémmiliche, zur 
R, perspectivische Classencurven P, geliefert durch die Formel: 


(11) ou = (pe) = @(@) eH) + BCH) YH) + vu) ul) 


1 1 2 
wo die (u), ¥i(w), xi(u) irgend drei Systeme ganzer Functionen sind, 
die (fiir v;x=v,—1, v,—=2) die Identitiiten (5) befriedigen, dagegen 
die a(w), B(u), y(u) willkiirliche ganze Functionen (eu den angegebenen 
Graden) bedeuten.“ 

Die Darstellung (11) mége dazu dienen, die Mannigfaltigkeit der 
erzeugenden Classencurven P,, fiir die in (6) erst eine untere Grenze 
ermittelt war, vollstiindig, d. h. auch fiir alle R, specieller Natur zu 
bestimmen. 

Die ganzen Functionen ain), B(n) . y(@) fiihren im Ganzen 
(12) (v—14+1) + (v—141) + (v—241) =3v-1 
willkiirliche homogene Constanten mit sich. 

Somit liefert dieselbe Zahl 3v — 2 zugleich die untere, wie die 
obere Grenze fiir die Mannigfaltigkeit der P,, ergiebt also diese Mannig- 
faltigkeit, wie auch die /;(A) in (1) beschaffen sein mégen, wenn sie 
nur tiberhaupt eine eigentliche R, reprasentiren. 


*) Der Beweis ist iibrigens wesentlich an die gemachte Voraussetzung ge- 
bunden, dass die Summe » + »,-+ », nicht grésser als 4 sein sollte, 
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Dies gilt auch fiir den Fall vy = 1; denn giibe es drei linear unab- 


1 
haingige Functionensysteme etn) " ¥:(u) » 4i(#), so wiirden diese nach 
(5) eine R, erzeugen kénnen. 

Wir haben daher: 

»Die Mannigfaltigkeit der zu irgend einer R, perspectivischen 
Curven P, von der Classe v ist in allen Fiillen eine (3v — 2)-fach 
lineare“. 

Demnach bleibt uns nur noch tibrig, die Curven P, und P, in 
einfachster Weise aufzustellen. 

Anstatt aber zu dem Zwecke 6 resp, 7 lineare Gleichungen mit 
8 resp. 12 homogenen Unbekannten aufzulésen (wie dies die Erérterung 
auf pag. 449 fordern wiirde), werden wir erkennen, wie wir die ge- 
wiinuschten Formen o(n), u(t); (abgesehen von rein elementaren 
Processen, wie des der Division), mit alleiniger Anwendung des Ueber- 
schiebungsprocesses unmittelbar bekommen. 

Kinige Vorbemerkungen iiber die dabei zur Verwendung kommen- 
den biniiren und terniren Formen stellen wir voran. 


§ 2. 
Binare Hiilfsformeln. 
Zu Grunde legen wir die Gordan’sche*) Grundform 
(13) F(a, A, A,, i) —_ | fi(A), fi(a,), fi(Ae); fie) | 
d. i, die Determinante der f,(4), .../;(u), deren Verschwinden die 
Bedingung angiebt, unter welcher irgend vier Punkte 4, 4,, 4,, w der R,: 


4 
(1) ox; = fi(A) 
in einer Ebene liegen. 

Um diese Bedingung selbst in reiner Form zu erhalten, haben 
wir die Form F’ von einem fremden Factor, dem Ditferenzenproduct 
der A, 4,, 4,, w durch Division zu befreien. So kommt die quadri- 
lineare Form: 

F(2, 4;, a9, @) 
(14) @=A)G— RN — he) A= wh 0) Caw) 
= 95) + 9,8, + 4,5, + 458; + 3,5, = 0, = 0 


° 8; . ‘ . . . 
wo die : (t=1,2,3,4) die elementaren symmetrischen Functionen der 
0 








*) of. Gordan, Ueber Combinanten. Math, Ann. 5. 

Die ip den §$ 2, 3 aufgefiihrten Formeln gehéren der Geometrie auf der 
Curve an. Wegen der, iibrigens einfachen, Beweise vgl. des Verfassers ,,Apolaritiit 
und rationale Raumcurven“ Tiibingen, 1883, § 24. 
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A, 4,, 4, w bedeuten, und die 6 den aus der Matrix der Coefficienten 
von (1) zu bildenden Determinanten proportional sind. 

Fiir 4 = A, = A, =u geht (14) iiber in: 
(15) dy» = 0 
d. i. die Gleichung der vier Hyperosculationspunkte der R,. Die Form 
0, ist die einfachste biniire Combinante der f,(A), die Determinante 
ihrer dritten Differentialquotienten*); vermége Polarisation nach 4, 4,, 
A,, w gelangt man von 0% zu 0, zurtick: 
(16) 0, = Orajap- 
Im Folgenden interessiren am meisten die Tripel (4, 4,, 4,) solcher 
drei Punkte der R,, die auf gerader Linie liegen. Fiir sie verschwindet 
0, hinsichtlich w identisch. 

Nun schreibt sich 0,, wenn 0;,, 42, die ersten Differentialquo- 
tienten von 0, bedeuten, auch in der Form: 
(16) 8, = 912,26 + Oe2a,2,.- 
Mithin geniigen die gesuchten Tripel (4, 4,, 4,) den beiden Glei- 
chungen: 
(17) O1aaa=9, Oeaaa, = 0, 
bilden also die zur ,, Involution‘‘ der ersten Polaren von 0}: 
(18) Oia ue + Oop 
, conjugirte“ Involution**): sie sei bezeichnet durch: 
(19) &pv +t gp. 
Beide Involutionen besitzen die nimliche Functionaldeterminante, die 
Hesse’sche Form H von 0. 


*) Sie ist auch durch die vier Bedingungen (0}., f;(4))4= 0 definirbar, d. h, 
sie ist die zu den /;(4) ,,conjugirte“ Form, 

**) Sei a= a(t) 2... ef) 42+ ef?) ui—al!), fay == el?) As— el?) 42+ 2?) At— 2?) ’ 
so ist die Involution (19) (wie aus den Gleichungen (17) sofort hervorgeht) villig 
(und in allen Fallen) dadurch bestimmt, dass die Determinanten 








jaf | [ee 
ie! (a) (2) | der Mates (2) (2) (2) (2) 
|e & | & & & & | 
proportional sind den 
1% 8m | 8 8, 8, 3 
"3 ; 
Pim =| ™ | der Matrix | ° ' * *], 
Op44 Ont | 0; 02 05 5, 





wo die i, k, 1, m die Zahlen 0, 1, 2, 3 in irgend einer cyklischen Folge sind. 
Den Proportionalitiitsfactor setzen wir im Folgenden einfach gleich Eins. 
Fiihren wir in (19) statt des Parameters » eine der drei Wurzeln 4, von 





& 2 

P 22 

E,a3¥ + &,; = 0 als neuen Parameter ein (sotzen also — » = - : ) » 80 geht 
123 
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§ 3. 
Ternire Hiilfsformeln. 

Lisst man in Formel (14) 4 gleich 4,, und mw gleich 4, werden, 
und setzt 
(20) ay + Ay = = AjAy = me 
so resultiren die Argumente der Doppelberiihrebenen der R, : 
(21) 0222, = 0 = 0 
wo die links stehende Form in den homogenen 6 quadratisch ist. 


Wir fiihren in (21) Variable wu ein, die zu den 6 contragredient, 

d. h. mit ihnen durch die Relation: 

(22) U6 + U6, + U5, = 0 

verbunden sind; dann transformirt sich die Form (21) in die neue: 
|d, 9, 8, uM 

(23) i. 5 aie SH tp = TL uwAn = 0 

0, 0, 0, U| ie ‘ 
Uy UW Uw O 


§ 4. 
Die Ebenenbiischel der Trisecanten der R,. 
Wir wenden uns jetzt zur Bildung der zur R, perspectivischen 
Classencurven P,;. Dies sind offenbar diejenigen Ebenenbiischel, deren 


Axen durch die Trisecanten der R, gebildet werden. Denn die erste 
der Gleichungen (5) wird fiir v, = 1 zu: 


(24) £, (4), (t) +fa(A) 2 (H) +f (A) 95 (tt) +f, (A), (#) =(A—2) (A). 


&:43» ga 


(19) iiber in (19’) , 4, i, eine Form, die unmittelbar nach den 








fa. ®2a3 
%;, = P,_, entwickelbar ist. 

So lange die Discriminante D von (15) 0,,= f von Null verschieden ist, liisst 
sich die Involution (19) auffassen als die der ersten Polaren einer anderen Form 
vierten Grades f’=jf— tH, wo j,% die bekannten Invarianten von f sind (cf. 
Clebsch, Binire Formen § 61, ,,Apolaritiit“' pag. 158). 

Die Hesse’sche Form H(f’) von f’ ist dann, bis auf den Factor D, gleich der 
von f und wir kénnen somit setzen: 


1 | f1a2> Seg | 


(19") ih 





1 , 
= Af) =Hif). 


Fra.» 22,3 |(a=a,) 
Dies tibertriigt sich ohne Weiteres auf die Identitiit (31). Da diese aber auch 
fiir D = 0 (und die noch specielleren Ausnahmefille) giiltig bleibt, so wird man 


umgekehrt gerade sie als die allgemeingiiltige Darstellung der zu (16) conjugirten 
Involution ansehen. 








el 














Ueber Raumcurven vierter Ordnung zweiter Species. 455 


Also schneidet die bewegliche Ebene irgend einer P, drei feste Punkte 
(4, Ay, Ay): 
(25) (4°) = 0 
aus, und diese Tripel sind genau die in (10) angegebenen. 

In der That miissen ja die y;(w), also auch (A), nach § 1 noch 
einen Parameter y linear mit sich fiihren. 

Wir leiten nun zuvérderst aus der Form*) F (13): 


(13) F(A, ay, Ag, H) = | fi(4), Air)» Fie), Aw)! 
unmittelbar eine Identitit vom Typus (5) her, in der die Variable u 
noch bis zum dritten Grade ansteigt, und suchen dann diesen Grad 
mittelst abwechselnder Division und Ueberschiebung bis auf Eins herab- 
zudriicken. 

Dabei substituiren wir vor der Hand an Stelle der /;(A), f;(4,) 
willkiirliche Gréssen 2;, y;, und schreiben: 


(13’) G (ris Yiy Ay, H) = |@iy Yay Fi(Aa)s Fi()|.- 
Diese, zuvor noch mit 4, — w dividirte Form G fassen wir auf als 
eine, in A, cubische, binire Form, und bezeichnen sie in diesem 
Sinne mit: 

1 
Ag — 


du ‘ - oe 
(26) G (Xi, Yiy Ao, WH) = Qari, Yi, H) = Qa 





wo rechts die Grade bemerkt sind, zu denen die Gréssen 2;, y;, w in 
den Coefficienten von Q,; vorkommen. 

Ferner mégen unter 4,, A,’, 4,” die Wurzeln der Gleichung Q,;—=0 
verstauden werden; augenscheinlich sind dies die drei Punkte, welche 


*) Anstatt niiherer Auseinandersetzungen iiber die innere Natur der im 
Verlaufe des Textes vorgenommenen Divisions- und Ueberschiebungsprocesse citire 
ich eine Bemerkung, die H. Brill in einer Vorlesung vom Winter 1885/86 mit 
Beweis vorgetragen hat, (vgl. tibrigens damit Study, |. c.), und die so lautet: 


,Um die zu einem Systeme von vier ganzen Functionen ,(d) gehdrenden biniiren, 
terniiren, quaterniiren Combinanten zn erhalten, verfahre man derart, dass man 
zuniichst aus der Gordan’schen Grundform | /;(4), f;(41), f; (42), f; (w) | eine ge- 
schlossene Reihe weiterer dadurch ableitet, dass man in jener successive eine, 
zwei, drei, Verticalreihen ersetzt durch quaterniire Variable a;, y,;,#;, und jede der 
so entstehenden Bildungen mit dem Differenzenproducte der je noch verbleibenden 
Argumente dividirt denkt. 

Die so erhaltenen Formen bilden zusammen mit der Ausgangsform die Ge- 
sammtheit der ,,erzeugenden“ Functionen fiir alle Co- und Invarianten der ,,Raum- 
curve ea”; =f;(4). Man kann dieselben je durch die zugehdrigen ,,Elementar- 
combinanten“ ersetzen, welche je nur etme Reihe von biniiren Variabeln enthalten.“ 

So erhilt man alle zu der Curve in invarianter Beziehung stehenden Raum- 
gebilde, wiihrend die aus der Gordan’schen Form F'(A, 4, 42, w) ohne Einfiihrung 
jener quaterniiren Variabeln «;, y;, 2; abgeleiteten Combinanten nur den der 
Geometrie auf der Raumcurve zugehirigen Bildungen entsprechen. 
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eine durch die drei Raumpunkte mit den Coordinaten x;, y; und den 
Punkt w der Curve R, gelegte Ebene aus dieser noch ausschneidet. 

Daher wird die Gleichung (14) 6, = 0 immer befriedigt, wenn an 
Stelle von mw, 4, 4,, 4, ein ganz beliebiger Werth w nebst drei zu- 
gehorigen A,, A,’, 4,” eingesetzt wird. 

Es ist aber das Resultat der Substitution der drei letztgenannten 
Werthe in die Form 0, = 0),,,,2,,. nichts Anderes, als die dritte 
Ueberschiebung der beiden cubischen Formen Q, und @,;,: also ver- 
schwindet folgende Gleichung in u identisch: 


(26) (Qa, @3,)° = 0. 
Bedeutet daher @ eine neue, willkiirliche Grésse, so ist in der Form 
(Qa.*, 92,20)* jedenfalls der Factor @ — w enthalten, in Zeichen: 


s & &@ 
(28) (Q2,°, 92,90)® = (@—p) R(x, yi, @). 


Nimmt man hier die willkiirliche Grésse @ gleich 4, selbst, so geht 
02.» tiber in d,s, und wir haben die Identitit: 


1, 1, 2 
(29) (a2, 92s)? = (4.—e) Rai, yi, #)- 
Nun enthielt die Form F(A, 4,, 4,, w), vermége ihrer Bildung als 
Determinante (13), auch die Factoren 4, — uw, und 4 — uw (sowie noch 
A, — A), und zwar unabhiingig von dem Werthe von 4,. Mithin gilt 
das Gleiche von der Form R in (29), sobald nur statt der x;, y; wieder 
die friiheren /;(4), f:(4,) eingefiihrt werden, und es kommt successive: 


2 


uk 

(30) R(x, Fi(Ay) w) = (4,— 4) S(m, 4), w), 
2. 7 - 

(31) S(fi(A), ay, w) = (4 — we) T(A,, A). 


Diese letzte Identitait (31) besitzt hinsichtlich der Variabeln 4, u 
ganz die Natur der von uns gesuchten (24): auch tritt hier, wie dort 
ein verinderlicher Parameter in die g;(u) ein, nur, dass er in (31) 
bis zum dritten, in (24) dagegen bloss bis zum ersten Grade ansteigt. 

Ks wird sich aber bald herausstellen, dass beide Parameter, 4, 
und v, mit Leichtigkeit in eimander iibergefiihrt werden kénnen, da 
sie durch die Relation (19): 


(32) Gav + &,2 = 0 
verkniipft sind. 
Denn erstens ist die Bedeutung der Gleichung TC, , i) = (0, die- 
selbe, wie die von (25) (4) =0, oder (19) a2 + sx — 0; es 


sind die Argumente der von den Trisecanten der R, ausgeschnittenen 
Punktetripel der Curve. 
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Ferner verschwindet die linke, also auch die rechte Seite der 
Identitiit (31) fiir 4 = A, identisch, mithin ist bis auf einen gleich zu 
bestimmenden Factor C: 


(33) T (a, 4) =C.- 


Ey Say 








Fae Sea 

Dieser Factor kann nur ein Zahlenfactor*) sein. Denn aus den 
Gleichungen (17) geht hervor, dass die Coefficienten der in (33) rechis 
figurirenden Determinante mit den Determinanten der Matrix: 

0, 0, 0; | 

0, 9; 9, | 

iibereinstimmen, Aber auch die linke Seite S von (31) ist vom zweiten 
Grade in den 0;, wie aus ihrer Ableitung folgt. 

Demnach ist die Identitiit (31), (wie (24)) mit einem linearen 
Parameter v, der durch (32) bestimmten rationalen Function dritten 
Grades von 4,, behaftet. 

Ziehen wir die Processe, die uns zur Identitiit (31) fihrten, in 
einen einzigen zusammen, so haben wir: 

Man entwickle die Form is — F(A, 4,, 42, 4) nach den f,(A), 
wie folgt: 


(35) LS 1A@), AAD, fila), A) =D} KA) Caps 


Fr) 
(34) | 8, 


dann sind die zur R, perspectivischen Ebenenbiischel P, dargestellt 
durch: 
(Se 4) 
: }\s » O24 

(Pap? %y Ne OY 
(Ag — w) (4; — ) Ip — . 
oder auch, da man die rechts stehenden Nennerfactoren in den Factor 6 
eingehen lassen kann: 


1 
(36) 6 Hj = gi (u) = 


(37) ay = pi(w) = (Qiay Bay)® = Gilt, Ay) = Hilt, 0). 


1 
Diese Darstellung der p;(u) wiirde nur dann ihre Giiltigkeit ver- 
lieren, wenn die Determinanten der Matrix (34) siimmtlich, mithin 


*) Dieser Factor kann mit Riicksicht auf die liingere Anmerkung auf pag, 454 
gleich Eins gesetzt werden. Bezeichnen fiir den Augenblick «», By», yz: die zweiten 
Differentialquotienten der dort erwiihnten Form f’ =jf— tH (wo f=6,), 80 
kann man den Ausdruck (33), so lange die Discriminante D von f nicht ver- 


schwindet, die Gestalt einer directen Polarenbildung von f geben; wie leicht zu 

| Oa Baa, | 
| “aa aa (4 — a). 
| Baa» Yaa, | 


sehen , wird er gleich 
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beide Seiten der Identitat (31), unabhiingig von 4 und A, verschwinden 
wiirden. 

Aber dann wiire auch die R, keine eigentliche mehr. Denn ent- 
weder verhalten sich in diesem Falle die 0; wie die Potenzen einer 
einzigen Grosse a: 

(38) 0,:0,:0,:0,:0, =1l:a:a?: a3: at, 
oder sie verschwinden siimmtlich. 

Triite das Erste ein, so wire 0, ein Biquadrat: 


(39) dy = (A + a)! 
und die Gleichung 0, = 0 miisste bei ganz beliebigen A, 4,, 4, durch 
die Werthe 4, 4,, 4., w=— a erfiillt werden, oder, was dasselbe 


ist, die f;(4) den Factor 4 + « gemein haben. 

Verschwiinden aber alle 0;, so wiiren die f,(4) nicht mehr linear 
unabhiingig. 

Beide Folgerungen verstossen somit gegen die Definition einer 
eigentlichen R,. 


§ 5. 
Die erzeugenden Kegel zweiter Ordnung. Erste Darstellung. 


Die Tangentenebenen eines zur R, perspectivischen Kegels zweiter 
Ordnung waren von der Form: 


2 
(40) Ou; = 4H), 
wo die x die Identitit zu erfiillen haben: 


41) yWAD+ ww) hh +o h@ + u(y A 
= (4 — w) X(A, w) 


und daher noch fiinf homogene lineare Parameter mit sich ftihren 
mniissen, 

Zu solchen Identitiiten (41) gelangt man unmittelbar von der 
Grundform (13) F(A, 4,,4,, 4) aus, nachdem man zuvor den Factor 
(A, — A,) (A; — @) (Ag — w@) herausgehoben hat. 

Wir setzen, wie in (20): 

(20) At A= es Aya, = “< 


ferner: 
é=39 8=8 


£04), Fads FA), Fw) | - . ~ 
(aa) Li = >> Gulf, 0] 16 = Cer, 


(ay — ag) (4) — @) (le — a) . 
i=0 k=—0 


dann kénnen wir schreiben: 


(43) Qialfi(d), w] = (A — w) geld, w)s 
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denn die Form Q,: ist unabhiingig von den 6 durch 4 — w theilbar. 
Multipliciren wir also die letzteren sechs Identititen mit willkirlichen 
Constanten 7;, und addiren, so ist die Identitit: 


4) SS elh@, aue=a- 0) SD ad, w ra 


genau eine solche vom Typus (41), nur dass in (44) sechs homogene 
Parameter (statt der erforderlichen fiinf) auftreten. Soll demnach die 
Identitiit (44) die allgemeinste ihrer Art sein, so muss zwischen den 
Formen Q,, eine, aber auch nur eine lineare Identitit herrschen. 

Diese eine (thatsiichlich nur allein existirende) Identitét stellen 
wir nunmehr auf. Sei dieselbe: 


(45) Pia 4 Vix “Ex = 0, 


(wo die @ unbekannte Functionen der 0; sind), so ist auch: 


(46) Pa Gik x =O 


und umgekehrt. Wir werden lieber die letztere Identitaét zur Be- 
stimmung der a verwenden, da die Bildung der q,, leicht auf directem 
Wege ermiglicht wird. 

Denn diese Gréssen sind offenbar die Coefficienten der 6;6; in 
dem Producte von 


(47) (A — a,) (A — 4.) = do, — 26, + 6, 
in den (nach den 6; geordneten) Ausdruck 0, (14): 
(48) (A? 6) — AG, + 6) 


><] 6, {d, + 9,(4 + w) + 8,Au)} + 0, {0, + ,(4 + w) + Ou} 
+ 6,{0, + 0,(4 + 4) + 8,Au} |: 


3 1 
Die daraus fliessenden Werthe der q;,(4, @) sind durch folgende 
Tabelle verdeutlicht: 


S| asm] a | aw] a | de 1 | o 

doi ,| 4% | % | 4, 0 | 0 10/0 

+I} 92! 8, | O | 0 —%|— 4, 0|0 

+42} 43) 9, | (a | 4 | 6, |d,| 9, 

4,19} 0 |—4,|— 6,]—8,|—4,] 0 | 0 

= 42 0| 0 |—90,|—4,] 0 | 0 |4,/ 4, 
: | 
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sodass z. B. g,,, der Coefficient von 6,?, lautet: 
doo = 438, + gu) + 22(8) + 8,4) + 4-041-0, 
Somit haben die sechs homogenen a, folgende vier Paare von 
linearen Gleichungen*) zu befriedigen: 
sup + 519 » + 29; = 0, 
99. + Go, 93 + ed, = 0, 


es + (o2 — 4) 9. — a0, = 0, 
G9 9, + (Gy. — %%,) 0, — @,0, = 0, 
Meg ial a) 0, + &@&,0, = 0, 
— Gy, O; + (@q2 — 4), + %.8, = 0, 
. a0, + G90 = 0, 
Gy 9, yD, + G90, = 0. 
Bedienen wir uns fiir die Determinanten der Matrix: 
6, 9, 9, 9; | 
(34) | aa me &1 


der Bezeichnung: 
| 0; oO 
(49) | 


4 » = ik 
| des ea 





so sind die obigen vier Gleichungspaare successive den Proportionen 
iiquivalent: 


fo> % + SH. = Pos * Psi * Pir» 
(50) Bop > Hyg Hyg — Hy = Pog * Po9 * Pos» 
oy = Hyp — yy > hyp = = Pay * Pos * Por» 
Goo ? G10 : Xoo = Pio + Poo * Por> 


welche sich in die einzige zusammenziehen lassen: 


(50") agg : gy t Oya + yy  Wyy Mag = Pos 2 Ds 2 Py? Pos + Pio ? Pao ? Por 
Entwickelt man andererseits die Form wu (23) nach Potenzen und 
Producten der u;, so kommt: 


(23) age SS Uy? Pog 2 My My Pay HF 2 tly My My + Uy?( Dos + Pir) 
sci eakaiinasiiaiiidahy + 2; Uy Doo + Ugo Por- 

*) Diese Gleichungen sind keine anderen, als die bekannten, denen die 
»Liniencoordinaten p;, geniigen, und die man aus der Entwicklung der ersten 
Minoren der Determinante 

By 9, dy 9 | 

8, dy 8, a, | 
| By 8 dy oy | 
| 8, 8 ds 3 | 


erhalt. 
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Mithin sind die @;, in (50°) den Aj, in (23) proportional, und die 
Kinsetzung dieser Werthe in die Identitat (46) ergiebt das Verschwinden 
der zweiten Ueberschiebung der Formen Qo: und us, oder in Zeichen: 


(46°) Pe Giz Git = (Ve, ur)? = > Viz dix = 0. 


Dies ist die gesuchte lineare Identitit*), welche zwischen den 
Qix statt hat. Und eine zweite solche kann nicht existiren: denn 
sonst miissten die Verhiltnisse der @;, unbestimmt werden, also nach 
(50°) die p;, siimmtlich verschwinden, was, wie am Ende von § 4 
dargelegt wurde, bei eigentlichen R, unstatthaft ist. 

Das Endresultat lisst zich so zusammenfassen : 


»Setet man A, +A, = A, AA, = 2 und entwickelt die mit 


(A, — ay) (A; — #) (A, — uw) dividirte Grundform F(A, 4,, 4., w) nach 
Potenzen und Producten der o: 


¢ F(a, 44, 45, u) — 
2 — —_ . ig 6; O, = Ver, 
(4 ) (Ay — Ag) (Ay — Bw) (Ae — B) pe Qix 5: Os vo 


bildet sodann die eweite Ueberschiebung (bilineare Invariante) von Q, 
tiber eine, mit ganz willkiirlichen Coefficienten r;, behaftete Form u, 
, ' 1 2 i=4 2 
(61) (Qor, tes)? = (Fil), w) = >? fd) we(u) 
i=1 
*) Der Grund dieser Identitit wird durchsichtiger (und man gelangt zugleich 


zu einem zweiten Beweise fiir ihre Existenz), wenn man sich einer nahe liegenden 
geometrischen Interpretation bedient. Man fasse die Grissen (20) 


O; 


als Coordinaten eines Punktes (¢) in der Ebene auf. Ebenso repriisentiren die 

tT Tt. 

= =i+ uy, em = Au 
einen zweiten Punkt (rt). Die Form (16) 6,—4,,,,, geht riickwiirts aus (21) 
O42 = 9,232 durch Polarisation nach den +t hervor, d.h. ,,Bei festgehaltenen 1, wu 
stellt die Gleichung 6,=6,,=0 die Polare des Punktes (rt) in Bezug auf den 
Kegelschnitt (21) 6,7 = 0 dar, und 1%6, — 16,-++ 6,=0 die Gleichung einer der 
beiden Tangenten, die vom Punkte (r) an den Kegelschnitt (4, — 4,)*=0,2 —46,0,=0 
gelegt werden kénnen.“ 

Somit ist das Linienpaar 4*6, — 46,-+ 6,=0, 0,,=0 conjugirt bez. des 

Kegelschnitts (21) 34. 0, es verschwindet demnach die bilineare Invariante des 
Productes jener beiden: 


aan U5 1%, = (A? Gy — AG, + 6) 8, 


und der Classenkegelschnittsform (23) 4. von (21). Dies ist aber die linke Seite 
der Identitit (46’). 
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und ordne dieselbe nach den f;(A) an, so stellen die Gleichungen: 


2 
(52) Gu; = 4u(u) 
mit Riicksicht auf die Identitdt (46'): 
(46’) (Qo:, Ua)? = 0 


die Tangentenebenen der vierfach linearen Schaar von erzeugenden, zur 
R, perspectivisch liegenden Kegel zweiter Ordnung dar.“ 


§ 6. 
Die erzeugenden Kegel zweiter Ordnung. Zweite und dritte Darstellung. 

Wir wollen unsere Ergebnisse dadurch ergiinzen, dass wir nach- 
weisen, wie wir zu den Gleichungen fiir die erzeugenden Kegel zweiter 
Ordnung noch auf zwei weitere Weisen gelangen kénnen. 

Diese erfreuen sich sogar des Vorzugs weit grésserer Kiirze, als 
die im letzten Paragraphen mitgetheilte Methode: trotzdem haben 
wir jene nicht unterdriicken wollen, da ihr die Fahigkeit zukommt, 
sich auf entsprechende héhere Fille ausdehnen zu lassen. 

Erinnern wir uns der in § 4 hergeleiteten Identitiit (29): 


(29) (Qus, 815) = (dy'— w) BAA (a), Fly), BY, 


wo wir von der, rechter Hand stehenden Form R wiederum den Factor 
4 —w, und zwar unabhiingig vom Werthe des 4,, abspalten konnten. 
Entwickeln wir demnach die Form R nach Potenzen von 4,, wie folgt: 


(53) R= Al Qy + AF Qs + Ay? Qo’ + 4,0, + Oo = Ry, 
so geniigt jeder der Coefficienten Q’ einer Identitiit von der Art: 

1 2 3 1 
(4) ffl), w} =A—H) (Aw, (=O, 1,.. 5,4). 
Also auch eine beliebige lineare Combination der Q,’. Wie in § 5 
beweist man, dass eine lineare Identitit zwischen den Q,’ nicht herrschen 
kann, es miissten denn simmtliche p;, (49) verschwinden, was fiir 


eigentliche R, nicht eintreten konnte (cf. den Schluss von § 4), Da- 
mit ist das Resultat erhirtet: 


asst man die Bildung: 
1 1 3 
(26°) A | ai, ln), falda), Fil) | = Qe ferry F(A) BY = Qe 
als bindire (cubische) Form in 4, auf, desgleichen die aus thr abgeleitete: 
1 1 2 
(29’) Ge (Gers Oxy) = Rai, fi(dy)s wo} = Be 


als bindire (biquadratische) Form in A,, so stellt die Gleichung: 








~ than = SS 


a of. @& tte Ar 
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(55) (Has, 244," + 44,4,° + 62, 4,? + 42,4, + 29)* = (Rays, 2,+)* = 0 
wo die 2 ganz willkiirliche Constante sind, die Tangentenebenen: 





2 2 2 2 
(52) My (MH) HX Xo (U) + 3 Ag (u) + %yX4 (4) = O 
aller zur It, perspectivischen Kegel zweiter Ordnung dar.“ 


Die dritte Darstellung endlich ist bereits in § 1 Formel (8) formal 
enthalten, man hat dieselbe nur mit den in §§ 4 und 5 gefundenen 
Gleichungen (36) und (44) zu combiniren, und hat alsdann den Satz: 

»tintnimmt man der Formel (36) irgend zwei (linear unabhiingige) 
erzeugende P,: 


i 1 
(56) Gu; = Qi(u), Gu =; (U), 
ferner der Formel (44) trgend eine erzeugende P,,: 


2 
(57) Gu; = xi(U), 
(wozu man der Kenniniss der in § 5 entwickelten Identiliit (46') nicht 
bedarf, so umfasst, bei willkiirlichen Parametern «a,, &, B,, B, ¥; 
die Darstellung: 


(58) uu = a(t) (mm + ety) + de(e) (Bree + Bs) + wile) 9 


die Gesammtheit der erzeugenden Kegel zweiter Ordnung P, .‘ 


§ 7, 
Die erzeugenden Ordnungscurven. 


Den voraufgegangenen Betrachtungen stehen andere*) gegeniiber, 
die sich in gewissem Sinne reciprok zu ihnen verhalten. Denn gerade 
wie die Ft, als Ordnungseurve (1) durch drei zu ihr perspectivisch 
liegende Classencurven, so kann sie auch, als Classencurve (oder 
Rickkehrkante ihrer developpabeln Fliche) aufgefasst, durch irgend 
drei zu ihr perspectivisch gelegene Ordnungscurven erzeugt werden. 

Diese letzteren bezeichnen wir mit R,,, R,,, R,,; die R, als 
Classencurve mit P,, wo die Classe k im Allgemeinen gleich sechs 
ist, im Besonderen aber auf fiinf und vier sinken kann, wenn niimlich 
die 2, eine Inflexions- resp. Spitzentangente oder sogar zwei Inflexions- 
tangenten aufweist. Dann sehen wir die R,, nach wie vor, als ge- 
geben an durch ihre Ordnungsgleichung: 


4 
(1) oa; = f(A). 


*) Das Verfahren dieses Paragraphen ist auf irgend welche Functionensysteme 


fi(a) ausdehnbar. 


Mathematische Annalen. XXIX,. 
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Die Gleichung der P,, d. i. der Schmiegungsebenen von (1), ist 


nach Clebsch: 
k 
(59) Gu; = 9,(A), 


wo die ®; den dreireihigen Determinanten proportional sind, welche 
man aus der Matrix der zweiten Differentialquotienten fi, fie, fis 
von den f;(A) bilden kann. 

Somit finden die zu (5) analogen Identititen statt (¢ = 1, 2, 3, 4): 


60 SOM@fin®=0, 1.0) fi22)=0, >’ 0.(d) fin)=0. 


Dann beweist sich, wie in § 1, dass im allgemeinen Falle (4 =6) 
die Gesammtheit der die P, erzeugenden Ordnungscurven R,(n > 2) 
unmittelbar geliefert wird durch: 


2 n—2 2 n—2 2 n—2 
(61) 9a; = fiu(A) @(A) + fira(4) B(A) + fize(A) 7 (A), 
wo die a, 8, y wieder willkiirliche ganze Functionen in 4 bedeuten, 
des Grades n — 2. Die Mannigfaltigkeit der R, ist von der Zahl 
3(m —2)-+ 2. Fiir n — 2 ergiebt sich die bekannte zweifache (lineare) 
Schaar der erzeugenden Kegelschnitte. 
Erhilt aber die R, eine Inflexions(resp. Spitzen)-tangente*) — 


ihr Argument sei 4 = 4’ — so haben die ©; (2) den Factor 4 — 2’ 
gemein, nach dessen Hebung Ausdriicke vom fiinften Grade in 4 ver- 
bleiben. Alsdann sind die niedrigsten Grade dreier erzeugender Ord- 
nungseurven 2, 2, 1 d. h. die ausgezeichnete Tangente 4’ tritt selbst 
als erzeugende Punktreihe auf. Es tritt also hier noch die Aufgabe 
hinzu, diese Punktreihe algebraisch zu construiren, niimlich Constante 
a, B, y so zu bestimmen, dass sich in 


2 2 2 2 
(62) @%; = fin(A) @ + fire(4) B+ fie(4) vy = iA) 
rechtsseitig tiberall der Factor 4 — 4’ abspaltet, und damit (62) in 
die Gleichung jener Tangente 4’ iibergeht. 


Die a, 8, y miissen sich daher aus den vier linearen Gleichungen: 


(63 9:(4) = fin (4) & + fara (4) B + fie(4) vy = 0 

berechnen lassen. Dies ist in der That ausfiihrbar, da zwischen den 
linken Seiten g;(4°) von (63) zwei lineare Identititen herrschen von 
der Form: 

*) Dies ist der Fall, wenn die Form (15) 6, einen zwei- resp. dreifachen 
Factor (4 — 2’)* resp. (4 —2’)® erhiilt. Hat 6, zwei Doppelfactoren, so treten 


zwei Inflexionstangenten der Curve auf, ef. ,,Apolaritit § 24. 





(64 


(66 
aus 


(63 


(68 
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cur 


(69 
wo 
ZW 
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(70 
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(71 
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, Y . 7 ’ 
(64) > kag(¥)=0, > kiegi(a’)=0, 
wo die unbekannten Factoren k;;, kjg bestimmt sind durch die An- 
gabe, dass die Determinanten ihrer Matrix 
Kin, kes | 


65 
( °) ka, Kes | 





proportional sind den Determinanten 


fir (X’)s far (2) | 
fi2 (4), fus (4) | 
aus der Matrix der ersten Differentialquotienten der /; (A). 

Sind also ¢;, 4; beliebige Constante, so lassen sich die Gleichungen 
(63) ersetzen durch die beiden folgenden: 


61) «> & fin(a) + p> & fir (A) + >> &; fin(4’) = 0, 
«> nifiu (4) + p> ni fir2(4’) + >> ni fiz (4’) = 0. 


Demnach gewinnen wir als Gleichung der erzeugenden Punktreihe 
R, unserer Inflexions- resp. Spitzentangente: 


| fin(d) fira(A) fin(d) | 
(68) ot | >) fin’), D> furl), D>) evfire(2) = Gaya) 
>, nfin(A), a ni fire (4), > ufia(%’) | 


und die vollstiindige Schaar der zur R, =P, perspectivischen Ordnungs- 
curven R, ist fiir irgend ein n > 2: 


2 n—2 2 n—2 1 n—1 

(69) Qa; = gi(A) @(A) + gi (A) BCA) + Ai(A) 7 (A); 
wo die g;(4), gi(A4) Ausdriicke von der Gestalt (62) d. s. beliebige 
zweite Polaren der f;(4) bedeuten. 

Die Mannigfaltigkeit solcher R, ist jetzt um Eins gestiegen, 
gleich 3(m — 1). 

Ist endlich die R, eine P,, treten also zwei Inflexionstangenten 
auf, so ist das eben geschilderte Verfahren fiir jede dieser Tangenten 
einzeln anzuwenden. Ist man so zu ihren Gleichungen gelangt: 


(66) 





(t,k, l,m — 1, 2, 3, 4) 


1 1 
(70) ox =h (A), ex =—h; (A), 
so lautet fiir diesen Fall die Formel fiir die erzeugenden FR, : 
2 n—2 1 n—1 1 n—1 
(71) ti = gi(A) @(A) + hi(A) BA) + Bi (4) 7A), 


bei willkiirlichen Coefficienten in den @ (A), (A), y(A) eine {3(m—1)+-1} - 
fache Schaar. 


31* 
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§ 8. 
Ueber den algebraischen Charakter der behandelten Aufgaben. 


Lésen wir die in §§ 1—6 gemachten Entwicklungen von ihrem 
geometrischen Inhalte ab, so lehren die Gleichungen (5), dass wir 
dieses rein algebraische Problem in aligemeinster Weise erledigt haben: 

Die Elemente einer Matrix vom Typus: 


| as Gor Gay M@% | 
| b, b,, bs, by | 


ey, Coy C3, ¢, | 


(72) 


als ganze Functionen einer Variablen 4 so zu bestimmen, dass die 
vier Determinanten der Matrix vorgegebenen ganzen Functionen vierten 
Grades in 4 proportional werden,“ 

Aber die niimlichen Gleichungen (5) deuten auch an, wie man 
dem eben formulirten Problem eine ungemein fruchtbarere und in die 
modernen Bestrebungen der Algebra fiiglicher eingreifende Fassung 
geben kann: 


4 
» Hine, in den Variabeln 4, w ganze Function (A, w), die in A 
vom vierten, in « von beliebigem Grade ist, sei aus vier, (und nicht 


4 
weniger) linear unabhingigen ganzen Functionen/;(4) linear componirbar: 


(73) 4 n=fA.ne) +h@ere) +hOer@ +h) ow- 


Man soll die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir 
angeben, dass die ganze Function (73) derart reducibel wird, dass 
sich aus ihr ein in den Variabeln A, w linearer Factor abscheiden 


lisst, und man soll zugleich siimmtliche, — bei irgendwie gegebenen 
f(A) — jenen Bedingungen geniigenden Functionen g;(u) wirklich 


aufstellen.“ 

Beide Forderungen werden durch das, in Formel (11) deponirte 
(auf die Ergebnisse der §§ 4, 5, 6 implicite sich stiitzende) Resultat 
befriedigt, dass sich die Factoren g(w) in (73) in die Form der @(w) 
(11) bringen lassen miissen. 


Hierbei ist beachtenswerth, dass die Coefficienten der die rechten 


Seiten von (11) fundirenden ganzen Functionen o(8), v:(U), al) in 
rationaler Weise von denen der /,(4) abhiingen. 

Es liegt auf der Hand, nach welchen Richtungen sich diese beiden 
Kinkleidungen unseres Problems ausdehnen lassen. Ich will hier nur 
bemerken, was die zweite jener Fassungen betrifft, dass mir die Lésung 








di 


in 
lu 


iil 
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der Aufygabe, die Criterien dafiir zu ermitteln, wann eine ganze 
Function*) (A, #) (von beliebigen Graden in diesen Variabeln) einen 


1 
in 4 linearen Factor (4, w) zuliisst, in befriedigender Weise ge- 
lungen ist. 


Tiibingen, Februar 1887. 


*) Diese darf ausser w noch beliebig viele weitere Variable enthalten. Vgl. 
iiber einen von mir gehaltenen Vortrag den Bericht der Berliner Naturforscher- 
versammlung von 1886, 











Ueber eine Gattung doppelt reell periodischer Functionen 
zweier Verinderlicher. 


Von 
Orro Sraupe in Dorpat. 


Das Umkehrproblem der hyperelliptischen Integrale 1. Gattung vom 
Geschlecht p kniipft sich an p Gleichungen von der Form: 


Zp 
Py i-lg 
a" da : : 
>} Via t=—1,2,...,p, 


ap 
an, welche die zweimal p Veriinderlichen 2,, %,,...,%p) und ¢,, ¢, 
mit einander verbinden und in 
R(x) = (a,— x) (a,—2) (a,x)... (dap —2) 

eine ganze rationale Function vom (2p-+-1)'" Grade enthalten. Das 
Umkehrproblem besteht in der Aufgabe, die Coefficienten derjenigen 
Gleichung p'" Grades, deren Wurzeln 2,, 2,,..., 2» sind, als Func- 
tionen von ¢,, t,,...,¢» darzustellen. Diesem mittels der Thetafunc- 
tionen von p Argumenten geldsten ,,vollstindigen‘‘ Umkehrproblem 
stellen sich eine Reihe anderer, ,,unvollstindiger“ Umkehrprobleme 
zur Seite. Das erste derselben bezieht sich auf die folgenden p — 1 
Gleichungen zwischen zweimal p — 1 Veriinderlichen 2,, 2, ..., %p—1 
und £,, t,, . «+» tea? 


preeglp 


bal 


2 . i-lgq 
pe. aS. | 
Sf VRiz) Nae . 


a 


es verlangt die rationalen symmetrischen Functionen der Variablen 
21, Lq,+~++, pa Aurch die Variablen ¢,, ¢,,..., t-1 darzustellen, Ein 
zweites unvollstindiges Umkehrproblem wiirde eine iabnliche Frage- 
stellung an ein entsprechend weiter reducirtes System von p— 2 
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Gleichungen zwischen zweimal py — 2 Variablen anschliessen. Ein 
(p—2)**s und (p—1)'** Problem jener Reihe endlich geht beziehungs- 
weise von den Gleichungen: 


xy 2 
* da, * dX, _ 


VR@,) |J VRe ' 


a 


x v 
x, da, * Xp dX, 


OW. t, 
J VR(a) VR (x) . 
und der Gleichung: 
zx 
da, 


e VR (#4) 


a 


aus und verlangt die symmetrischen Functionen von %,, 2, und be- 
ziiglich die Variable x, durch ¢,, ¢, und durch ¢, auszudriicken. Dabei 
bleibt R(#) iiberall vom Grade 2p + 1. 

Gerade diese ,,unvollstiindigen‘‘ Umkehrprobleme haben fiir An- 
wendungeu auf Mechanik ein besonderes Interesse, wobei die in ihnen 
auftretenden Variablen im Wesentlichen auf reelle Werthe beschrinkt 
werden kénnen. 

Das Problem der Umkehrung eines einzelnen hyperelliptischen 
Integrals von beliebigem Geschlecht hat Weierstrass behandelt*), und 
zwar in einer wesentlich verallgemeinerten Form. Er stellt die Auf- 
gabe eine eindeutige, endliche und stetige Function E(x) der oberen 


Grenze des Integrals 
* dey 
VF(@) 
a 


als Function von ¢ zu untersuchen, wenn F(a) eine gegebene ein- 
deutige Function von a ist. Nach dem Ergebniss seiner Untersuchung 
ist eine solche Function E(x) unter gewissen Voraussetzungen iiber 
F(x) fiir alle reellen Werthe von ¢ eine eindeutige, stetige und end- 
liche, sowie einfach reell periodische Function von ¢. Sie ist ferner 
durch eine fiir alle Werthe von ¢ gleichmiissig convergente trigono- 
metrische Reihe darstellbar. Unter Beschriinkung auf reelle Variable 
hat man hiermit eine Gattung periodischer Functionen gewonnen, 
welche sich als Verallgemeinerungen der Umkehrfunctionen der cyklo- 
metrischen und elliptischen Integrale darstellen. 

Man kann nun fhnliche Untersuchungen, wie sie hierdurch an 
das letzte der oben erwihnten unvollstiindigen Umkehrprobleme 





*) Weierstrass, Ueber eine Gattung reell periodischer Functionen, Monats- 
berichte der Kénigl. Academie der Wissenschaften zu Berlin, 1866. 
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sich angekniipft haben, auch an die anderen unvollstiindigen Umkehr- 
probleme anschliessen. Die vorliegende Mittheilung beschiiftigt sich 
zuniichst mit dem vorletzten jener unvollstindigen Umkehrprobleme, 
welches zugleich in wesentlich verallgemeinerter Gestalt (vgl. § 1) be- 
handelt wird. Es wird vor Allem die Symmetrie des Ansatzes in 
Bezug auf die beiden Variablen z,, x, und die Symmetrie der zu 
untersuchenden Functionen dieser Variablen aufgegeben. Die Betrachtung 
fiihrt zu einer Gattung doppelt reell periodischer Functionen zweier 
reeller Veriinderlicher, zu welchen als specielle Fiille die hyperelliptischen 
Functionen zweier Variabler vom Geschlecht p = 2 gehdren. 

Wie die Weierstrass’schen reell periodischen Functionen einer 
Veriinderlichen, so finden auch die hier betrachteten doppelt reell 
periodischen Functionen zweier Argumente in der Mechanik eine 
mehrfache Verwerthung. Dabei geben diese Functionen, indem eine 
der Variablen ¢,, ¢, constant gesetzt wird, in bedingt periodische 
Functionen (vgl. § 8) der anderen iiber. Ich beabsichtige in einer 
spiiteren Arbeit auf die verschiedenen Anwendungen in der Mechanik 
niiher einzugehen.*) 


§ 1. 
Formulirung des zu behandelnden Umkehrproblems. 
Zwischen zwei Paaren reeller Veriinderlicher z,, x, und ¢,, ¢, 
sollen die Gleichungen: 


“Oy (4) da, “Whe ) date 
t= + , 
dy 


? J dy (2) . } E\2(X2 
(1) “a . 
& an "doy (",) day “dee (X2) date 
: ? VF (a,) Y V Foe (2) 
bestehen. 


Unter P(x), Fy, (%), Fyo(@), F(x) sind gegebene Functionen 
von « zu verstehen, von denen die beiden ersten fiir zwei reelle Werthe 
“== a,, ©=b, und die beiden letzten fiir zwei reelle Werthe z=a,, 
x = b, verschwinden. Setzt man mit Riicksicht darauf: 
ane = (tx—a,) (b, —2) far(*), 

F2(2) — (x — ay) (b, — 2) fa2(%), 

«== 1, 2, so solleu fa:(~) in dem Intervalle a, << x < b, und f,2(x) 
in dem Intervalle a, << x < b, eindeutige und stetige Functionen von 
x sein, daselbst einen bestiindig positiven reellen Werth besitzen und 
weder 0 noch co werden. Zugleich sollen zwischen den Vorzeichen 


(2) 


*) Vgl. die vorliufige Mittheilung: Ueber bedingt periodische Bewegungen, 
Sitzungsberichte der Dorpater Naturforschergesellschaft, April, 1887. 
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der Quadratwurzelu aus den einzelnen Bestandtheilen der Gleichungen 
(2) die Beziehungen: 


(3) V Fap(%s) =V (a — 4p) (bs —2%p) Vfap(%p) 


«,B=1, 2, festgesetzt und unter /f.s(~s) der positive Werth der 

Quadratwurzel aus der positiven reellen Grosse /2 (x3) verstanden sein. 
Was ferner die Functionen g,, (x), go,(%) und g,.(%), gy.(x) an- 

geht, so sollen dieselben beziehungsweise in den Intervallen a, <2 <b, 

und a, << « < b, eindeutige und stetige Functionen von z sein, die 

daselbst niemals ihr Vorzeichen wechseln und niemals oo werden. 
Endlich soll die Determinante: 


(x) Gaz (Xp) Jos (24) 2 (Xe) 
4) D (a, , 2%») = DiC fea Fe) __ _ Jus \*1 Iie\Xe 
\ <7 Vei(e) Vf ae (x2) Viale) Viewed 
fiir alle den Ungleichungen: 
(5) a, <4 <d,, My < % <b, 


geniigenden Werthepaare x,, x, bestiindig positiv oder bestiindig negativ 
sein und fiir solche Werthepaare niemals verschwinden. 

Nach diesen Voraussetzungen tiber die in den Gleichungen (1) 
auftretenden Functionen soll eine beliebig gegebene Function der 
reellen Variablen 2, , x, : E(x,, 2), welche fiir alle den Ungleichungen 
(5) geniigenden Werthepaare z,, x, eindeutig, endlich und stetig ist, 
in ihrer Abhiingigkeit von den reellen Variablen ¢,, ¢, untersucht 
werden. Es sei etwa: 

(6) E(x, , %) = G(e,, ty). 
Daneben sollen auch eindeutige Functionen von 2,, %, und den vier 
Quadratwurzeln: 


(7) Vx,—a,, Vb, — 2%, Vt, — a, Vb, — % 
unter gleichen Beschriinkungen der Betrachtung unterworfen werden. 
§ 2. 
Spaltung des vorgelegten Umkehrproblems in zwei Umkehrprobleme. 


Es werden jetzt zwei Hiilfsvariable u,, u, eingefiihrt durch die 
Gleichungen: 


Rat Xe 
(8) — 9 : d x f by en dit, : 
: V (a, — Gy) (0; — 2) ; F V (ate — Gy) (by — 22) 
a % 


Die Auflésung dieser Gleichungen giebt umgekehrt: 
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a+b a, —b 
= 3 + ———* cos u,, 
in tk or bee a,—b, 
V (x,— a,)(0, —2,) = — 3 Sin tt, 
(9) 
a. b ay — b 
= at + + ——— cos uy, 
me ; a,—b, . 
V (%.— a,)(b, —a,) = — = sin wy. 
‘ — 


Ferner kann man setzen: 


. u — . uu e 
[Vn —4,=/b,—a,- sin, Vx,—a,=Vb,—a, - sin >, 
(10) 
| b — =yb . seas Uy b Siac “i ——— ‘ Ug 
V% —% =P %— a, - C8 =|, VO, —%, = VY 0,— A, - COS - 


. 

Hiernach bleiben x,, x, fiir alle positiven und negativen reellen Werthe 

der Variablen u,, %, immer zwischen den durch die Ungleichungen (5) 

angegebenen Grenzen. Ueberdies entsprechen sich die Werthe: 

(11) {* =a: =0, 4 = bu —2, 
%,=d,:4,=0, ~1=—b,: 4, = 2. 


Setzt man unter Ausfiihrung der Substitutionen (9): 


| i (x, p= Pai (u,), fa2(%) — Pa2 (w,) ? 
(12) | Jur (XZ) = qar(t), Jar (%2) = Ju2 (Uy), 
eg (%1) oe (M1) Yax (2) a2 (Me) 
| : a : = Niet (w,), ; : — " _ ha 2 | Uy), 
V fer (%) V Par “) : V bev (%2) V Paz (M2) 


so sind die Functionen pai (t,), Ga1(t,), Rar (u,) und pao(ty), Ya2(te), 
haz(u,) der Variablen u,, respective uw, gerade und mit 22 periodisch. 
Nach den Voraussetzungen des § 1 bleiben fiir alle reellen Werthe 
von u,, U, die Functionen p,i(u,) und paes(t,) positiv und von 0 und 
co verschieden, und behalten die Functionen q,1(u,) und ga2(u,), ohne 
oo zu werden, immer ihr Vorzeichen. Daher werden h,,(u,) und 
ha2(u,) fiir alle reellen Werthe von u,, u, endlich sein und niemals 
ihr Vorzeichen wechseln. 
Zugleich verwandelt sich die Determinante: 


(13) D(a, , &y) = ayy (ty) + lege (a) — Igy (ty) « Biya (Ua) = he(tey , tty) 


in eine gerade Function der beiden Variablen u,, u,, welche fiir alle 
reellen Werthe von u,, u, ein festes Vorzeichen hat, fiir solche Werthe 
U,, U, niemals verschwindet und in Bezug auf jede der Variablen u,, u, 
mit 22 periodisch ist. 

Die Function E(z,, 2.) geht nach Substitution der Werthe (9) 
in eine fiir alle reellen Werthe u,, «, eindeutige und endliche Function 
der Variabeln u,, w, iiber: 
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(14) E(a,, 2) = H(uy, uy), 
die gerade ist und in Bezug auf jedes der Argumente u,, u, die Periode 
2x hat. Kine eindeutige Function der vier Wurzelgréssen (7) wiirde 
mit Riicksicht auf die Gleichungen (10) als eine eindeutige, im All- 
gemeinen nicht mehr gerade Function der Variablen u,, u, mit der 
Periode 42 in Bezug auf jede derselben sich darstellen. 

Zwischen u,, u, und ¢,, ¢, bestehen jetzt die Relationen: 


u u 
t “an (ty) dee, “Gi2(ue) dtl 
_ =~ = , 

V ps (us) * Voy (ua) 
(15) 

uy Us 

“des (Uy) duty “dog (Ug) dug 

t= ; 
e Vie, (ts) e) Vp (t2) 
u 0 
Da nun, wie in §§ 3; 4 weiter zu erdrtern, fiir alle reellen Werthe von 
t,, t, auch u,, wu, reelle Werthe annehmen, so bleiben 2,, 7, auch fiir 
alle reellen Werthe der Variablen ¢,, ¢, zwischen den unter (5) ange- 
* 

gebenen Grenzen. 

Nachdem so von dem Umkehrproblem (1) das trigonometrische 
Umkehrproblem in (8) abgespalten ist, bleibt das Umkehrproblem (15) 
iibrig, welches vor dem urspriinglich vorgelegten sich dadurch aus- 
zeichnet, dass die Quadratwurzeln in (15) ihr Vorzeichen nicht mebr 
wechseln kénnen. 


§ 3. 
Die Eindeutigkeit der Functionen /,, 4, von u,, u,. 
Die Functiouen ¢,, ¢, sind von u,, uv, abhiingig gemacht durch die 


Gleichungen: 


uy 


Uy 
t, = fu(m) dey + fis(te) du,, 
(15) : ? 


t, = fhau(ms) dey + f hey ts) du,. 


Ks werde zur Abkiirzung gesetzt: 


A 


11 (tty) = fas (u,) de, Wy (tty) = f his(ut) duty, 


(16) 


% 
: 


Poy (ty) =f hy, (um) dey, Pop (tty) = fhe (ty) ditty, 
v % 
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sodass: 
(17) ft, = Vy (tty, My) = Wy (Uy) + Yo (tte), 
\t = Yy (Uy, My) = Wy, (u,) + Yoo (tty). 
Umgekehrt sei: 
(18) u, = 9, (4, 4), Uy = P,(t,, ty). 


Jedes der Integrale yai(u,) und Yaeo(t,) hat fiir jeden reellen Werth 
von w,, respective «, selbst einen bestimmten, mit dem Argument 
stetig sich iindernden Werth, da die Functionen h,1(u,) und hee(t,) 
fiir alle reellen Werthe von u,, respective uw, eindeutig, endlich und 
stetig sind und besondere Singularitiiten derselben ausgeschlossen werden, 
Da iiberdies die Funetionen hai(u,) und he2(u,) gerade Functionen 
sind, so ist: 


Vai(—tt,) = — Woi(uy), Wa2(— Uy) = — Parx(t,) 
und somit auch: 
(19) . (—U,, —t.) = — ¥,(u,, tt), 
Y,(—t,, —t,) = — yp, (u,, u,). 


Es folgt also zuniichst: 

Die Funetionen t, = y,(u,, u,) und t, = ,(u,, u,) sind fiir alle 
recllen Werthepaare u,, u. eindeutige und stetige, sowie ungerade Func- 
tionen VON Ut; , Uy. 

Man denke sich die Functionen ¢, und f, von u,, %, geometrisch 
dargestellt, indem man ¢, und ¢, als Ordinaten auf einer Abscissen- 
ebene u,, uv, auftriigt. Es werden dann zwei Flichen entstehen, welche 
fiir jeden Punkt u,, uv, der Abscissenebene eine und nur eine Ordinate 
besitzen. Aus der Differentialgleichung der Fliiche t, = Wa(u,, ty): 

dt, = har(u,) du, + hae (t) duty 
geht noch hervor, dass die Fliiche in jedem ihrer Punkte eine bestimmte, 
ihre Normalenrichtung stetig veriindernde Tangentialebene hat, und dass 
diese letztere niemals der Abscissenebene u,, u. parallel werden kann, 
da has (u,)undh,2(u,), bei der iiber die Determinante D (x, ,x,) =h(u, , uy) 
in § 1 gemachten Voraussetzung, niemals gleichzeitig verschwinden. 

Die Fliache ¢, = _(u,, %.) sei im Besonderen lings der Geraden 

Uy = Eq, +a 
der Abscissenebene betrachtet, wo ¢—-+1 und a eine beliebige 
Constante ist.. Man hat fiir die Punkte dieser Geraden: 


u 


t., -{ har(u,) du, + Ea I has (a U, +a) du, +f hos (ts) duty 


uy 


= | (her(u,) + Eaheas (Eat; + a)) du, + A, 
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A = fhes(uy) any. 
0 


Da nun hei(u;) und he2(t,) fiir alle reellen Werthe von uw, und u, je 
das niimliche Vorzeichen besitzen und niemals gleichzeitig verschwin- 
den, so kann man ¢,—=-+ 1 stets so wiihlen, dass die Function 
har (t;) + tahas(éeu,-+-a@) fiir alle reellen Werthe von wu, bestiindig 
positiv oder bestiindig negativ und niemals gleich 0 ist. Hiernach 
wird ¢, lings der betrachteten Geraden bestiindig wachsen oder 
bestiindig abnehmen, wihrend wu, stetig wachsend von — oo bis 
+ oo lauft. 

Dabei wird aber ¢, liings der Geraden nach beiden Seiten der- 
selben hin auch schliesslich — oo und respective +- co werden, da die 
Function hei(u;) + éahas(&u;-+-a@) eine periodische Function von «, 
mit der Periode 2x und A eine fiir jedes endliche a endliche Con- 
stante ist. 

Es giebt also stets ein System paralleler gerader Linien in der 
Abscissenebene u,, U., lings deren jeder in der einen oder anderen 
Richtung die Ordinate der Fliiche t, = W,(u,, U.) oder t, = Yo (Uy, Uy) 
stetig wachsend alle Werthe von — co bis + co durchliuft. 

Verbindet man alle Punkte u,,@, der Abscissenebene, denen 
gleiche Ordinaten ¢, oder ¢, entsprechen, so erhalt man_beziiglich 
Curven ¢, = const. und ¢, = const., welche die Orthogonalprojectionen 
der Héhenlinien der Flichen ¢, = a, (u,, uw.) und ¢, = p,(u,, uw) sind. 
Die Differentialgleichung einer Curve ¢, = const. ist: 


O = hei(u,) du, + has (ty) dt, 


woraus mit Riicksicht darauf, dass h.1(u,) und hee(u,) fiir alle reellen 
Werthe u,, u. eindeutig, endlich und stetig und niemals beide 0 sind, 
hervorgeht, dass die Curve in jedem ihrer Punkte eine einzige bestimmte 
Tangente hat. Es folgt daher: 

Jede Curve t, = const. und t, = const. bildet einen einzigen, un- 
verzweigten vom Unendlichen her ins Unendliche zuriicklaufenden Zug*). 


*) Die Gesammtheit aller Punkte der Ebene u,, ug, deren Coordinaten ihrem 
absoluten Betrage nach eine beliebig grosse endliche Grenze nicht tiberschreiten, 
bildet ein einfach zusammenhiingendes Flichenstiick; nach dem vorliegenden 
Satze liuft jede Curve ¢, = const. als einfacher, sich selbst nicht schneidender 
Curvenzug von einem Randpunkte dieses Flichenstiickes zu einem anderen Rand- 
punkte. Der vorliegende und folgende Satz entsprechen daher einer der Bedingungen 
fiir die eindeutige Umkehrung eines Functionensystems, welche Lipschitz, Bei- 
triige zu der Theorie der Umkehrung eines Functionensystems, Nachrichten der 
Kel. Ges. d. Wissenschaften zu Gottingen, 1870, S, 439, angiebt, 
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Die Verbindung der beiden letzten Siitze giebt weiter: 

Die Function t, = ,(u,, u,), und ebenso t, = w,(u,, u,), nimmt 
jeden Werth zwischen — co und + oo liings einer und nur einer vom 
Unendlichen her ins Unendliche zuriicklaufenden, unverzweigten Curve 
der Abscissenebene an. 


§ 4. 
Die Eindeutigkeit der Functionen w,, «, von ¢,, t. 


Die Tangenten zweier Curven ¢, = const. und ¢, = const. in einem 
Schnittpunkte u,,, derselben sind in laufenden Coordinaten u,’, «,': 


hy, (u;) : (u,’ — t,) 4- hyo (Uy) ‘ (tt’ — ty) = 0, 
Ton, (ty) + (My) — ty) FE Iga (thy) + (ty — ty) = 05 


diese Tangenten kénnen niemals zusammenfallen, da die Determinante 
h(u,, uU,) dieser beiden linearen Gleichungen niemals verschwindet. 
Mit andern Worten: 

Zwei Curven t, = const. und t, = const. kinnen sich niemals unter 
dem Winkel 0 oder x schneiden. 

Man denke sich nun jede solche Curve mit einem bestimmten 
Durchlaufungssinne versehen, der sich von Curve zu Curve eines jeden 
der beiden Systeme ¢, = const. und ¢, = const. continuirlich iibertrage. 
Man betrachte ferner, indem man liings einer Curve ¢, = const. in 
ihrem Durchlaufangssinne fortschreitet, die Aenderung in der Richtung 
der sie schneidenden Curven ¢, = const. Diese Richtung wird sich 
von Punkt zu Punkt der ersteren Curve stetig aindern, ohne je mit 
der Richtung derselben zusammenzufallen oder ihr gerade entgegen- 
gesetzt zu sein. Daher durchschneiden, mit Bezug auf den festgesetzten 
Durchlaufungssinn, die Curven ¢, = const. die Curve ¢, = const. immer 
von derselben Seite her, von der rechten oder von der linken. Es ist 
somit ausgeschlossen, dass eine Curve ¢, = const. mehr als einmal die 
Curve ¢, = const. schneidet. 

Eine Curve t, = const. und eine Curve t, = const. in der Abscissen- 
ebene U,, U, kinnen sich niemals in mehr als einem Punkte schneiden. 

Denkt man sich jetzt eine Ordinate ¢, der Fliche ¢, = o,(u,, u,) 
und eine Ordinate ¢, der Flaiche ¢, = y,(u,, uw.) gegeben, so kann es 
nicht mehr als einen Punkt w,, «, der Abscissenebene geben, wo gleich- 
zeitig die erstere Fliche die Ordinate ¢, und die letztere die Ordinate 
t, besitzt. 

Es gehirt also zu einem reellen Werthepaare t,, t,, nicht mehr als 
ein Werth jeder der beiden Functionen u,= 9, (t,,t,) und u, =, (E,, t,)- 
Die diesen Functionen entsprechenden Fliichen mégen mit den 
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verticalen Ordinaten u,, uv, iiber einer horizontalen Abscissenebene ¢,, ¢, 
construirt werden. Die Differentialgleichungen dieser beiden Fliichen 
lauten : 








=a Tego (Ug) Ry (Ug) 
du, == h(us, Uy) - aby —~ Kien, en) dt,, 
inte Teg (Uy) = eo 
Wa = — Fees) OT Reis way Oe 


wo fiir die Coefficienten die be i ID erfiillt sind. 
Geht man nun von einem beliebig gegebenen Werthepaare u,, #, aus, 
so gehdrt zu diesem nach § 3 ein und nur ein Werthepaar ¢,, ¢, und 
man kann je einen Punkt der beiden Flichen u, = 9, (¢,, ¢,) und 
U. = g,(t,, t,) construiren, Die Tangentialebenen in diesen Punkten 
sind in laufenden Coordinaten w,’, ¢,’, t,', respective u,', t,’, t': 


, 4 Nigg (Ug) a al. Tgp (te) ? 
a i asl (rey, a) (4; —4) h (uy, ty) (4 —t), 
. ho (4,) Tog, (4) ° 
ante ive Aer Ties —a —t)+ Ran al (t, —t,). 


Geht man jetzt von ¢,, ¢, zu einem beliebigen, unendlich nahen Nachbar- 
punkte ¢,, ¢, der Abscissenebene ¢,, ¢, tiber, so geben diese Gleichungen 
die zugehérigen Werthe von w,, u,; fiir die entsprechenden Punkte 
der Flichen u, = 9, (¢,, f) und u, = g,(¢,, ¢,) kann man dann wieder 
die Gleichungen der Tangentialebene angeben und so fortfahrend die 
Fliichen weiter und weiter construiren, Soweit diese Fortsetzung auch 
geftihrt wird, sie bleibt immer eindeutig und bestimmt. Nimmt man 
hierzu noch, dass zu einem Werthepaare ¢,, ¢, nie mehr als ein Werth 
von u, oder u, gehdrt, so folgt, dass jede der beiden Flichen u, =, (¢,, ¢,) 
und u,—g,(t,, ¢,) die Abscissenebene ¢, , ¢, in ihrer ganzen Ausdehnung 
einfach itiber- respective unter-decken muss. Die Zusammenfassung 
dieser Schliisse fiithrt aber zu dem Satze: 

Die Functionen u, = —,(t,, t) und u, = —,(t,, t,) sind fiir alle 
reellen Werthepaare t,, t, eindeutige und stetige Functionen von t,, t,. 


Sm 
S$ o. 
Die doppelte reelle Periodicitét der Functionen von ¢,, ¢,. 
Nachdem die Eindeutigkeit der Functionen 
Uy = Pi(ty, ta), ly = Po (ty, by) 

bewiesen ist, kann man sofort eine weitere charakteristische Kigen- 
schaft derselben herleiten. Da niimlich die Functionen h,,(u,) und 
hag(u,) nach § 2 doppelt reell periodisch sind mit den zusammen- 


gehérigen Periodicitiitsmoduln 22, 0 und 0, 2z, und mit Riicksicht 
auf die Gleichungen (15) und (17): 
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OWa (Uy, Ue) OW, (Uy, Ue) 


Ou e he . (4), OUy ba hae (w,) ’ 
so folgt sofort: 


OW, (Uy+2m, U0) OWe (U1, Uy) Og (Uy +27, Ug+0) OW (Uy, Up) 


Ou Ou, ' OU, € Ug ? 


und entsprechend mit Bezug auf die Aenderung von u,, vu, um 0, 22. 
Multiplicirt man diese beiden Gleichungen beziiglich mit du,, du, und 
addirt sie, so ergiebt sich fiir das vollstiindige Differential: 


da (u, +2, u, +0) = dypa(u,, uy). 
Durch Integration erhilt man hieraus, unter @,; eine Constante ver- 
stehend: 


(20) Wa (U, + 2a, u.+O) = Ya(U,, M%) + 2a@q1 
und auf demselben Wege: 
(20) Va(u, +O, u,+ 2x) = a(u,, U) + 2@u2. 


Wegen der wechselseitigen Eindeutigkeit der Beziehungen zwischen 
den Variablen u,, vu, einerseits und ¢,, ¢, andererseits schliesst man 
hieraus weiter: 


u, + 2x7 — 9, (4, +20,,, .+20,,), 
+O =, (4,+20,,, &+20,,), 
uy +90 =—9, 6 +20n, £+20,,), 
Uy + 2a = g(t, +20), t+ 20.9). 


So oft die Variablen t,, t, respective wm 2@,,, 2@,, oder 2a@,,, 2@, 
wachsen, nehmen U,, %, respective um 2x, O oder O, 2x zu. 

Da aber die Function H(u,, uw.) in (14) in Bezug auf u,, u, die 
Periodicitiitsmoduln 22, 0 und 0, 2z hat, so gelangt man zu dem 
Resultate, dass diese Function, als Function G(t,, t,) von t,, t, be- 
trachtet, doppelt periodisch ist mit den Periodenpaaren 2@,,, 2@,, und 
2045, 2@o.. 

Um die Werthe der Constanten , 3 zu bestimmen, entnimmt man 
aus den Gleichungen (20) mit u, = — a, u, = O: 


va(x, 0) = Pa(—2, 0) + 2a@e1 
und hieraus mit Riicksicht auf (19): 


2a(x, 0) == 2 @a13 


(21) 


9 


ebenso erhilt man: 
2v.(0, 1) — 2 @a2- 


Da aber den Werthepaaren z, 0 und 0, a von u,, u, nach (11) die 
Werthepaare b,, a, und a,,b, von x,, x, entsprechen, so ist: 








fc 
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b, by 
—- “Gas (@) day — "Gi9(%») dy 
NS VF ue) ’ " VF u(22) 
99 a, a, 
(22) : 3 
O.. = “dei (x,)da, —— Ie (22)? Le 
" VE yx) ; as V Fo9\ Xe) a - 


ay 


 - 
wo die Quadratwurzeln siimmtlich positiv genommen werden kénnen. 
Das Gesammtresultat der vorstehenden Entwicklungen kann sonach 
folgendermaassen formulirt werden: 
Eine belicbig gegebene Function E(a,, x.) der oberen Grenzen x,, x, 
der Integralsummen: 


z, a, 
_ "911 (x) da, “O19 (2) d xy 
. VF (2) e VF (a2) : 
Zo 
(* (ay an “Gee (2) Aa, 
t, _— / i Ip ? 
V F(a) VF 9x2) 


welche fiir alle den itihdiies a, <a <d,, a, < 2% < by geniigen- 
den Werthepaare x,, X, eindeutig, endlich und stetig ist, wird unter 
den in § 1 angegebenen Vorausseteungen eine fiir alle reellen Werthe- 
paare von t,,t, eindeutige, endliche und stetige Function G(t,, t,) von 
t,, t,, die tiberdies gerade und doppelt periodisch mit den Periodenpaaren 
20,,, 2@,, und 2@,., 2@.. ist. 

In derselben Beziehung zu t,, t, stehen entsprechende eindeutige 
Functionen der Variablen x, ond L. und hosed Wurselgrissen ; 


Vx, — — 4, Vb, — — a, Vtq— Gy y Vb, — — 2, 
nur dass diese im Allgemeinen nicht mehr gerade sind und dass sie die 
Periodenpaare 4@,,,4@,, und 4@,.,4@,. besitzen. 


§ 6. 
Die Umkehrung der hyperelliptischen Integrale im reellen Gebiet. 


Das behandelte Umkehrproblem ist eine auf das reelle Gebiet 
beschriinkte Verallgemeinerung des Jacobi’schen a der 
hyperelliptischen Integrale 1, Gattung vom Geschlecht p = 2 


? 


se “le, —a’) da, y “(ee—a’) dity 
J Vr (x) Vr (es) 


ce —a”)d we “(tte a’ \dr, 
. - Vr (x) + Vr(a) ” 


dy 
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worin: 
r(x) = (ay —%) (a, —) (a, —2) (a3 — 2) (a,— 22), 
Hla lam, 
und a’, a” irgend 2 von_den Verzweigungspunkten a,, @,, @, 43, a, der 
Quadratwurzel / r(x) sind. Es ist in diesem Falle nach den Bezeich- 
nungen des § 1: 


91 (2) = I2(%)=2—a, Jy (L) = 9x (%) = & — a’, 

Fy, (@) = Fy (@) = Fy («) = Fy (@) = r (a), 

fis (%) = fa (2) = (@— a) (3 — 2) (a, — 2), 

fio (") = f(x) = (@—ay)(%@—a,)(w@—a), 

(%_— %) (a” —é) 
aati iia Vis (@s) Vita») 

Zugleich sind die Bezeichnungen a,, a,, a@,,@, an Stelle von a,, b,, 
a,, b, getreten. Die Bedingungen des § 1 sind, wie man sofort sieht, 
alle erfiillt, sobald a” — a’ nabicn 0 ist. Es sind also z. B. die Functionen: 


Som an eo 
als in den Intervallen a, < 2, < a,, a, << %, < a, eindeutige, end- 
liche und stetige Functionen von 


4, %, VX,—a,, Va,—%,, V%,—a;, Va,—2, 
nach §5 eindeutige, endliche und stetige Functionen von ¢,, ¢, mit 
2 Paaren reeller Perioden. 

Die vorstehend entwickelte Theorie giebt aber im reellen Gebiete 
auch die Lésung des Umkehrproblems (23), wenn die Integrale der- 
selben nicht mehr von der 1. Gattung, sondern etwa theilweise von 
der 2. Gattung sind, z. B. 


? 


_ (20, =) 4 Cate —d)) dx, 
4 f+ Pe 


ay 


. - —Gp) (#4 — 4) da, +f (a_— ay) (2p — a) dity 
is Vr (a) Vr (a) 


Auch hier sind alle Voraussetzungen des § 1 erfiillt. Dies gilt aber 
auch dann noch, wenn in (23) r(x) von héherem als dem 6. Grade 
ist und in = a,,a, und £=—a,, a, je zwei nebeneinanderfolgende 
Nullpunkte hat, sodass die Integrale hyperelliptisch von héherem 
Geschlecht als p = 2 werden. 
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§ 7. 
Die Darstellung der betrachteten doppelt reell periodischen Functionen. 
Die Function E(x,, 2.) = G(t,, t,) in § 5 hat die Eigenschaften : 


G(—t,, —t,) = G(&, 4), 
(24) G(t,+20,,, t,+2a.,) = G(é,, 4), 
le¢,420,,, ty-+2 Gyo) = G(t,, ty). 


Fiihrt man nun statt ¢,, ¢, zwei neue Variable 1,, r, ein durch die 
Gleichungen : 


(25) |= £; @gq — ty ajo qt, m= _ Oy ty — Wait; — 2, 
44 Dag — Wai M19 7 34 Dgq —— Wa; Wyo 
wo 
pt D l 
(26) @ = @,@.. — @., @.—= Pree 
: ~ od oJ) V(x, — ay) (b, — 24) V ep — a) (bp — 2) 


a & 


von Null verschieden und von gleichem Vorzeichen mit D(a, , x,) ist, 


setzt man ferner: 
G(t,, %) =F (x, t), 

so sind die entsprechenden Kigenschaften der Function [(r,, t,) in 
den Formeln enthalten: 

(—t,, —t) =F (t,, 1), 
(27) T(t +22, t,) =P (t,, t), 

C(t,, % +22) = (t,, t.). 
Die Function [(t,, t.) ist also eine fiir alle reellen Werthe von 1,, t, 
eindeutige, endliche und stetige Function der beiden Argumente rt, , t, 
und mit Bezug auf jedes der beiden Argumente periodisch mit der 
Periode 2%. Sie kann daher*) durch eine fiir alle Werthe von r,, r, 


gleichmiissig convergente, zweifach unendliche trigonometrische Reihe 
dargestellt werden, welche die Form hat: 


C(t, ,t)— i Aoy + + m (Apo COS , T,-+-By,o sin 2, 7,) 


1 


eal 
1 . 
+ >" (Aon, COS MT, +-Con, SIN Ny T.) 
1 


ies) wo 
+ >: > (An, n, COS  T, - COS Ny T, + By, n, SiN, T, + COS Ny T. 
ry A 


+ Cn, n, COS, T, + SiN N, T+ Dy», SiN 2, T, SiN N, T,) 


*) Vgl. Ascoli, Sulla rappresentibilit’ di una funzione a due variabili per 
serie doppia trigonometrica und Sulle serie trigonometriche a due variabili, Atti 
32* 
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und die Fourier’sche Reihe zweier Verfinderlicher ist, sodass ihre 
Coefficienten die Werthe haben: 


22 22 
1 : ; 
Aan, = = SI [(t,, T)) - cos mT, - cos nt, - dt, dt,, 
0 0 


222n 
ie gr ; 
> 
Bin, = /] P(t,, T) + Sin 2,7, - COS NT, + At, ATs, 
e 
0 0 
2a 2a 
1 ; 
’ » 2 . 
Cn,m, = 33 [fre T,) - COS 2, T, - Sin NT, - dt, dt,, 
°. e 
00 


22 22 


> . 
1 : : 
Dan, = 3 fre, T,) + SIN NT, - SIN NT, - dt, dT. 
0 0 


Da im vorliegenden Falle die Function gerade ist, verschwinden die 
ungeraden Glieder der Reihe und nimmt dieselbe mit Vertauschung 
der Buchstaben B und D die einfachere Form an: 


oo a 
> f 1 1 1 
(28) [(4,,t.) = ° Ay + = Sm Ano cos 2,7, + > Dm Aon, C08 0,7, 


1 1 


3 @ 
+ > m (An, n,COS MT, *COSN,T.+-B,, », SiN %, T, - SIN N, T. ), 
1 1 


worin: 
2222 
- 7. 
1 
m2 
v0 0 


Ann, = [(t,, T:) - COS , 7, COS NT, - dt, dt,, 


Oo 
(29) 22 22 


1 : , , 
Ban, = rc, T,) «Sin 2, T, + Sin NT, - dt, dry. 
°. 
0 0 


Zur Darstellung der zweiten am Schluss des § 5 erwihnten Functionen 
wiirde die allgemeinere, nicht gerade Reihe dienen. 

In die Coefficienten (29) sollen jetzt an Stelle der Integrations- 
variablen t,, t, die Variablen u,,«, aus § 2 eingefiihrt werden. Dies 
geschieht unter Vermittlung der Variablen ¢,, ¢,, deren Zusammen- 
hang mit «,, #, einerseits und t,, t, anderseits durch die Formeln (15) 
und (25) gegeben wird. Fiir die verschiedenen Functionaldeterminanten 
zwischen diesen Variablen hat man: 


della R. Accademia dei Lincei, ser, III, vol. 4 (1879) und vol, 8 (1880); ferner 
Weierstrass, Abhandlungen zur Functionenlehre, Berlin 1886, 8. 160. 








art 


oo 
po 
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2 


Ct Ot Chal Ot 1 
K Ot, Ot, ot, o’ 


20 ot, at ot, af ’ 

(30) t+ — + 5+ = h(u,, u,); 
CU, CU, Og Oy 2. 
Ot% Ot, Or, Otg Wh (hy, Ue) 
Cu CU, OUg OU, 0) 


Die dritte dieser Determinanten hat, wie h(u,, u,), fiir alle reellen 
Werthe von u,, #, das niimliche Vorzeichen, und zwar ist sie positiv, 
da h(u,, %)) und @ nach (26) gleiches Vorzeichen haben. Fiihrt man 
daher unter dem Doppelintegral A,,,, in (29) die Variablen u,, u, ein, 
so erhilt man zuniichst ohne Riicksicht auf die Grenzen: 


(31) Ay. = off Flees ta)“ te 


tp, (Ub, Uy) » Weg — Wy (ty, Ug) - @ 
- cos (n, 1 (thy, Up) + Wag — Wo (thy, Up 2 oy 
o 


Wy We (Uy. Ug) — Woy W, (Uy, Uy) 
+ COS (n, nowt 21 Vi\iins Mel x) du, duy. 
2 ms 2 


Hier sind H(u,, w,) und h(w,, #,) bekannte eindeutige Functionen von 
U,, Uy, letztere in (13), erstere in (6) und (14) eingefiihrt. Ferner 
sind w,(u,, v) und w,(u,, u) eindeutige Functionen von u,, u,, welche 
nach (16) und (17) durch Quadratur berechnet werden kénnen. Der 
Coefficient von du,, du, unter dem Doppelintegral ist tiberdies eine 
doppelt periodische Function der Variablen u,, wu, mit den Perioden- 
paaren 22, 0 und 0, 2a, wie mit Bezug auf H(u,, u,) und h(u,, uw.) 
in § 2 bemerkt wurde und mit Bezug auf das Product der beiden 
Cosinus aus (20) hervorgeht. 

Um die Grenzen des Doppelintegrals (31) zu bestimmen, bemerkt 
man zuerst, dass das urspriingliche Integral (29) tiber ein Perioden- 
parallelogramm der Function [(t,,t,) in der Ebene der Coordinaten 
T,, T, auszudehnen war; die Ecken desselben sind t,, t, = 0, 0; 0,22; 
22,0; 22, 2x. Durch die Substitution (25) wird dieses Parallelogramm 
auf ein Parallelogramm in der Ebene der Coordinaten ¢,, ¢, abgebildet 
mit den Eckpunkten ¢,, t,=0, 0; 2a,,, 20,3 204,,2@45; 2@,;-+-2@ 5, 
2a@,,-+-2@,,. Diesem Parallelogramm aber entspricht wieder ein 
Parallelogramm der Ebene der Coordinaten u,, uw, mit den Ecken 
Uy, Uy = 0,0; 0, 2a; 22,0; 2a, 2a. Das Integral (31) ist daher 
iiber ein solches Parallelogramm der Ebene ,, u,, ein Perioden- 
parallelogramm der Function unter dem Integral, auszudehnen, wobei 
es wegen der Periodicitiit der bezeichneten Function auf die Gestalt 
der Conturen des Parallelogramms nicht ankommt. Man wird sie gerad- 
linig annehmen und setzen: 
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2222 


82) Anny = 2 ff (uy, 14) (ee, te) 
v0 UV 


Cae Wy (Uy, Uy) — Wig Wy (Uy, Uy) x) 


* COS (n, - 


@,; Wo(Uy, Us) — @ 6,, % 
- COS (n, 11 De (Sr» Oa) — ean Par» Me) x) - du, duy. 
2 = 2 

Damit ist die Méglichkeit der Berechnung des Coefficienten A,, », 
dargethan. Die der Coefficienten B,,,, und eventuell der Coefficienten 
Chinsy Dan, gestaltet sich dementsprechend. 


§ 8. 
Ueber eine Gattung bedingt periodischer Functionen einer reellen 
Veranderlichen. 
Die zweifach unendliche trigonometrische Reihe (28) des § 7, als 
Function von ¢,, ¢, betrachtet, schreitet nach den Cosinus und Sinus der 
Vielfachen der beiden Ausdriicke: 


t; @o — to @,, to — Wo, t 
T, sia 1 22 2 12 x, t= 11°2 21 “1 
@ = @ 
fort. Setzt man jetzt: 
; $—_0, haf, 
so werden diese: 
o«c oo @o 
(33) 1 =-—-"*2t, ~w=——“xt. 
@ = @ 


Die Reihe (28) ist jetzt als Function von ¢ im Allgemeinen nicht mehr 
periodisch, weil in Folge der Voraussetzung ¢, =O gleichzeitige 
Aenderungen von ¢, und ¢, um 2@,, und 2@,, oder 2@,, und 2a,, 
nicht mehr stattfinden kénnen. 

Nimmt man jedoch an, dass zwischen @,, und @,, mit zwei posi- 
tiven oder negativen ganzen Zahlen m, und m, die Relation besteht: 


(34) Mm, @,, -—- m,@,, = 0 
und setzt man ferner: 
(35) M,@,, + m,@,, = T, 
so folgt zuniichst: 
__ Om __ m Oy ss My 
“Tee <a 


und wird damit aus (33): 


‘ t t 
(36) = ae ’ — Meat — 
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Demnach werden die einzelnen Glieder der trigonometrischen Reihen 
periodische Functionen von ¢ mit der Periode 27’, und damit die durch 
die Reihen dargestellten Functionen G(0, ¢) selbst periodische Func- 
tionen von ¢ mit der Periode 27. Es folgt daher: 

Bestehen zwischen 3 reellen Variablen x,, x,,t die Gleichungen : 


xy By 
“Gu(@) dx, “Di (Xp) dy aia 
J VF (a) J) VE (2) : 


a 





(37) 
“day (@,) dx, "Joe (Mg) d ay _ 
. VF (2) V Feq\ 2) 
ay Ay 


so ist eine beliebig gegebene Function E(x,, x.) der oberen Integral- 
grenzen 2%, Z, welche fiir alle den Ungleichungen a, < 2, < b,, 
dy << %, <b, gentigenden Werthepaare x,, x, eindeutig, endlich und 
stetig ist, unter den in § 1 angegebenen Bedingungen eine fiir alle reellen 
Werthe von t eindeutige, endliche und stetige, sowie bedingt periodische 
Function von t. 

Sie ist néimlich im Allgemeinen nicht periodisch, wird aber periodisch 
mit der Periode 


ba by 
20 q 7 . lax. “9 (ae) d x 
38 2T =2m, | # (a1)¢ : In, | Sao 
2) ‘ V Fy (a) + V F'xq(x2) ; 

a a, 

sobald die Bedingung: 

Un b, 
a ‘ "di (a) dx P “O19 (X_) d xe 
39 O = 2m ] Iu US + Sm, Sa 
) ; VE (2) : VE, (2) 


mit irgend welchen ganzen positiven oder negativen Zahlen m,, m, 
erfiillé ist. 

Analoges wiirde fiir die zweite, am Ende von § 5 angegebene Art 
von Functionen gelten, nur dass diese unter derselben Bedingung (39) 
die Periode 47’ bekommen. 


Dorpat, im Januar 1887. 








Ueber die mit Ecken behafteten Schwingungen gespannter 
Saiten. 


Von 


Axe, Harnacx in Dresden. 


In zwei grundlegenden Arbeiten, betitelt: ,,Untersuchungen iiber 
die mit dem Fortbestehen linearer partieller Differentialgleichungen 
vertriiglichen Unstetigkeiten ‘‘ und ,,Ueber die lortpflanzung von Stéssen 
durch elastische feste Kérper“ (Annali die Matematica 8. 11, T. VIII) 
hat Herr Christoffel, im Anschluss an die Abhandlung von Riemann 
iiber die Fortpflanzung ebener Luftwellen, festgestellt, welche Be- 
dingungen bei der Integration partieller Differentialgleichungen in der 
Mechanik zu beriicksichtigen sind, wenn die urspriinglich gemachten 
Voraussetzungen iiber die durchgiingige Stetigkeit der Ableitungen der 
gesuchten Functionen unzulissig werden. Fiir das einfachste Beispiel 
dieser Art, fiir diejenigen Schwingungen gespannter Saiten, bei denen 
Ecken auftreten, giebt Herr Christoffel diese Bedingungen nur kurz 
an, und betont mit Recht, dass es unstatthaft ist, die Formeln, welche 
fiir die Transversalbewegung bei stetiger Biegung abgeleitet worden 
sind, ohne weitere Begriindung auch hier gelten zu lassen. Denn 
auch aus den Eigenschaften der Fourier’schen Reihe kénne man die 
Berechtigung hiezu nicht ohne weiteres entnehmen. Der Nachweis, 
dass das Vorhandensein von Ecken auf die Schlussformeln keinen 
Einfluss habe, liesse sich zwar fiihren, er beruhe aber nicht auf den 
Kigenschaften der Fourier’schen Reihe, sondern auf der besonderen 
Beschaffenheit jener Bedingungen. 

Wenn ich mir erlaube, im folgenden einen kurzen Beweis dieser 
Siitze zu geben und dieselben an den von Herrn Helmholtz ausfiihrlich 
behandelten Beispielen der gezupften und gestrichenen Saite zu erdrtern, 
so bestimmt mich dazu vornehmlich die Erkenntniss, dass die Ein- 
fiihrung der Fourier’schen Reihe zur Darstellung des Integrals auch in 
dem gewoéhnlichen und reguliiren Falle nirgendwo, soviel mir bekannt, 
mit befriedigender Genauigkeit begriindet ist, sodann dass die von 
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Helmholtz ausgefiihrten Beispiele*) eine richtige Begriindung vermissen 
lassen und bei dem letzteren auch im Resultate nicht fehlerfrei sind. 
Zwar hat schon Herr Lindemann diese beiden Fille ausfithrlich und 
zwar auf Grund der Christoffel’schen Unstetigkeitsbedingungen be- 
handelt**); imdem er es aber bei dem zweiten Beispiele absichtlich 
vermeidet, die Fourier’sche Reihe fiir die Herleitung der Function zu 
benutzen, werden die Untersuchungen nicht so einfach und iibersichtlich. 


§ 1. 
Die Integration unter Voraussetzung der Stetigkeit. 


Da ich in Bezug auf die Aufstellung der partiellen Differential- 
gleichung fiir die sogenannten unendlich kleinen Schwingungen auf 
die iiblichen Darstellungen, z. B. die Vorlesungen von Riemann oder 
Kirchhoff, verweisen kann, fiihre ich das Resultat nur kurz an. 

Bezeichnet y(¢, 2) die transversale Ordinate eines Elementes der 
Saite zur Zeit ¢, und @ die Masse der Liingeneinheit, P die Grosse 
der Spannung, so ist die Beschleunigung eines Elementes dz gleich 
0 a dx; dieselbe wird hervorgebracht durch die Componenten 
P(2) und — P (= der elastischen Krifte. Also ist 

Ou/x O27 x—dx 


o P o ® Cyr 
(1) a me e - ae oat 
Indem wir zur Vereinfachung der Formeln die Liinge der Saite mit a 
bezeichnen , liegt folgendes Integrationsproblem vor. 

Es soll eine Function y als Integral der Gleichung (1) bestimmt 
werden, welche bei allen Werthen von «=O bis =a und von 
t= 0 bis ¢ = oo nebst ihren ersten Ableitungen stetig ist. Fir ¢ = 0 
soll die Function y(¢, 2) tibergehen in den Werth f(x), und die Function 
én 
ot 
gleich Null werden, bei allen Werthen von ¢.***) 


iibergehen in den Werth F(x). Fiir 2 = 0 und = 2 soll n(é, x) 


*) ,Die Lehre von den Tonempfindungen‘‘; Beilage Il, 1V, V. Zweite 
Ausgabe. Braunschweig 1865, sowie ,,Ueber die Bewegung der Violinsaiten“. 
Neuer Abdruck in den wissenschaftl. Abhandlungen. Bd. 1, Leipzig 1881. 

**) ,Die Schwingungsformen gezupfter und gestrichener Saiten. Berichte 
iiber die Verhandl. der naturf. Gesellschaft zu Freiburg, Bd. VII, 1879. 

*#*) Man kinnte auch den allgemeinen Fall behandeln, dass an den Grenzen 
«=0 und g=2 zwei beliebige Functionen g(¢) und w(t) vorgeschrieben sind; 
doch bietet derselbe kein erhebliches Interesse. Solange es sich tiverhaupt nur 
um die Existenz des Integrales und seiner allgemeinen Eigenschaft handelt, ist 
die d’Alembert’sche Form des Integrales am zweckmiissigsten, wie auch im Text 
beim vorliegenden Problem hervortreten wird. 
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Von den Functionen f(x) und F(x) nehme ich an, dass sie stetige 
Functionen ihrer Argumente sind; fiir die Function f(x) soll iiberdies 
auch die Ableitung f(x) stetig sein. 

Ferner soll die Ableitung a auch an den Endwerthen 2 = 0 und 
“=m jederzeit endlich sein, oder was sich im folgenden als aus- 
reichend zeigen wird, es soll das Product (52) sin nx fiir «=O und 


x == bei jedem ganzzahligen Werth von m nach Null convergiren. 

Es soll festgestellt werden, ob es unter diesen Bedingungen eine 
und nur eine Liésung der partiellen Differentialgleichung giebt, und 
wie die Darstellung derselben durch eine trigonometrische Reihe lautet. 
Dabei bleibt noch die Frage offen, ob die Differentialgleichung (1) bei 
allen Werthen von ¢ und 2 erfiillt ist, oder ob es Ausnahmestellen 
giebt. Diese Ausnahmestellen sollen indess bei jedem Werth von ¢ 
uur vereinzelt auftreten, oder allgemeiner ausgedriickt: es soll fiir 
jeden Werth von x und ¢ 


x x 

* a8 ” ge 

€ oy . « se / . 

(2) ” sin nada = a  sinna da 

ot J Cx 
0 0 


sein. Die Function 4 muss, da sie eine stetige Function von x mit 
stetiger Ableitung ist, darstellbar sein durch eine Fourier’sche Reihe: 


. "I ; 
(3) n(t, x) = z A, sin nz. 
a=1 
Die Coefficienten 
% 
A,= =J n(t,x) sin nx dx 
v 


sind als Functionen von ¢ zu bestimmen. Es ist gemiiss der Gleichung 


(1) und (2) 


nm nm 
2 [a7 .. ae ae 
(4) J o7 sin nada —i« f | sin nx da. 
® 7m oa 
uv 


m of 
0 


Die rechte Seite wird durch partielle Integration gleich 


nm 
3.. on. n x - 
a* a, SIN NX) — | wy COS nx — ”° H SID 22 dx} 
% 0x 0 0 
0 


alo auf Grund der eingefiihrten Bedingungen gleich 


— a*n’ A,. 











is 
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Das Integral 


n 
2 “ot n 


apg Sin nx dx 
zJ ot 
0 


ist gleich 


m 
3 # Bat d 
= ae | 2sinnadz 
5 
. + . oe? . . . : ’ 
falls die Function aR durchaus stetig ist; im allgemeinen Falle aber 
erhilt man die niimliche Gleichung auf Grund der Integrirbarkeit der 
. j2 2 . . . . 
Functionen a und oa , und falls diese auch unendlich werden, auf 
Grund der Gleichung (2). Sonach wird die Gleichung (4) 
A A, el 
(5) _—_— — @ n> An 


und hieraus folgt das vollstiindige Integral fiir «? > 0 

(6) A, = a, cos nat +- b, sin nat. 

Die Constanten a, und b, werden dadurch bestimmt, dass fiir ¢ = 0 
y = f(x) also 


n 4 
9 ‘ 2 . ° 
2 fn sin nx dx == {f@) sin nixdx 
d 0 0 
und ry = F(x), also 


a 
. . 
2 on 2 " 
— fo" sin nz dz = F(a) sin nx dx 
aj oat nm 

0 0 


ist, Man erkennt, dass in diesen Uebertragungen auf die Integrale 


die Forderung eines gleichmiissigen Ueberganges in die Grenzfunctionen 
enthalten ist. Sonach wird 


nm nm 
° M i 2 E 7 ° 
é.= = fre) sinnadz, nab, = 2 ft (xv) sin nada 
0 0 


und die gesuchte Function ist 
a= 


(7) y(t, 2) = = >in nx(a, cos nat-+-b, sin net). 


a=! 
Die einzelnen Summen lassen sich gesondert behandeln: 


a 


"sin NXCOS N & ft f(x)sinna dz = 4 Sasin n(x--et)--sinn(x—at)) 
a=1 


a=1 


aire 


0 


y {fetes +/(e—at)} 
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da zufolge der Eigenschaften der Function f(x) diese Fourier’sche Reihe 
convergirt. Die Function /(«) geniigt hierbei der Bedingung 
f(—2)=—f(«) wd f@+2x)=/(@), 
und enthilt keine Unstetigkeiten, da sie fir «= 0 und « = a ver- 
schwindet. Desgleichen ist die andere Summe in (7) 
n 


2 ~ a 
= se ~ (cos n(a%— at) — cos eten) { ¥e sin nada 


=1 e 
0 


oP : {g(a —at) — g(a+at)} 


wenn man die Function g(x) definirt durch die Gleichung 


g(x) == + fF) dz 
0 


und sie gemiiss den Relationen g(z)=—g(— x), g(a-+ 2a) = g(x) 
fortsetzt. Auch die Ableitungen dieser Function, welche der Gleichung 
g (x) = — g(—2) geniigen, haben keine Unstetigkeiten, weil die 
Function I(x) fiir « = 0 und w = a verschwindet. 

Sonach ist 


(8) nba) > {fat at) + f(e@—at)} + 


eine nebst ihren ersten Ableitungen durchaus stetige Function, welche den 
geforderten Grenzbedingungen geniigt, und deren zweite Ableitungen 
endlich und bestimmt sind, und dabei die Differentialgleichung be- 
friedigen, insoweit die Functionen f”(#) und F’ (x) endlich und bestimmt 
sind. Die Function 4 hat in Bezug auf die Variabeln ¢ die Periode 
at.= 22. 


' {g(a-+-at) — g(w—at)s 


§ 2. 
Die Unstetigkeitsbedingungen beim Auftreten von Ecken und die 
Integration der Differentialgleichung. 


Wenn innerhalb des betrachteten Gebietes von {= bis at —=2z 
und von z =Q bis x = a Stellen vorhanden sind, an denen zwar der 
on 
Ou 
sprungweise Werthiinderung erleidet, so treten in der Bewegung der 
Saite Eckpunkte auf. Von diesen Eckpunkten nehmen wir an, dass 
sie ihre Lage mit der Zeit stetig indern. Ist also ¢ die Abscisse solch 
eines Eckpunkts, so ist ¢ eine stetige und differentiirbare Function 
von ¢, wenn wir auch eine bestimmte Geschwindigkeit fiir die Aenderung 


Werth von 7 stetig bleibt, die partielle Ableitung aber eine bestimmte 
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der Grésse ¢ annehmen, Bezeichnet man die Werthe von y zu beiden 
Seiten einer Ecke mit 4, und ,, so besteht die Gleichung: 


7, (Cc, ) = m,(¢, #) 
bei allen Werthen von ¢ fort, indem wir ¢ als Function von ¢ auf- 
fassen. Es wird daher auch 


om Om de _ o~ On, de 
(1) + dc dt + dc at 


und dies ist die erste rein phoronomische Bedingung, welche fiir jeden 
Kekpunkt bestehen muss, Die zweite Bedingung geht aus der Stoss- 
wirkung hervor, welche die elastischen Krifte zu beiden Seiten der 
Kcke erzeugen. Nehmen wir an, dass an der Ecke c¢ die positive 


Geschwindigkeit - vorhanden ist, so erleidet in der unendlich kleinen 
Zeit dé ein Massenelement eine plétzliche Aenderung seiner Geschwin- 
digkeit. Die Grésse derselben wird durch (o -- am) gemessen (7, 


bedeutet hier den Werth, welcher zu dem Punkte c — 0 gehdrt, yn, 
den Werth welcher zu c+ 0 gehdrt); denn indem die Ecke um ein 
Stiick vorriickt, wird ein Massenelement, welches in der Lage », sich 
befand, in die Lage », gebracht. Die unendlich kleine Aenderung 
welche die Werthe », und y, in der Zeit dt erfahren, kommt dabei 
nicht in Betracht. Die Grésse des Massenelementes, welches an dieser 
Beschleunigung Theil nimmt ist @ s at. 

Der Stoss wird hervorgebracht durch die Differenz p(s — a) 
der elastischen Kriifte zu beiden Seiten der Ecke und sonach besteht 
die Gleichung 


Om _ Om\ de _ Om _ om) 
ot ot dt ox ox 
oder 
¢ an, de 2 é a On, de o One 
) ' i 2 , 
(2) at dt + — 3: at oe 
Aus den Gleichungen (1) und o folgt: 
2 e dc\2 
(3) - = dt ) 


d. h. die Abscisse jedes Eckpunktes wandert mit der constanten Ge- 
Geschwindigkeit +- oder — a. 

Die Function 7 muss sich bei jedem Werth von é durch eine Reihe 
von der Form 


(4) = > 4s sin nx 


darstellen lassen; dieselbe convergirt bei allen Werthen von 2 auch in 
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den Eckpunkten, weil die Function y iiberall einen bestimmten vor- 


viirts oder riickwiirts gebildeten Differentialquotienten besitzt, die 
allerdings in den Eckpunkten verschieden sind. Auch besteht die 
Gleichung : 


$ t 
2 [an . 2 a?n .- 
(5) — | S"sin nz daz == a? | S"sinnadz. 
z,J) ot zs J O« 
0 0 


Ks ist aber, wenn wir die Abscissen der Eckpunkte mit ¢, ¢, ...¢m 
bezeichnen, und jedesmal die Werthe zu beiden Seiten einer Ecke mit 


(o ), und (5). unterscheiden, — y, soll dem Werthe c;— 0, 9, dem 
Werthe c; + 0 entsprechen — 


nm C E41 
an oo i=m-1 aa 
o : 7) : 2 ° 
"sin nada = 71 sinnadz + \) o1 sin nx dx 
Ox Ox" iis Oa 
e * ‘=1 
0 0 Gj 


og 
Rs oe 
+ | 7 sin nxax 
e 


Oa* 


nm 


m™ - > 
a } , ‘ ° 

,? ( =) ~(F) | sin ne —w fn sin nx da. 
ox Cj Ox Cj 

1 e 


0 


Ferner wird 


n On i+1 


. i=m—1 ] 
d 7 : —— d = = : d r : A 
a [ sin nx da = di fr sin nx da + dt, S frie nada 
e e ‘=3 
v 


e 
0 Cj 


n 
ar 
+ a; J 7 sin nx da 


Cm 


und wiewohl hier die oberen Grenzen ¢; als Functionen von ¢ zu be- 
trachten sind, so wird die rechte Seite doch gleich 


4 
J én sin nx% dx 
J oat 
v0 


weil die Function 9 zu beiden Seiten einer Ecke stetig bleibt. Dagegen 
wird 
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4 
on 
at 


a 
on 7 on s 
in nx dz 
-4)% sinn 2+ Pd > 25 ianede+ 2 sy ad 
. i=1 e 
¢. 


0 ¥ 
a 
de; . ie 
-S@ ™ ).— (3t).,) a sinnect fF sinn ade. 
% 


Mithin folgt aus der Gleichung (5) die Relation: 


sin nx dx 


i sf sin nx da = 


na 
G 2 a 
-23G)- (38),) 3 ; Sin ne; + — a fi sin nx dx 
% 
n 


i=n - 

— On One a hi i : 

=a? — (6 2 Ge = )..) sin nc; — a?n?— Jf ysin na dx. 
é=1 


0 


Da hier die Summen auf beiden Seiten zufolge der Bedingung (2) sich 
gegenseitig aufheben, so wird wie friiher 


@A 
(6) ——- =—a'n?A, also A, =a, cos nat + b, sin nat. 


Damit ist der Satz bewiesen: Auch bei dem Auftreten von Ecken erfolgt 
die Bewegung einer schwingenden Saite nach dem Gesetz: 


n (t, x) => cos nat + b, sin net) sin nx 


und umgekehrt: Jede in dieser Form darstellbare stetige Function mit 
endlichen ersten Differentialquotienten ist als Schwingungsbewegung mig- 
lich, wenn thre eweiten Differentialquotienten im allgemeinen wenigstens 
endlich und stetig sind. 

Es ist einleuchtend, dass es unter der Voraussetzung von Un- 
stetigkeiten bei den ersten Differentialquotienten andersartige Integrale 
der partiellen Differentialgleichung giebt, die nicht bei allen Werthen 
von ¢ und x durch eine trigonometrische Reihe dieser Art darstellbar sind. 
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§ 3. 
Die Schwingungen der Violinsaite. 


Als Grundform fiir die Schwingungen einer gestrichenen Saite ist 
von Helmholtz und Anderen das Vorhandensein einer Ecke erkannt 
worden; im iibrigen besteht die Saite stets aus zwei geraden Strecken. 
Wir kénnen die Frage stellen: welche Art der Bewegung ist iiberhaupt 
moglich, wenn die Saite stets aus zwei geraden Strecken bestehen soll. 
Bezeichnet man die Coordinaten des Eckpunktes zu einer bestimmten 
Zeit mit a und b, so ist die Gestalt der Saite gegeben durch die Glei- 
chungen: 


(1) y= u z= 2x tang @,, (0<2<a) 
y= ~fo—=) =(#—az)tanga,, (a<a<z). 


Die Gréssen a und b sind als Functionen der Zeit zu bestimmen; von 
der Grosse a ist aber bereits bekannt, dass sie proportional der Zeit 
sich iindert. Um die Function y durch eine trigonometrische Reihe 
darzustellen, hat man zu bilden: 


a= @ 
(2) y= $A, sin NX, 
e=23 
mam ma 
> . 
2 ' 21 O4 
A, = y sin naz daz —=—— — | ©” cosnx dx 
bi 4 : ba) Cox 


0 v0 
also 


a nm 
af » 1 ‘hd . 
(3) 4, =—-— [tang “| cos nx dxz-+ tang sf COS NX ds 


0 0 


9 , 
=~,» [tang «, —tang «,] sin na, 


Dieser Werth muss aber nach unserer allgemeinen Regel gleich sein 
a, cos nat + b, sin nat. 


Nimmt man an, dass zur Zeit ¢=0 @ den Werth Null hat, so ist 
a —=at und durch Vergleichung der beiden Ausdriicke erkennt man, 
dass a, = 0 und 

(4) tang a, — tang a, = C, 

das heisst constant bleiben muss. Ist @f — a geworden, also die 
Abscisse a = 2, so ist a = 2a — at zu setzen, und es wird sonach 
fiir die zweite Hilfte der Bewegung 


(5) tang a, — tang a, = — C. 
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Die Ordinate ) ist als Function der Zeit durch die Gleichung 


Set ap bee cee 
a a—nx 7. 
bestimmt fiir die erste Hilfte der Bewegung, und durch die Gleichung 


Ca(x—a) 
b = site 





fiir die zweite Hilfte. Der Eckpunkt bewegt sich demnach auf zwei 
Parabeln, die durch die Enden gehen, und deren Axe von der Mittel- 
linie der Saite gebildet wird. Die héchste Elongation B findet in der 
Mitte statt; es ist 


B=+0C4. 
Die Form der Saite ist 2u jeder Zeit dargestellt durch 
y= . o»’ sin nat sinne = = eo sin nat sin nz. 
a= n=1 


Zur Zeit at—a geht die Saite durch die Gleichgewichtslage. Zu 
einer bestimmten Zeit ¢ innerhalb der ersten Hilfte der Schwingung ist 


C 
y= — (x—al)z, O<2<at), 
y= © at(a—2), (at<4<za). 
Ein Punkt mit der Abscisse x vollzieht sonach eine ansteigende Be- 
wegung mit der constanten Geschwindigkeit OY ae = a(a—z); die- 
selbe dauert von der Zeit «t=O bis at—2; alsdann kehrt die 
Geschwindigkeit plétzlich um, erhilt den constanten negativen Werth 
— © aa; mit derselben steigt der Punkt herab bis zu seiner tiefsten 
Lage unterhalb der Gleichgewichtslage, und kehrt dann wieder mit 
der anfinglichen, aufsteigenden Geschwindigkeit in die Anfangslage 
zurtick, 
Hieraus ersieht man, dass es nur eine Art der Bewegung mit 
einer Ecke giebt, und dass innerhalb dieser Art nur Unterschiede 


hinsichtlich der Grésse der Elongation — entsprechend den Werthen 
der Constante C — méglich sind. 


§ 4, 
Die Schwingungen mit beliebig vielén Ecken. 


In derselben Weise liisst sich nun auch der Fall behandeln, dass 
die Saite im allgemeinen zu jeder Zeit aus m+ 1 Geraden besteht, 
so dass m Ecken vorhanden sind. 


Mathematische Annalen, XXIX, 33 
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Bezeichnet man die Coordinaten derselben zu irgend einer Zeit 
mit a,, b,; a), by; ~~. Gm, Bm, so werden die Gleichungen der Geraden : 


b 


m 


by 
ay 


(lI) y= _ 


m 


b, — b 
& y—(e—a) 2h 4 d,.--y = @—2); 


Wir schreiben dieselben in der Form: 
(2) y=atanga,, y= rtang a, + (b,—a,tanga,),- - 
-y¥ = & tang G4, — @ tang O41. 


Die Reihe, welche zur Darstellung dieser gebrochenen Linie dient, 


y= > A, sin 22 


erhiilt die Form 


und es ist 


a bs 4 
a 2 (9 
(3) A,= y sin nx da = ©Y cos na da 
. =. . chad ox 
0 v0 


= = {(tang a, —tang «,) sin na, + (tang «, — tang a@,) sin na, 
+ ----+ (tang a,,— tang @»+41) sin Nay]. 
ts besteht nun wiederum der Satz, dass dieser Ausdruck gleich 
sein muss 
(4) a, cos nat + b, sin nat. 
Wir wiahlen zur Zeit t= einen Moment, in welchem die Abscisse 
a der ersten Ecke den Werth Null hat, die anderen Ecken midgen 


dann die Abscissen, ¢,, C3, --.¢m haben, und zuniichst alle in gleichem, 
positivem Sinne fortschreiten. Alsdann wird 
(5) a, = at, a, = Cy + at, +++ dn = Cy + at. 


Setzt man diese Werthe in den Ausdruck (3) ein und vergleicht man 
die Werthe (4) und (3), die bei allen Werthen von m einander gleich 
sind, so folgt als charakteristische Bedingung fiir die Bewegung, 
dass die Differenzen der trigonometrischen Tangenten der Neigungswinkel 
je 2weier auf cinander folgender Geraden constant sein miissen; es ist 


(6) tang «, — tang «, = C,, tang a, — tanga, = C,,.. 
. tang @, — tang @nisi = Cy. 


Dass diese Differenzen constant sein miissen, und also die einzig miég- 
lichen Liésungen darstellen, folgt auch schon, weil gemiiss der Differen- 


‘ , ( ae 
tialgleichung ae or" 


eine lineare Function von ¢ sein muss, denn ~—, 


ist Null. Zugleich geben diese Werthe mit — « im Falle eines vor- 
riickenden und mit + @ im Falle eines zuriickgehenden Eckpunktes 
multiplicirt, die Differenzen der Geschwindigkeiten an, welche zu beiden 
Seiten der Ecke vorhanden sind, 
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Diese constanten Werthe erleiden aber plétzliche Aenderungen. 
Riickt eine Ecke in einen Endpunkt, wird also z. B. a, =, so ist 
der weitere Werth von a,, durch 2% — (¢,-+- at) zu ersetzen; d. h. wenn 
die letzte Strecke mit der Neigung @,,4, momentan verschwunden ist, 
tritt an Stelle des Werthes C,, der Werth — C,,. Wenn zwei Ecken 
a; und a, einander entgegenriicken, so verschwindet momentan die 
von ihnen bestimmte Strecke. 

Nach der Begegnung an der Stelle c, sind a; und a mit ent- 
gegengesetzten Geschwindigkeiten zu nehmen. Hatte a; vorher den 
Werth ¢; + at, a, den Werth c, — wt und findet also die Begegnung 
zur Zeit at = = (c.—e;) statt, so erhilt a; nachher den Werth c, — at, 
und a, den Werth ¢;-++ at. Dabei. vertauschen sich also die Werthe 
C; und C;. ‘ 

Im iibrigen lassen sich folgende Eigenschaften allgemein angeben: 
Jede Strecke dreht sich bis zu ihrem momentanen Verschwindey um 
einen festen Punkt; tritt sie wieder hervor, so hat sich 2% ihr 
Drehpunkt im allgemeinen geiindert. Die Eckpunkte selbst beschreiben 
Parabeln (oder in speciellen Fillen Gerade). Die Bewegung hiingt 
von 2m —1 Constanten ab, den m Werthen C,, und den m—1 
Werthen c. 

Zur Erliuterung fiihre ich noch die Bewegung mit zwei Ecken 
und drei Geraden an. Wihlt man zum Anfang der Zeit denjenigen 
Moment, in welchem die beiden Ecken vereinigt sind, und mit ent- 
gegengesetzten Geschwindigkeiten aus einander gehen, so sind inner- 
halb der ersten Hilfte der Schwingungsdauer drei Phasen zu unter- 


scheiden. Ist ¢ die Abscisse der vereinigten Eckpunkte und ¢ > =~, 
so wird wihrend der Zeit {= 0 bis et = xa —c 
a,=c—at, a,—c+at, tanga,—tange,—C,, tanga,—tanga,—C, 
und 
A, = = [(C, + C,)sin necosnat—(C, —C,)cosnesinnat] 

Wiihrend dieser Zeit besteht die Saite aus den drei Geraden: 

o- - (C,(a—a,) + C,(x—a,)], 
(I) y= —[— Ca, + O,(x—a,)| + 4G, 


y= = —* [-- C,a, — C,a,]. 


Die mittlere Gerade dreht sich um den festen Punkt 


aC; oy ae 10a — 20) 


oe" 3g? Fee 
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In der zweiten Phase riickt der zweite Knotenpunkt von der Ecke 
m aus wieder nach vorne, sie dauert, bis der erste Knotenpunkt in 
den Anfangspunkt der Saite geriickt ist, also bis zum Werthe at—c. 
Hier ist 
a,=c—at, a,=2a—c—at, tanga, —tanga,—C,, 
tang «, —tang a, ——C,. 
Wihrend dieser Zeit besteht die Saite aus den drei Geraden: 


y = = [0,(x—a,) — C,(a—a,)), 


ale als 


(I) y=— |— C,a, — O,(4—a,)] + 4, C,, 


y=- —*[- C,a, + C,a,]. 


In der dritten Phase von at —c bis at — = ist 


8 


a,=at—c, a,—2a—c—at, tanga,—tange,——C,, 
tanga, — tanga, = — C, 


und die Saite besteht aus den Geraden: 
y = — [— C,(x—a,) — C,(x—a,)], 


a 
(111) 7 - [C,a, — C,(4 —a,)] — a,C,, 

om <= (C,a, + C,a,]. 
In der zweiten Hilfte der Bewegung bekommt die Saite die in Bezug 
auf die z-Axe und die Mittellinie symmetrisch umgekehrte Lage, wobei 
sich die Zeiten at = x + t und at =a — rt entsprechen. Auch der 
Drehpunkt der mittleren Geraden, die zur Zeit at—2 momentan 
verschwunden war, wird ein anderer, namlich 

__—_—« eG, a J C, Cy (x—2c) ; 

ee <a a 
Man erhiilt die drei Phasen (IV), (V) und (VI), wenn man in den 
Gleichungen (IIT) zuerst C, und C, vertauscht, alsdann an Stelle von 
C, den Werth — C,, und schliesslich an Stelle von C, den Werth — C, 
einfiihrt. 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn C, = C, ist; alsdann bewegt 
sich die mittlere Gerade stets in paralleler Richtung. Die analytische 
Darstellung wird 

n(t, 2) = <c> “ sin ne sin nx cos nat 


3 | 


rz=—@ 


2b e 4 Ate 
= — . —- sin nc sin nz cos Nat. 


% 








ae 


h. Of. 
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Es ist dies der Fall der gezupften Saite, bei welcher die Anfangs- 
geschwindigkeit Null ist. Ein anderer Fall ergiebt sich durch die 
Annahme C, = — C,. Hier wird 


r= @ 
in . . : 
n(t, 2) = —— cS =e 00s ne sin nx sin nat. 
> | 
Die beiden Knotenpunkte sind zur Zeit ¢ = 0 auf der Gleichgewichts- 
linie vereinigt; die anfainglichen Geschwindigkeiten sind auf der Strecke 
: : 22 . : : 
von 0 bis ¢ gleich —-@C, und auf der Strecke von ¢ bis gleich 
t—Zx . . - . . 
— 2—_— «C. Aus diesen beiden Arten der Bewegung setzt sich die 


allgemeine bei zwei Eckpunkten zusammen. 


Dresden, im Februar 1887, 






| 
| 
| 








Ueber das Gyroscop bei allgemeinster Wahl des zur Bewegung 
anregenden Momentankriftesystems. 
|Mit einer lithographirten Tafel]. 


Von 


W. Hess in Miinchen. 


Das Problem der Bewegung eines schweren Umdrehungskérpers, 
welcher um einen festen Punkt seiner Axe rotirt, ist analytisch durch 
die bekannte Arbeit Lottner’s*) und die im Wesentlichen damit iiberein- 
stimmenden eigenartigen Untersuchungen Jacobi’s**) insoferne als 
gelést zu betrachten, als man im Stande ist, auf Grund derselben die 
Lage des Systems der drei Haupttriigheitsaxen, welches den Korper zu 
ersetzen geeignet ist, gegen ein festes Coordinatensystem des Kaumes 
in Function der Zeit und der Constanten des Problems zu formuliren. 
Kine geometrische Discussion scheint jedoch bislang nur der Fall des 
»gewohnlichen Gyroscops“ erfahren zu haben,***) d. i. eines Um- 
drehungskérpers, welcher durch eine blose Rotation um seine Axe in 
Bewegung gesetzt wurde, wihrend fiir die Annahme eines ganz all- 
gemein gewihlten Momentankriftesystems weder die Bewegung dieser 
Axe noch die Gestalt der Poinsot’schen Kegel verfolgt sein dirften, 
noch auch weiterhin unseres Wissens die Aufstellung der Elemente 
der Euler’schen Rotation. 

Diese dreifache Liicke auszufiillen ist Zweck der vorliegenden Arbeit. 
Es werden diesem Ziel entsprechend untersucht: 

I. Die Bewegung der Axe des Gyroscops im Raume. 

II. Die Formen des beweglichen Kegels der ,,Polodie“ und des 
festen Kegels der ,, Herpolodie“, durch deren Abrollen nach 
Poinsot die successive Ueberfiihrung des rotirenden Korpers 
von einer ersten in eine zweite, endlich davon verschiedene 
Lage versinnlicht werden kann. 


*) Reduction eines schweren, um einen festen Punkt rotirenden Revolutions- 
kérpers auf die ellipt. Transcendenten. Crelle’s J. 50, p. 111—125. 
**) Fragments sur la rotation d’un corps. B. C. Gesammelte Werke, heraus- 
gegeben v. d. preuss. Akad. II, p. 477-514, 
*#*) W. Hess. Ueber das Gyroscop. Diese Ann. XIX, p. 121—154. 
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Ill. Die Lage jener ausgezeichneten Axe des Raumes, lings 
welcher nach Euler eine einzige Drehung von endlicher 
Amplitude geniigt, um sofort den Kérper aus der ersten obigen 
Lage in die zweite zu transferiren, sowie die Grosse jener 
Amplitude. 

Von den vorstehenden drei Abschnitten, nach denen sich der 
ziemlich umfangreiche Stoff gruppirt, ist durch neuere Arbeiten wohl 
nur der zweite, allerdings mehr in der Contour, beriihrt worden. Die 
betreffende Literatur wird bei den einschliigigen Paragraphen des 
Genaueren angefiihrt werden. 


Fixirung des Problems. 

Wir denken uns einen starren schweren Umdrehungskérper vom 
Gewichte TT, welcher sich um einen festen Punkt O seiner Umdrehungsaxe 
2’ zu drehen vermag. Der Abstand des Schwerpunktes S des Kérpers 
vom festen Punkte O sei y, das Trigheitsmoment um die Hauptaxe 
Oz der ,, Figur“, C und A dasjenige um eine der unendlich vielen 
senkrecht zu Oz’ gefiihrten Hauptaxen der ,, Aequatorebene‘‘. Wiihlen 
wir unter den letzteren ein Paar senkrecht gelegener Axen O2', Oy’ 
aus, so ist beziiglich des Coordinatensystems O x’ y’z die Lage unseres 
Systems eine unveriinderliche, wihrend die Lage desselben im Raume 
im Verlauf der Zeit ¢ durch die Winkel bestimmt wird, welche eben 
die drei gewiihlten Coordinatenaxen mit drei festen orthogonalen Axen 
Ox,y,2 des Raumes bilden. Von den letzteren stimme die positive 
z-Axe mit der Richtung der Schwerkriifte tiberein, wihrend Ow und 
Oy in der Horizontalebene durch O so gelegen sein mégen, dass es 
einer Drehung um ++ ¢ im Sinne der anfiinglich erfolgenden Bewegung 
bedarf, um +a mit + y zur Uebereinstimmung zu bringen. Die 
Cosinus der 9 Neigungswinkel zwischen den Axen des festen und des 
ihm congruenten beweglichen Systems der drei Hauptaxen entnehmen 
sich dem nachstehenden Schema: 








| 
|e \y z | 
| | | 
= E 
zla|blie | 
yla|Uleé| 
” wl of 
bed eat 


Bezeichnen nun beziiglich der drei Hauptaxen p, g, 7 die Componenten 
der zur Zeit ¢ statthabenden instantanen Drehgeschwindigkeit ©, ver- 
anlasst durch die Kinwirkung eines Momentankriftepaars G mit den 
analogen Componenten Ap, Ag, Cr, und ist Ty = P das Mazimal- 
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moment der auf den Kérper einwirkenden Schwerkrifte, so gelten fiir 
die Bewegung des letzteren die Euler’schen Gleichungen*) 


A ©? (A—C)qr — Pb’, 


(1) A 4B. — (C—A)rp + Pa’, 
, ar 
C dt alias. 


aus welchen zuniichst folgt 

(2) r = const. = n, 
Cr = const, = Cn. 

Mit den Winkelgeschwindigkeiten p,q, r sind die Neigungscosinus 

verkniipft durch die 9 Relationen**) 


da” 


dt iia tiniteas 
2 db” mL " 
(3) qe Par 

de nm bn 

T= OI 91 


und es kénnen durch Combination der zwei Gleichungssysteme (1), (3) 
und Integration leicht erhalten werden die Integrale der Flichen und 
der lebendigen Kraft 


Apa" + Agb” + Cre’ =l, 


A(p?+q*) =2Pc’ +h, 

worin J und h die beiden willkiirlichen Integrationsconstanten bedeuten. 

Um die 9 Neigungscosinus, zwischen welchen die 6 Relationen 
der orthogonalen Transformation bestehen, auf drei noch willkiirliche 
Gréssen zu reduciren, kann man die sogenannten unsymmetrischen 
Euler’schen Winkel @, ~, o einfiihren: # ist der Winkel zwischen den 
Axen ¢ der Figur und zg der Schwere, — are cos c’, » und @ die 
Winkel, welche von der festen Geraden x der Horizontalebene und der 
Hauptaxe x’ des Aequators mit dem Schnitte ON dieser beiden Ebenen 
gebildet werden, » von ON aus entgegengesetzt, m aber conform 
gerechnet der anfangs erfolgenden Bewegungsrichtung, welche als 
positiv dann verzeichnet werden soll, wenn sie fiir eine in + ¢ be- 
findliche, gegen O blickende Person der Uhrzeigerbewegung entgegen- 
gesetzt**) erscheint. 

Fiir die Anfangslage der Coordinatensysteme mége x auf x zu 
liegen kommen, so dass die Werthe von w% und g, beide Null sind, 





*) S. etwa Poisson, traité de mécanique. t. II, n° 425. 
**) Poisson, a, a, O. n°’ 411, 425—428. 378, 
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wihrend die Axen 2 und y’, in der festen Ebene yz gelegen, gegen 
die Axen ¢ und y unter dem Anfangswerthe @, von # geneigt sein 
mogen. 

Die Euler’schen Gleichungen schreiben sich durch Einfiihrung von 
3, v, 9, wie folgt*): 


Cn cos ® — A sin? > . l 


dt ? 
(5) A sin? o(“ y+ A (S _ 2 P cos # + h, 
dg 


asi ,9 &9. 
at =n-+ cos ? dt 


Dieselben ergeben die Werthe der drei Euler’schen Winkel in Fune 
tion der Zeit ¢ und mit ihnen auch auf Grund bekannter Formeln 
sowohl die Winkelgeschwindigkeiten*) der momentanen Drehung als 
auch die 9 Neigungscosinus*) des beweglichen Systemes, sonach das 
ganze Wesen der Bewegung. 


I. 


Der von der Figuraxe im Raume beschriebene Kegel. 


§ 1. 
Der Winkel zwischen der Figuraxe und der Verticalen. 


Cee a d : , 
Durch Elimination der Grosse “”- aus den zwei ersten Gleichungen 


dt 
(5) folgt fiir 
cos # = &— 
die Differentialgleichung 
Adé 
dt = — n= — 
VA(2PE+h)(1—§*)—(Cng—)* 
und durch Einfiihrung der Lottner’schen Abkiirzungen**) 


Al C2 n? ° 
1+ n =e 


2AP m1? 
. AP+Cnl . 
(6) Fe Ou, 
Ah—P? P 
“ae 2 us 


und Integration : 


A dé 
tm —/ sp | es = —* 
2h J V— 8 — 38? + bed + 2a, 


*) Poisson, a, a. O. n° 411, 425-—428, 378. 
**#) a, a, O. p. 115 und 116, 


: 
: 
: 
; 
: 
: 
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Von den Wurzeln der cubischen Gleichung 


(7) — B — 3y,6? + 6a + 2p, = 0 
sind, wie eine einfache Discussion zeigt, zwei zwischen — 1 und + 1, 


die dritte dagegen zwischen — 1 und — oo gelegen. Lottner bezeichnet 
die letztere mit «,, die ersteren mit «, und @, unter der Annahme 
«, >a,. Wir wollen jedoch die Bezeichnungen «, a,, @ wiihlen. 
Setzen wir 
2 ) ian oe 2 , 3 — #3 a r 
Wy + 2p,= 77, fy — 3am, — o> = 2° cosa, 


so ergiebt die trigonometrische Lésung der Gleichung (7) folgende 
Werthe*): 


a, = 2r cos * 
See =f COS 3 ~~ 4, 
; ae oe aan Oe 
(8) & = — 2r COB —— — fy, 
9 a —-2x 
co — 3f ow —— — fp, . 
In der That ist 
ane ET meg re 
et, a = dr cos ——— cos - > 0, 
az —22 bf 
(9) a, —@ <= 4r cos . cos — > 0 
6 6 ? 
— eee 
& —a@ =4rsin 3 sng > 0. 


Der Radicand — (§ —a,) (§ — @,) (§—«) bleibt stets positiv, solange 
sich § zwischen den Grenzen «, und a, bewegt. Letztere Werthe sind 
also die Grenzwerthe von cos #, und es empfiehlt sich daher, den 
einen derselben als untere Grenze fiir das obige Integral anzunehmen. 
In der Lottner’schen Arbeit ist der gréssere, «,, gewihlt. Da jedoch 
in der Theorie des gewéhnlichen Gyroscops d. i. eines Gyroscops, 
welches eine blosse Drehung um seine Figuraxe erfahreu hat, die 
Anfangslage des Kérpers zur Zeit ¢, = 0 naturgemiiss durch die héhere 
Lage des Schwerpunktes, also den kleineren Werth des Neigungscosinus 
des Winkels #, markirt ist, so scheint es zweckmiissig, in Ueberein- 
stimmung mit dieser speciellen Bewegungsart «, als unteren Grenzwerth 
fiir § = cos # zu nominiren. 

Will man unter dieser Voraussetzung bei der Lottner’schen Trans- 
formation *) 


a—é —_ id x? 

(10) Oy — My : ay — & , 
P 4 . ‘ 

m-t=4t, a (a, —a) =m’, 


*) a. a. O. p. 115 und 116. 
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welche das Integral in die Normalform iiberfiihrt, bleiben, so hat man 
nur ndthig, in der inversen Gleichung fiir § statt des Argumentes u 
das um die Modulfunction K vermehrte Argument wu -+- K zu schreiben, 
wodurch erhalten wird 
(11) cos # = a, — (a, —a,) sin? am (u-+ XK) 

= a, cos? am (u-+-K) + «a, sin? am (wu+-X). 


Aus dieser Gleichung folgt, dass der Winkel @ periodisch ist mit der 


. . ; -" : , 2K 
Periode 2K von wu, also der gleiche fiir die Zeiten ¢, t+, 
2K 2 -— we 
$3: -——, -— am grodssten, niimlich @,, aus cos # = a,, fiir 
2K 4K , _— - 
t{=(, p ,::-, am kleinsten, niimlich #,, aus cos #, = «,, fiir 
m m 
K 8K 
=—, »°'*. D. bh. aber: 
m m 


Die Figuraxe beschreibt im Raume um den Unterstiiteungspunkt 
einen Kegel, welcher stets zwischen zwei mit thm concentrischen Kreis- 
kegeln um die Verticale eingeschlossen bleibt. Die halben Winkeloffnungen 
der letzteren sind durch die Werthe ®, und #, gegeben, von welchen 
immer der Winkel 3,, von der positiven Axe der Verticalen gerechnet, 
der grissere ist. 


§ 2. 
Die Normalanfangslage der Figuraxe. 


Das Verhalten der beiden Grenzkegel, innerhalb welcher sich die 
Bewegung der Figuraxe vollzieht, ist nach dem bisher Gesagten giinz- 
lich bedingt durch dasjenige der zwei extremen Werthe «a, und a@,. 
Nun ist aber das Product der 3 Wurzeln @,, @, @ der cubischen 
Gleichung (7) 

Ah—? 


- 2AP 


1% ye == 2M, = 
und @ < — 1, so dass 
—_ 
a, a, S 0 
wird, je nachdem ‘ 
Ah —P S 0 
ist. 

Um diese Bedingung besser deuten zu kénnen, entwickeln wir 
die Constanten # der lebendigen Kraft und 7 der Fliichen, indem wir 
nach dem Vorgange Poisson’s*) das zur Bewegung Anlass gebende 
Momentankriiftepaar G der Bewegungsgréssen allgemein in drei Com- 
ponenten zerlegen. Die erste derselben, wirkend um die Haupttriig- 
heitsaxe Og’ der Figur, hiitte eine blosse Drehung des Systems um 


*) a. a. O. Nr. 428, 
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diese Axe mit der Winkelgeschwindigkeit » zur Folge und ist Cn; die 
zweite, N, wirkend um eine zu Oz senkrecht gefiihrte horizontale 
Axe ON, welche nichts anderes ist als die Linie der Knoten, wiirde 
eine Neigung des Systems zwm Pendeln nach sich ziehen; die dritte 
endlich, M, wirkend um eine senkrecht zu den Axen ON und Oz’ gelegene 
Axe OM, repriisentirt einen, die Figuraxe senkrecht treffenden horizon- 
talen Stoss, so dass also, da die Axen Oz’, ON und OM Hauptaxen 
sind, die allgemeinste Bewegung des Gyroscops als aus drei gleich- 
zeitig eintreffenden Bewegungsarten bestehend angesehen werden kann: 
aus der Higendrehung wm die Axe der Figur, aus der Bewegung der 
Nutation und aus der Bewegung der Préicession. 

Zufolge dieser Zerlegung schreibt sich fiir die Componente G’ 
des momentan wirkenden Kriiftepaares G senkrecht der Figuraxe, also 
beziiglich des Aequators, 

G’? = G — C?n? = M* +N’, 
zufolge der zweiten Gleichung (4) aber ist 
G'? = A*(p?+q°) = 2AP cos + Ah, 
also wird 
Ah = M* + N? — 2AP cos #. 
Andererseits bemerken wir, dass die-cubische Gleichung (7) fiir die 
Werthe § = a, = cos #, und § = a, = cos @, erfiillt sein muss, so 
dass die Relationen bestehen 
a* + 3u,a,? — 6u,a, — 2p, =0, 
3 © 2 ; ¢ = 
a> + 3m, a," — Ou, a, — 26, = 0. 
Setzt man in diese zwei Gleichungen die Ausdriicke fiir die uw zufolge 
der Abkiirzungen (6) ein, so kommen nach einfacher Reduction fiir 
die Constante Ah die Gleichungen 
Ah = M,? — 2AP cos 4 = M,? — 2A P cos 3,, 
worin die speciellen Werthe der horizontal gerichteten Stosskraft M 
fiir die Lagen #, und #, durch die entsprechenden Indices 0 und 1 
angedeutet sind. Wir kénnen demzufolge schreiben 
= M*? + N? — 2A P cos @, 
(12) Ah \=M,? — 2AP cos @, 
= M,? — 2AP cos #,. 
Durch Vergleichung ergiebt sich sofort 
N, =90, N,=0 


und zufolge der obigen Beziehungen fiir G’, sowie der Voraussetzung 
cos #, > cos d: 


(G,’? —) M,? > (G,? =) M,”. 


. 
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Wir schliessen hieraus — was auch theilweise aus der Thatsache 


dt? 
erkannt werden kann, dass “i 


fir #— %, sowohl als fiir ¢ = @, 
Null ist — das Folgende: 

In den beiden extremen Lagen, in welchen der Schwerpunkt eines 
Gyroscops am hichsten und am tiefsten liegt, besitet das Gyroscop keinerlei 
Nutationsbestreben, sondern nur die Eigendrchung um seine Figuraxe 
und die Tendenz zur Priicession, und gwar erreicht die letztere in diesen 
zwei Lagen ihre Grenzwerthe, indem sie in der hochsten Lage des 
Schwerpunktes am schwéichsten, in der tiefsten Lage desselben am stiirksten 
auftritt. Die Axe des die Bewegung erzeugenden Momentankraftepaares 
fillt beidesmal in die durch die Axe der Figur laufende Verticalebene. 

Umgekehrt kénnen wir behaupten: 

Ertheilt man einem Gyroscop die allgemeinste Anregung zur Be- 
wegung, bestehend aus einer Drehung um seine Figuraxe, aus einer 
Anregung zum Pendeln und aus einem die Figuraxe senkrecht treffen- 
den horizontalen Stosse, so ist die von der Figuraxe innegehabte Lage 
(®), wie immer dieselbe auch gewihlt sein midge, stets zwischen’ der 
hichsten Lage 3, und der tiefsten Lage #,, welche dieselbe iiberhaupt 
einnehmen kann, enthalien. Nur dann, wenn eine Anregung sum 
Pendeln nicht ertheilt wurde, fillt die jeweilige Lage (#) mit einer der 
Grenzlagen zusammen. 

Welche Lage dies ist, ob eine héchste oder niedrigste, lisst sich 
analytisch aus der Existenz der Gleichungen (12) allein nicht ableiten, 
indem ja dieselben ebensogut fiir die Werthe M,, #, als auch fiir 
M,, #, Giltigkeit besitzen. Man bedarf hiezu der Grésse 1, welche 
nach der ersten Gleichung (4) die constante Componente des afficirenden 
Momentankraftepaares G beziiglich der Richtung der Schwere bedeutet 
und fiir sich also einen horizontalen Stoss insinuirt, welcher die durch 
die Figuraxe gefiihrte Verticalebene in der Horizontalprojection der 
Figuraxe senkrecht treffen wiirde. Bezeichnet u den Neigungswinkel 
zwischen der Kriftepaaraxe und der Axe der Figur, gezihlt von dieser 
im selben Sinne wie # von der positiven Verticalen aus, so ist also 
allgemein 


G cos (# +u) = Cncos# —M sind, 
(13) 1 = {G, cos (®,+,) = Cn cos ® — My sin %, 
G, cos (#,-+u,) = Cn cos #, — M, sin 4,, 


und es ist nach dem Bisherigen ersichtlich, dass in das allgemeinste 
Problem der Bewegung unseres starren schweren Rotationskérpers 
folgende Constanten eingehen: 1) die Haupttragheitsmomente des K6rpers, 
A und C; 2) das Maximalmoment der Schwere, P; 3) die Anfangs- 
lage (#) der Figuraxe gegen die Verticale, die wir ganz beliebig 
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voraussetzen und demgemiiss als mnatiirliche. Anfangslage bezeichnen 
wollen; 4) das auf den Kérper in dieser Lage einwirkende Momentan- 
kriiftepaar der Bewegungsgréssen (G@), nach Grésse und Richtung ge- 
geben durch die Constanten Cn, Ah und / der Drehung um seine 
Figuraxe, der lebendigen Kraft und der Bewegungsgréssen parallel der 
Horizontalebene — oder, was dasselbe ist, durch die Werthbetriige 
Cn, (M) und (N) der Drehung um die Figuraxe, der Anregungen zur 
Priicession und Nutation. 
Nun bestehen die Gleichungen 


Mo. — 2A P cos %,1 = Ah =(M*) + (N?) — 2A P cos (#), 
Mo,: sin %,, — Cn cos #1 = 1 = (M) sin(®) — Cncos (#), 


(14) 


welche gleichmiissig fiir M,, #, und M,, #, gelten und also dazu dienen, 
aus den Daten (M), (N) der ad libidum gewiihlten Lage (#) sowohl die 
Daten M,, #, der hichsten als jene M,, #, der tiefsten Lage heraus- 
zurechnen und dadurch die Mitfiihrung der Constanten (N) ganz ent- 
behrlich zu machen. 

Durch Elimination der Grésse Mo; erfolgt aus denselben eine 
cubische Gleichung fiir cos #),, welche keine andere ist, als unsere 
friihere Gleichung (7). Von den zwei Wurzelwerthen derselben, welche 
zwischen den Grenzen + 1 und — 1 liegen, ist der kleinere cos @,, 
der gréssere cos #, und durch Substitution derselben in die zweite 
der Gleichungen (14) wird die Grésse der Momentanstosskrifte M, 
und M, eindeutig erhalten. Da durch die Gleichungen (8) die Werthe 
von cos #, und cos #, durch die Gréssen Ah und 1, oder, was dasselbe 
ist, durch die Betriige (M), (N) und (#) ausgedriickt vorliegen, so ist 
also der vorstehende Process jederzeit anwendbar. Insbesondere kénnen 
wir die Constanten (M), (N), (#) durch die zwei neuen Constanten M, 
und #, durchaus ersetzen, also die natiirliche Anfangslage des Systems 
auf eine neue Anfangslage reduciren, welche wir die reducirte, charakte- 
ristische oder auch normale Anfangslage nennen wollen. Im Gegen- 
satze hiezu wiirden M, und #, die Endlage des Systems repriisentiren. 

Nach den vorstehenden Entwicklungen ist die Reduction auf die 
Normalanfangslage analytisch vollig bestimmt. Um jedoch bequem 
und rasch entscheiden zu kénnen, ob ein Gyroscop aus seiner beliebig 
gewihlten natiirlichen Lage im Verlauf der niichsten Zeit gegen seine 
héchste oder tiefste Lage angeht, verfihrt man am besten auf syn- 
thetischem Wege. 

Ks verdient zuniichst hervorgehoben zu werden, dass sich verhiilt 


Ap: Aq=p:4q,; 


was in Verbindung mit einem vorhergehenden Satze das Folgende 
aussagt: 
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Wihrend der ganzen Zeitdauer der Bewegung fillt die Axe des 
momentan anregenden Kriiftepaares G mit der Axe der durch dasselbe 
hervorgerufenen instantanen Drehung © und der Axe der Figur 2’ stets 
in dieselbe Ebene. Die letztere ist fiir die hichste und tiefste Lage des 
Gyroscops zugleich eine Verticalebene. 

Fiir die Winkel « und ¢ der Figuraxe ¢ gegen die Axen G und 
© erhilt man 





tg u= on. —, tei —~—-_— ie i Bi 
AVy+¢ ‘ Ve+e@ AVr+?@ 


ts liegt die Axe des Kriftepaars oder jene der Drehung niher an 
der Axe der Figur, je nachdem das Triigheitsmoment um die letetere 
kleiner oder grisser ist als das Triigheitsmoment des Kérpers um eine 
der Hauptaxen des Aequators. 

Nun bilden ganz allgemein bei der Rotation eines starren Korpers 
um einen festen Punkt die durch die Rotation © erzeugten Schwung- 
kriifte ein Kriiftepaar, welches zugleich senkrecht steht auf der Axe 
der Drebung © und des sie erzeugenden Paares G, hier also auch 
senkrecht auf der Axe z. D. h. 

Die Axe des durch die ‘nstantane Drehung des Gyroscops hervor- 
gerufenen Paares der Centrifugalkrdfte allt stetsin die Ebene des Aequators, 
und fiir die normale Anfangs- und Endlage desselben in die Linie der 
Knoten. 

Die Lage dieser Axe im Aequator klirt uns nun offenbar dariiber 
auf, ob in dem dem betrachteten Zeitpunkte (¢) folgenden Momente ein 
Sinken oder Heben der Figuraxe eintritt, ob also das Gyroscop aus 
der beliebigen Anfangslage (#) seiner tiefsten oder héchsten Lage 
zusteuert. Zerlegt man niimlich die Grésse des Kriiftepaares (@) in 
zwei Componenten, die eine (G), um die Drehungsaxe (0), die andere 
(G), senkrecht zu derselben, so ist bekannt, dass die Axe y des Paares 
der Schwungkrifte, lings (0) um einen Viertelkreis im Sinne der 
erfolgten Bewegung gedreht, mit der Componente (G), des Krdftepaares 
(G) zum Zusammenfallen gebracht wird. 

Darnach ist man fiir jede beliebige Anfangslage (0) des Gyroscops 
iiber die Stellung des Paares der Schwungkriifte orientirt und erfihrt 
aus derselben leicht, ob dieselbe die Tendenz besitzen, den Korper zu 
heben oder zu senken. 

Wir schliessen diesen Excurs iiber die Normalanfangslage eines 
Gyroscops mit dem Bemerken, dass nach den vorstehenden Entwick- 
lungen zu jeder irgendwie gegebenen Anfangsstellung (#), (M), (N) 
eine héchste Lage @,, M, gefunden werden kann, dass aber der um- 
gekehrte Schluss nicht a priori erlaubt ist: es scheint denkbar, dass 
fiir zwei vorgegebene Werthe ), M, eines der Elemente (#), (M), (N), 
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speciell eines der beiden letzteren, imaginiir wiirde. Der folgende 
Abschnitt wird diese Frage klar stellen; in demselben ist, wie iiber- 
haupt von jetzt ab, unter der Anfangslage immer die normale ver- 
standen. 


§ 3. 
Gegenseitiges Verhalten von Anfangs- und Endlage. 


Nach den Deutungen, welche im vorigen Paragraphen die Gréssen 
h und / erfahren haben, greifen wir zuriick auf die drei eingangs des- 
selben verzeichneten Relationen, welche das Verhalten der Grenzwerthe 
&% = cos # und a, = cos @, gegen einander bestimmen. Es wurde 
daselbst gefunden, dass 


cos @, - cos B, 20 
wird, je nachdem sich 
Ah—?PS0 
. a 

zeigt. 

In die letztere Differenz fiihren wir entweder die Minimalstosskraft 
M, oder das Totalkriftepaar G, in der Normalanfangslage ein, welches 
gegen die Figuraxe ¢ unter einem Winkel w, — gezihlt von 2 gegen 
G, im selben Sinne wie #, von 2 gegen 2 — geneigt ist. 

Wir erhalten dann verschieden gestaltete Formeln, von denen 
die einfachste wohl die folgende ist, welche durch die Einfiihrung der 
Werthe / = G, cos (#,-+4,), My = G, sin u, entsteht: . 


(15) Ah —P? = -— cos @,- [G,? cos (9+ 2u,) + 2A P) S0. 


Ist Ah — ? < 0, so besitzen cos #, und cos #, gleiches Zeichen, 
entweder beide positives oder beide negatives; ist Ah —/? >0, so 
besitzen cos #, und cos #, entgegengesetzte Zeichen, und zwar, da die 
Differenz cos #, - cos #, > 0 bleiben soll, cos # negatives und cos @, 
positives Zeichen; fiir Ah —  — 0 ist entweder cos @, oder der zweite 
Factor in der Klammer gleich Null. 

Da die obigen Systeme von Ungleichungen reciprok sind, so 
miissen diese Bemerkungen auch umgekehrt Giltigkeit besitzen : 

Fiir cos #, =0 ist nun in der That auch Ah—l?=0 und fiir cos , << 0 


entscheidet der Ausdruck G,? cos (2u,+,) + 24 PSO unzweideutig 


dariiber, ob cos 9,50 ist, dagegen muss fiir cos #, > 0 nothwendig 


auch cos #, >0 und also Ah—/? <0 oder G,? cos (@ +2u,)+2AP>0 
sein. Diese Ungleichung steht deshalb nicht auf der Stufe der vor- 
hergehenden, welche eben blosse Bedingungen dafiir abgeben, dass irgend 
ein Fall ‘eintreten kann oder nicht — sie ist eine nothwendige Be- 
schriinkung, welche statthaben muss. Nun ist zwar der zweite Term 
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des linksseitigen Ausdruckes wesentlich positiv, das erste Glied kann 
jedoch negativ werden — je nach der Grésse des Winkels #,+2u, — 
und zu dem, absolut genommen, grésser als das zweite — je nach der 
Intensitaét von G,. Bei den verschiedenen Lagen, welche die Axe des 
Paares G, annehmen kann, gestaltet sich das Ergebniss offenbar am 
ungiinstigsten fiir 2u, + #2; fiir diesen aber muss noch immer 
—G?+2AP>0 4. h. 
(16) G,? <<2AP 
sein. P ist das Moment der Schwerkrifte, welche auf das Gyroscop 
wirken bei horizontaler Lage der Figuraxe, P=—TTy, und 2P stellt 
die Arbeit vor, welche geleistet worden wire, wenn sich der Schwer- 
punkt des Gyroscops von seiner Lage in der positiven Axe der Ver- 
ticalen bis zur Lage in der negativen Axe derselben gehoben hiitte, 
2 P=TTy (cos0®— cos) mit andern Worten: P ist das Maximalmoment 
der Schwere und 2P die Mazximalarbeit, welche tberhaupt auftreten. 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so kénnen wir sagen: 

Befindet sich der Schwerpunkt eines Gyroscops in seiner (normalen) 
Anfangslage unterhalb des Unterstiitzungspunktes, so muss er auch stets 
unterhalb desselben verweilen. Ist derselbe zu Anfang in der durch den 
festen Punkt gefiihrten Horizontalebene gelegen, so kann er seine hichste 
Lage auch nur wieder in dieser Ebene erreichen. Wird dagegen die 
Anfungslage tiber dem Unterstiitzwngspunkte gewidhlt, so kann der 
Schwerpunkt entweder bestiindig oberhalb dieses Punktes bleiben, oder 
in seiner tiefsten Lage die Horizontalebene durch den letsteren gerade 
erreichen, oder endlich besagte Ebene periodisch durchschneiden, je nach- 
dem swischen den Constanten des Gyroscops, der Anfangslage desselben 
und den Elementen des anregenden Kriiftepaares eine der drei Relationen 
(15) erfiillé ist 

G,? cos (% + 2%) + 24AP LO. 


Aus den obigen Bemerkungen, welche das Zeichen von Ah — /* aus 
denjenigen der Grenzcosinus zu bestimmen suchten, folgt: 

Sowohl jede Lage des Schwerpunktes oberhalb als auch in der 
der Horizontalebene durch den Unterstiitewngspunkt kann als normale 
Anfangslage desselben genommen werden, wie immer auch das den 
Kéorper in dieser Lage afficirende Momentankraftepaar gewahlt sein 
mige. Soll dagegen jede beliebig unterhalb des Unterstiitzungspunktes 
vorgegebene Lage der Figuraxe eine normale Anfangslage vorstellen, so 
darf das in dieser Lage einwirkende Paar an Intensitit nie grisser 
sein als das geometrische Mittel aus dem Trégheitsmoment des Gyroscops 
senkrecht der Axe der Figur in die bei dem Problem iberhaupt mig- 
liche Maximalarbeitsgrosse, 

G, < 2AP. 
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Diese Bedingung ist nothwendig, aber auch hinreichend. Denn ist 
2AP > G,?, so ist sicher fiir alle Fille auch 
2AP + G,? - cos (#,+2u,) > 0. 

Die vorstehenden Sitze involviren bereits eine Reihe von Unter- 
scheidungen; fiigen wir derselben noch die Annahme bei, dass 4, und 
#, moéglicherweise einmal Null oder einander gleich oder auch ent- 
gegengesetzt gleich werden kénnen, so verzeichnen wir also eine 
ziemliche Fiille von Mdglichkeiten, in iibersichtlicher Weise durch 
folgendes Schema dargestellt: 


lL a®%—0 4, 


= 
a 


Le&<= ®, 


=) 
2 


to 


< 
WW. %&=—= <= {a,=—0 
> 


IV.&>—- %>-— 

V.%> > #&=—- 
WLa>2 ocz[unme—% 

oo 2 NTS 2 la, =0 

=s = 

1 

Vil. %&—2x %\=—— 

<z 

= () 





VIIL. # = 9. 


Diese Voraussetzungen sollen nun in den folgenden Paragraphen eine 
niihere Discussion erfahren. 


§ 4. 
Untersuchung der verschiedenen Méglichkeiten. 
L & =0, 9 =0. 
Soll die Anfangslage der Figuraxe eines Gyroscops die positive 
Axe der Verticalen sein, so muss, da cos #, — cos # > 0 und iiber- 


haupt cos # — cos #, > 0 erkannt wurde, #, und iiberhaupt jedes # 
identisch mit #,—= 0 sein d. h. die Figuraxe muss in der verticalen 


° 1" : lt 
Hiingelage verharren. Fiir cos # = 1, sin # = 0, ( Ai ) = ( ergeben 


aber die Gleichungen (5) erstens Cn = 1, was der analytische Ausdruck 
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fiir die Coincidenz von Figuraxe und Verticale ist, zweitens 2A P-+Ah—0, 
was zufolge der zweiten Gleichung (12) nach sich zieht M, = 0, und 


drittens Se—9) =m. M, ist aber, wie bekannt, der horizontal ge- 


richtete Momentanstoss und m — w ist der Winkel zwischen der Haupt- 
axe 2 des Aequators und ON der Linie der Knoten, vermindert um 
den Winkel zwischen der letzteren und einer festgewihlten Axe der 
Horizontalebene d. h. also der Winkel zwischen 2’ und ~ selbst. D. h. 
soll die positive Richtung der Verticalen Normalanfangslage fiir die 
Figuraxe eines Gyroscops sein, so darf bloss eine Drehung wm diese 
Axe, nicht aber ein seitlicher Stoss gewirkt haben. Die Figuraxe ver- 
harrt in ihrer verticalen Lage, und das System dreht sich um dieselbe 
wie um eine feste Axe mit der ertheilten constanten Winkelgeschwindigkeit. 


I. <>, %<4- 


Fiir diesen Fall gilt die im vorigen Abschnitte definirte beschriinkende 
Bedingung (16) G,? << 2AP. Solange dieselbe Giltigkeit besitzt, kann 
jede Lage , der Figuraxe als normale Anfangslage betrachtet werden. 
Die beiden durch # und @, bestimmten Grenzkegel erscheinen beide 
um die positive Axe der Verticalen beschrieben; insbesondere kann 
der innere, durch @, definirte, in die Verticalaxe selbst iibergehen, fiir 

1. #, = 0. Hiefiir muss zufolge des Werthes von / der Gleichungen 
(13) Cn — 1 = 0 sein, oder auch 


(18) Cn sin I ote M, cos $s =(),. 


Cn und 1 sind aber die Componenten des attaquirenden Paares G, 
beziiglich der Axen der Figur und Schwere und die Gleichung (18) 
kann nur fiir ein Werthepaar Cn, M, erfiillt sein, welches entgegen- 
gesetzte Zeichen aufweist. Wir sehen also: 

Soll die Figuraxe eines Gyroscops aus ihrer spitzen Anfangslage #, 
die positive Verticalaxe als Endlage erreichen, so ist nothwendig und 
hinreichend, dass die Axe des zur Bewegung Anlass gebenden Momentan- 
krdftepaars den Winkel #, oder auch dessen Scheitelwinkel halbire. In 
beiden Fallen sind das Drehmoment wm die Axe der Figur und das 
horizontale Stossmoment senkrecht derselben, aus welchen sich das totale 
Kriiftepaar zusammensetat, entgegengesetat gerichtet gewesen. 

Umgekehrt kann man behaupten: 

Wirkt auf die unterhalb des Unterstiiteungspunktes gewdhlte An- 
fangslage eines Gyroscops eine Drehung um die Axe der Figur und ein 
senkrecht derselben gerichteter horizontaler Stoss ein, dessen Sinn mit 
demjenigen der ertheilten Drehung iibereinstimmt, so kann der Schwer- 
punkt des Gyroscops niemals die Verticale passiren. 

34* 
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meat, 6 <2. 


Diese Annahme kann insoferne noch unter den vorhergehenden 
Hauptfall gerechnet werden, als die Endlage #, durch einen spitzen 
Winkel markirt wird, eine beschriinkende Bedingung ist dagegen bei 
thr nicht mehr vorhanden. Der aiussere Grenzkege) der Figuraxe ist 
durchaus in die Horizontalebene durch den festen Punkt tibergegangen ; 
der innere kann wieder in einem speciellen Falle auf die nach unten 
gerichtete Axe der Schwere zusammenschrumpfen , 

1, #, = 0. Wie im vorigen Unterfalle halbirt G, den Winkel @,; 
dieser aber ist hier ein rechter und es schreibt sich daher die Gleichung 
(18) einfacher: 

(19) Cn+M,=0. 

D. h. Liegt der Schwerpunkt eines Gyroscops im Anfange der Bewegung 
in der durch den fixen Punkt laufenden Horizontalebene und will man 
erreichen, dass die tiefste Lage desselben vertical unter den Unterstiitzungs- 
punkt falle, so hat man nur nothig, dem Gyroscop eine Drehung um 
seine Axe und gleichzeitig einen senkrecht der letzteren gerichteten horizon- 
talen Stoss zu ertheilen, dessen Moment an Grisse dem Drehmomente 
genau gleich, dessen Sinn aber demjenigen der Drehung entgegen- 
gesetzt ist. 

IV. & > >, > =- 

Soll der Schwerpunkt eines iiber den Unterstiitzungspunkt gestellten 
Gyroscops sich stets oberhalb dieses Punktes bewegen, so muss man 
die Intensitit G, des anfinglichen Kriftepaares und die Neigung 
zwischen der Axe desselben und der Figuraxe der Bedingung (15) 
zufolge wihlen 

G,? cos (#,-+-2u,) + 2AP <0. 
Der zweite Summand der linken Seite ist durchweg positiv, der erste 
Summand muss also negatives Zeichen erhalten, falls die Bedingung 


ba 


» 
~ 


iiberhaupt realisirbar sein soll. Daraus folgt, dass unbedingt #, 4+-2u,. > 


3a F ° ° ° ° ° 
und <—— sein muss. Diese Bedingungen sind nothwendig, aber nicht 


hinreichend: es muss, damit die obige Summe sicher negativ sei, noch 
G,? > 2AP sein. Erinnern wir uns, dass gemiiss der Festsetzung im 
§ 2 der Winkel u, von uns gezihlt wurde von der Figuraxe gegen 
die Kriftepaaraxe genau im selben Sinne wie der Winkel @, von der 
unteren Hilfte der Verticalen gegen die Figuraxe, so kénnen wir also 
fiir den vorliegenden Fall folgenden Satz aufstellen: 

Construirt man fiir die oberhalb des Unterstiitzwngspunktes O ge- 
wiihlte Anfangslage der Figuraxe eines Gyroscops in der Ebene der 
leteteren und der Verticalen eine Gerade durch O, welche gegen die 
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Figuraxe um den doppelten Winkel geneigt ist, wie die Axe des anregen- 
den Krdftepaares, so giebt die Lage der entstandenen Geraden G,; in erster 
Linie dariiber Aufschluss, 0b der Schwerpunkt des Gyroscops stets ober- 
halb des festen Punktes verweilen kann oder nicht: derselbe muss iiber 
die Horizontalebene des Unterstiitzungspunktes nothwendigerweise herunter- 
gehen, wenn die construirte Axe G,' unter oder in diese Ebene fiel, und 
es kann nur dann stindig tiber der Horizontalebene verbleiben, wenn 
auch die construirte Axe G,' tiber die Horizontalebene zu liegen kam, 
einerlet, wie gross zuniichst die Intensitdt des auf den Korper einwirken- 
den Kriftepaars vorausgesetzt gewesen sein médge. Soll das Gyroscop 
durchaus iiber der Horizontalebene durch den festen Punkt verweilen, 
so ist die Intensitét des Kriftepaares noch entsprechend der Bedingung 
zu wihlen 
G,? - |cos (®,+2u,)| > 2AP, 


und es tritt der gewiinschte Fall zweifellos nur dann ein, wenn G,? > 2 AP 
d. h. wenn die Intensitiéit des anregenden Paares grésser war als das 
geometrische Mittel aus dem Trdgheitsmomente des Systems senkrecht der 
Axe der Figur in die tiberhaupt migliche Maximalarbeitsgrosse. 

v4 


V. % > = ,»i— = 


2 2 

Soll der Schwerpunkt eines Gyroscops, dessen charakteristische 
Antangslage iiber dem Unterstiitzungspunkte angenommen wurde, gerade 
bis zur Horizontalebene durch den Unterstiitzungspunkt heruntergehen, 
um sich von da ab wieder zu heben, so muss 


(20) G,? cos (#,4-2u,) + 2AP =O 


sein. Die Erfiillung dieser Gleichbeit erfordert offenbar wieder genau 
dieselben Beschriinkungen, wie im vorhergehenden Falle jene der 
dortigen Ungleichheit, wir kénnen daher ohne Weiteres behaupten: 

Soll der Schwerpunkt eines Gyroscops von seiner tiber dem Unter- 
stiitzungspunkte gewdhlten charalteristischen Anfangslage aus gerade die 
Horizontalebene durch den letzteren erreichen, so muss erstens die Hilfs- 
axe Gy oberhalb dieser Horizontalebene zu liegen kommen und zweitens 
mit der negativen Richtung der Verticalen einen Winkel bilden, dessen 
cosinus gleich ist dem Producte aus dem Triigheitsmoment A des Gyroscops 
senkrecht cer Axe der Figur und der Maximalarbeit 2 P, dividirt durch 
das Quadrat der Intensitiéit G, des wirkenden Krdftepaars, voraus- 
gesetzt, dass dieses Quadrat grisser sei als das besprochene Product. 

Von den beiden Grenzkegeln, innerhalb deren sich die Figuraxe 
bewegt, ist diesmal der eine in die Horizontalebene durch den festen 
Punkt iibergegangen. 
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VL & >>, a, <=- 


Analog den zwei vorhergehenden Annahmen resultirt fiir die jetzige 
Voraussetzung gemiiss der Relation (15) die Bedingung 


G,? cos (®, +2u,) + 2AP> 0, 


auch ihre Bedeutung spricht sich analog aus, nur in einer minder 
beschriinkenden Form: 

Liegt der Schwerpunkt eines Gyroscops zu Anfang der Bewegung 
oberhalb des festen Punktes, so muss derselbe im weiteren Verlaufe der 
Bewegung unter denselben nothwendigerweise heruntergehen, wenn die 
Axe G,, deren Winkel gegen die Figuraxe durch die Lage G, der Axe 
des angreifenden Paares halbirt wird, unter oder in die durch den 
fixen Punkt gefiihrte Horizontalebene zu liegen kommt — wie gross auch 
immer die Intensitdt des afficirenden Paares gewahlt sein mige. Faillt 
die Axe oberhalb dieser Horizontalebene, so kann der Schwerpunkt die 
letztere nur dann durchschneiden, wenn die Intensitiit G, die Bedingung 
erfiillt 

G,? - |cos (# +2u,)| << 2AP. 


Kine engere Relation zwischen G, selbst und 2AP, wie sie in den 
Fillen IV und V stattfinden musste, tritt hier nicht auf. 

Als specielle Fille zihlen wir hier zwei; fiir den einen ist der 
Kreiskegel, welcher durch @, reprisentirt und um die positive Axe 
der Verticalen beschrieben ist, in diese Axe selbst iibergegangen, 
fiir den andern erscheint derselbe genau gleich der. 1urch die Anfangs- 
lage @, bestimmten Grenzkegel um die negative Richtung der Verticalen. 

1. #,=0. Das Raisonnement ist fiir diese specielle Annahme 
das gleiche, wie fiir den Unterfall #,— 0 bei spitzem Winkel @, 
zwischen Figuraxe und Richtung der Schwere. Wie in II kommt als 
Bedingung fiir den Eintritt derselben wieder Cn — 1 = 0 oder 


(21) Cn sin ** + M, cos 2° — 0. 


%, ist jetzt grésser als -, aber wie immer kleiner als 2, somit bleiben 
sin und cos beide positiv und es miissen Cn und M, wieder verschiedene 
Zeichen erhalten : 

Der Schwerpunkt eines Gyroscops, welcher zu Anfang der Bewegung 
oberhalb des Unterstiitzungspunktes gelegen ist, nimmt seine tiefste Lage 
vertical unterhalb desselben, wenn die Axe des auf das Gyroscop wirken- 
den Kriiftepaares den Winkel zwischen der Figuraxe und der positiven 
Richtung der Verticalen halbirt. Drehmoment Cn um die Axe der 
Figur und Stossmoment M, senkrecht derselben besitzen dabei entgegen- 
gesetaten Sinn. 











Ueber das Gyroscop, II. 517 


Umgekehrt: 

Wirkt auf das Gyroscop in der vorausgeseteten Anfangslage eine 
Drehgrisse wm dessen Figuraxe und ein horizontaler senkrecht derselben 
sielender Stoss ein, dessen Wirkung in einer der ertheilten Drehung 
conform gerichteten Bewegung zum Ausdrucke kiime, so kann der Schwer- 
punkt niemals die positive Axe der Schwere erreichen. 

In der That fallt fiir unsere Voraussetzung, dass die Axe des 
Paares G, den Winkel @, halbire, die Hilfsgerade G,’ mit der Vertical- 
axe + g zusammen, also unter die Horizontalebene. 


2, 3, = 2a — %. Es muss hiefiir cos #, = — cos 0, a, = — ay 
werden d. h. die Gleichung (7) muss zwei entgegengesetzt gleiche 
9 
2 ols 


Wurzeln besitzen. Das Criterium liefert einfach «,? = 6y, = og 
1 
ulso eigentlich zwei Gleichungen, die aber zufolge der Werthe der 
Grdssen a und der Constanten Ah aus (6) und (12) identisch befunden 


werden mit 

(22) Cul + AP sin? 4, = 0. 

Soll diese Bedingung erfiillbar sein, so diirfen die Componenten des 
Momentankriiftepaares @, beziiglich der Axen der Figur und Schwere, 
Cn und 1, nicht gleiches Vorzeichen besitzen d. h. es muss die Axe 
von G, in dem Winkelraum zwischen der Aequator- und der Horizon- 
talebene des festen Punktes gelegen sein; ausserdem muss das Product 
der absoluten Werthe der Componenten gleich sein dem zweiten Gliede 
der linken Seite der Relation (22). D. h. 

Sollen die beiden Grenzkegel, welche den Kegel der Figuraxe eines 
Gyroscops umhiillen, symmetrisch liegen beziiglich der Horizontalebene 
durch den Unterstiitzungspunkt, der durch Oy bestimmte um die obere, 
der durch #, bestimmte um die untere Halfte der Verticalen beschrieben, 
so ist nothwendig, dass die Axe des in der Anfangslage 0, angreifenden 
Kriftepaares G, in den von der Aequatorebene des Gyroscops und der 
Horizontalebene durch den festen Punkt gebildeten Winkelraum der an- 
fiinglichen Verticalebene hineinfalle und dass das Rechteck aus den con- 
stanten Componenten des Kriiftepaares beziiglich der Axen der Figur 
und Schwere gleich sei dem Producte aus dem Gewichte des Gyroscops, 
dem Triigheitsmomente desselben um eine der Hauptaxen des Aequators 
und dem Quadrate des sinus des anfiinglichen Neigungswinkels zwischen 
der Figuraxe und der positiven Richtung der Verticalen. 

Durch Einfiihrung des Winkels «) zwischen den Axen der Figur 
und des Kriiftepaares aus (13) schreibt sich die obige Gleichung (22) 
in der Form 
(22a) G,? cos (#,-+2u,) + [G,? cos + 2A P sin? 3] = 0, 


in welcher wieder der charakteristische Winkel 4 -+- 2u, zwischen der 
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Verticalaxe +- 2 und der in den vorhergehenden Abschnitten construirten 
Axe G,’ auftritt. 


VIL. &, = =z. 

Fiir &, = a wird a = cos #, = — 1 und nach der Gleichung (7) 
oder dem ihr vorhergehenden Radicanden Cn-+-1—0, was auch 
geometrisch evident ist. cos #, — cos #, > O ist durchaus erfiillt, wes- 
halb allgemein eine Bewegung der Figuraxe aus der Verticalstellung 
heraus erfolgen muss, wobei es dann wieder vorkommen kann, dass 
diese Axe stets iiber der Horizontalebene durch den Unterstiitzungs- 
punkt liegen oder auch letztere gerade noch erreichen oder endlich 
wieder unter dieselbe heruntersinken kann. Die Bedingungen (15), 
welche hieriiber Aufschluss geben, schreiben sich diesmal 


23) 2A P — G,? cos 2u, = 0 
oder auch 
(23a) 2A P + My? S C?n?, 


Die erste Form ist mehr geeignet zur Definition der Stellung, die zweite 
zur Grésse des angreifenden Paares G,. Wir schliessen leicht Folgendes: 

Befindet sich der Schwerpunkt eines Gyroscops in der Anfangslage 
vertical tiber dem Unterstiitzungspunkte und lisst man auf das System 
cin Momentankriftepaar G, einwirken, dessen Axe, von der positiven 
Verticalaxe aus gerechnet, im zweiten, dritten, sechsten ‘oder siebenten 
Octanten gelegen ist, einschliesslich der Begrenzungslinien, so muss der 
Schwerpunkt des Gyroscops tiber den Unterstiitzungspunkt heruntergehen, 
unbekiimmert um die Grosse des Kriftepaares, welche man aufgewandt 
hat. Liegt dagegen die Kréftepaaraxe im ersten, vierten, fiinften oder 
achten Octanten, so kann der Schwerpunkt entweder stets oberhalb des 
Unterstiitzungspunktes verweilen oder unter denselben sinken oder als 
tiefste Lage die horizontale erreichen, je nachdem das Quadrat des 
Drehmomentes wm die Figuraxe grisser , gleich oder kleiner gewiihlt ist 
wie die Summe aus dem Quadrate des horizonialen Stossmomentes und 
dem Rechteck aus dem Triigheitsmoment des Koérpers senkrecht der Axe 
der Figur in das Maximum der iiberhaupt zu leistenden Arbeitsgrisse. 

Der eine Grenzkreiskegel ist fiir alle Fille in den oberen Theil 
der Verticallinie tibergegangen, der andere fillt einmal mit der Hori- 
zontalebene durch den festen Punkt zusammen. 

Vergleichen wir die in manchen Momenten iibereinstimmenden 
Ungleichungen und Sitze der letzten drei Bewegungsarten V, VI, VII, 
so kénnen wir analytisch die Thatsache folgern, welche auch mechanisch 
leicht einzusehen ist: 

is besteht fiir ein Gyroscop ein um so stirkeres Bestreben, sich 
méiglichst tief zu senken, je grisser das Gewicht Tl und der Abstand y 
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des Schwerpunktes vom Drehpunkte des Kérpers, je grisser das Trig- 
heitsmoment A um eine Axe des Acquators und je kleiner die Intensitit 
G,, des anregenden Kriftepaars gewéhlt ist. 

Kine Bewegung des Gyroscops aus der verticalen Lage iiber dem 
Unterstiitzungspunkte in die symmetrische unterhalb desselben ist 
allgemein unméglich. Denn fiir 

1, #, =O folgte friiher schon Cn —1—0; nunmehr soll, fiir 
a, =a, Cn+1=0 sein. Es ist daher einzig und allein 1 = Cn = 0 
denkbar d. h, 

is ist unmiglich, dass die Figuraxe eines Gyroscops, wenn sie im 
Anfange der Bewegung vertical nach oben gestellt war, im Verlaufe der 
Drehung die untere Verticalaxe erreiche, solange auf das Gyroscop eine 
auch noch so kleine Drehung um die Figuraxe eingewirkt hat — es lisst 
sich vielmehr dieser Fall nur realisiren fiir eine blosse Pendelbewegung. 

2. & =a. Soll mit # zugleich #, = sein, die Figuraxe also 
stindig in der nach oben gerichteten Verticalen verharren, so tritt 
wieder blosse Drehung um die Axe der Figur mit gleichférmiger 
Winkelgeschwindigkeit ein, ganz analog den eingangs dieses Paragraphen 
gepflogenen Erérterungen I. Eines hebt jedoch den jetzigen Fall gegen 
den dortigen merklich ab: fiir eine Anfangslage #,, welche sehr nahe 
an der positiven Axe der Verticalen angenommen ist, bleibt auch @, 
sehr klein, fiir ein # nahe an a jedoch kann @, von 2 sehr stark 
ubweichen , entsprechend den Gleichungen (23). Dies sagt aus: 

Die Lage eines Gyroscops in der nach unten gerichteten Verticalen 
ist eine stabile Anfangslage: bei kleinen Stirungen oscillirt dasselbe in 
kleinen Elongationen um seine Ruhelage. Die Anfangslage des Koérpers, 
welcher mit seinem Schwerpunkt senkrecht iiber den Unterstiiteungspunkt 
gestellt wurde, ist dagegen eine labile: es kann bereits ein kleiner Anstoss 
geniigen, um das Gyroscop merklich, sogar bis unter den Unterstiitzungs- 
punkt aus seiner innegehabten Lage zu treiben, doch ist die Stabilitit 
um so stiirker, je grisser das wm die Figuraxe wirkende Drehmoment 
Cn, je kleiner der seitliche Anstoss My, je kleiner das Gewicht P des 
Apparates und je kleiner endlich das Triigheitsmoment A senkrecht der 
Figuraxe gewihlt ist. 


§ 5. 


Der Poinsot’sche Fall der nutationsfreien Bewegung. 


VII. &, = d. 

Nachdem im Bisherigen der Kegel, der von der Figuraxe um den festen 
Punkt beschrieben wird, als zwischen zwei concentrischen Kreiskegelu 
um die Verticale eingeschlossen erkaunt wurde, eriibrigt es nur noch, 
den besonderer Fall zu untersuchen, in welchem diese beiden Kreiskegel 
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und mit ihnen der Kegel der Figuraxe im einen einzigen Kreiskegel 
zusammenfallen und demgemiiss die Bewegung des Schwerpunktes in 
einer Kreisbewegung um die Verticale besteht. 

Die analytische Bedingung hiefiir ist cos = cos #, = cos @ 
oder ed = 0; auf Grund der letzteren folgt aus den dynamischen 
dy 
dt 

(Ah+2A P cos @) - sin? = (1 — Cn cos 0)? 
oder durch Kinfiihrung der Werthe von Ah und J aus (12) und (13) 


M? ++ N? = M? 


Gleichungen (5) nach Elimination von 


und somit 

(24) N= 0. 

D. h. Soll die Figuraxe einen Rotationskegel um die Richtung der 
Schwere beschreiben, so darf wihrend der ganzen Daucr der Bewegung 
keinerlei Nutationsbestreben wachgerufen werden und es muss die Axe 
des anregenden Kriiftepaares stets in die Ebene der Figuraxe und 
Verticalen zu liegen kommen. 

Dieser Satz ist mechanisch ohne Weiteres einzusehen, er wurde 
von Poinsot in seiner théorie des équinoxes*) als ganz allgemeines 
Theorem ftir alle derartigen Bewegungen ausgesprochen. 

Natiirlich muss auch bereits bei Beginn der Bewegung die Axe 
des Kriftepaares in der Verticalebene durch die Axe der Figur ent- 
halten sein. Diese Bedingung ist aber unseren friiheren Festsetzungen 
zufolge fiir die Anfangs- und Endlage des Korpers stiindig erfiillt und 
priicisirt daher den jetzigen Fall der Kreisbewegung nicht in niiherer 
Weise. Ohne Zweifel muss die Axe des Paares in jener Ebene eine 
ganz bestimmte Lage aufweisen. Dieselbe kann durch die Nothwendig- 
keit erkannt werden, dass die Gleichung (7) zwei gleiche Wurzeln, 
@ und @,, besitzen muss. Kntweder direct aus dem zweiten der Dif- 
ferenzenwerthe (9) oder mittels der symmetrischen Functionen der 
Wurzeln ergiebt sich 

Gy? + 2m, a, — 2u, = 0 
und durch Einfiihrung sowohl der Werthe der uw aus (6) als der Con- 
stanten Ah und / aus (12) und (13) folgt zuniichst 
(25) M,[M, cos #,-+ Cn sin #,] — AP sin*? #, = 0. 
Auch hier empfiehlt es sich wieder, die totale Energie des Momentan- 
kriftepaars G, und seine Lage wu, gegen die Figuraxe oder auch die 
Lage der Axe G,', deren Winkel 2%, gegen die Figuraxe von der 
Kriiftepaaraxe G, halbirt wird, einzufiihren. Es kommt 
(25a) G,” sin uy sin (8,-+-u,) — AP sin? & = 0 


*) Additions & la Connaissance des temps, 1858. p. 5. 
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oder in anderer Schreibweise, in welcher der Winkel #, + 2u, zwischen 
G, und der positiven Verticalen wieder auftritt, 
(25b) G,? cos(#,+-2u,) — G,? cos? &, + 2AP sin? 4, = 0. 
Kine jede dieser Formeln giebt fiir vorgegebene Grésse G, des Paaies 
dessen Lage u,), und fiir jede vorgegebene Stellung umgekehrt die Inten- 
sitit an, welche gerade nothwendig ist, um die Figuraxe in einem 
Kreiskegel um die Verticale herumzufiihren, Die Bedingung (25a) ist 
die gleiche, welche von Poinsot auf synthetischem Wege in seiner 
théorie des cones circulaires roulants*) gefunden wurde, allerdings in 
der Weise, dass daselbst ein Ausdruck fiir die hier auftretenden be- 
schleunigenden Krifte erfragt wurde, also eine Gleichung, welche P 
durch G,, %, #) und A ausdriicken sollte. 

Was nun die Méglichkeit der Erfiillung der Bedingungsgleichungen 
(25) angeht, so fiihrt eine leichte Untersuchung zu dem folgenden, 


+ 4 . . 
a, ~ 4 gemeinsamen Ergebniss: 
> 2 


Soll fiir ein ganz beliebig gestelltes Gyroscop die Axe der Figur 
einen Kreiskegel wm die Axe der Verticalen beschreiben, so darf dic 
Axe des zur Drehung Anlass gebenden Paares der Momentankréifte 
niemals in den Winkelraum @, fallen, welcher von der Figuraxe und 
der positiven Verticalen eingeschlossen wird. Aber auch dann, wenn 
die Axe des Paares in dem Raum des Nebenwinkels gewdhlt wurde, ist 
eine solche Kreisbewegung ausgeschlossen, so lange nicht die Intensitit 
des Krdftepaares grisser ist als das Product oder hichstens gleich dem 
Producte aus dem sinus des Winkels der Anfangsneigung 3, mal dem 
geometrischen Mittel zwischen dem Maximalmoment P der Schwere und 
dem Triigheitsmoment A senkrecht der Axe der Figur. 


© 4 . : . oo 8 
Soll speciell 6, = 4, —=- sein, so ergeben die einschligigen 


Bedingungen (25) und (20) iibereinstimmend 


(26) M,:Cn+AP=0 
oder auch 
(26a) G,? sin 2u, + 2AP=0. 


D. h. Befindet sich die Anfangslage der Umdrehungsaxe eines Gyroscops 
in der horizontalen Ebene durch den festen Punkt, so kann man be- 
wirken, dass dieselbe fortwihrend in dieser Ebene verweile und auf 
diese Weise dem Schwerpunkt eine cyklische Bewegung um den festen 
Punkt als Mittelpunkt ertheilen: es bedarf hiezu ausser einer Drehung 
um die Figuraxe eines senkrecht derselben, aber im entgegengesetaten 
Sinne gefiihrten horizontalen Stosses, so, dass das Rechteck aus diesen 


*) ibid. 1855. p. 3—26. 
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beiden Bewegungsmomenten gicich ist dem Rechtecke aus dem fiir die 
horizontale Lage des Gyroscops gebildeten Moment der Schwere und 
dem Trigheitsmoment des Korpers senkrecht der Axe der Figur. 


§ 6. 
Die Pracessionsbewegung der Figuraxe. 
Tr . . — - a& : 
Durch Elimination der Nutationsgeschwindigkeit —~ aus den zwei 
S 6 dt 
ersten Gleichungen (5) folgt fiir die Geschwindigkeit der Priicession: 
27) dw Cn cos # — 1 
(< => ~— 
a") dt Asint td ?” 
eine Gleichung, welche durch Einfiihrung des Werthes von 7 aus den 
zwei ersten Gleichungen (13) auch in einer der folgenden Formen 
geschrieben werden kann: 


O7. dw ao% M 

(27 a) dt Asn?’ 

(27 b) dy ag Cn (cos 2 — cos By) + My sin #, ; 
\ dt A sin? @ 


Sowohl cos # — cos #, als auch sin @) sind fiir das ganze Problem des 
. . ons d: . . ‘ 

Giyroscops wesentlich positiv. Es kann also a niemals sein Vorzeichen 
wechseln, sobald Cn und M, dem Sinne nach iibereinstimmen, Bei 
gleichzeitiger Aenderung der beiden Zeichen Cn und M, iindert ferner 


ia a ; ‘ : Be 
der Ausdruck fiir a nur sein Zeichen, nicht aber seine Grosse d. h. 


Ertheilt man einem in seiner charakteristischen Anfangslage befindlichen 
Gyroscop eine Drehung um seine LEigenaxe, wnd gleichzeitig cinen 
horizontalen Stoss senkrecht derselben, dessen Richtung mit derjenigen 
der Drehung iibereinstimmt, so bewegt sich das Gyroscop durchaus in 
dem niimlichen Sinne, conform dem gemeinsamen Sinne der Dreh- und 
Stossbewegung — die Bewegung ist eine progressive, wie immer auch 
die Anfangslage des Gyroscops und die Intensitiiten der beiden anregen- 
den Momente gewihlt sein mégen. 

Aendern die im Anfange auf das Gyroscop einwirkenden zwei 
Momente der Drehung und des Stosses gleichzeitig ihren Sinn, so 
iindert ihn auch die Bewegung der Priicession, ohne jedoch in ihrer 
Art eine Einbusse zu erleiden. 

Zufolge dieses Satzes diirfen wir in der weitern Untersuchung Cn 
stetig als positiv voraussetzen und — da eine gleichzeitige Annahme 
von M, als positiv durch den ersten der eben ausgesprochenen Siitze 
erledigt erscheint — M, fiirderhin als negativ. 
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Diese Voraussetzung sagt in anderer Fassung aus, dass die Axe 

des zu Anfang der Bewegung wirkenden Totalkriiftepaares 

G, = VC? n? + M? 

nicht in den Winkelraum fallen dirfe, welcher zu eben jener Zeit 
von den in einer Verticalebene liegenden Axen der Figur und des 
Stosses gebildet wird. Aber auch ausserhalb dieses Raumes existirt 
ein Rayon, in welchem keine gerade Linie als Axe des anregenden 
Paares angenommen werden darf, wenn eine riickliufige Bewegung 
erzeugt werden soll. Ist niimlich die Componente / des Paares be- 
ziiglich der Verticalaxe dem absoluten Werthe nach grésser als dessen 
Componente Cn beziiglich der Figuraxe, so bleibt sie auch grésser 
als das Product Cn cos @ in dem rechtsseitigen Ausdruck der Gleichung 
(27) weil eben das letztere kleiner als Cn ist und hochstens fiir 
cos # = 1 gleich Cn wire. Erst dann, wenn |l| < |Cn| wird, ist an 
die Méglichkeit eines Zeichenwechsels der Geschwindigkeit o zu 
denken. 

Diese Ueberlegung giebt Veranlassung zu dem folgenden Theorem 
welches eine weitergehende Beschrinkung involvirt, als der obige 
Lehrsatz aussprach: 

Construirt man aus den beiden charakteristischen Bewegungsmomenten 
der Drehung Cn um die Axe der Figur und des horizontalen Stosses 
M, senkrecht derselben, welche die allgemeinste Bewegung eines Gyroscops 
bedingen, die Axe des wirkenden Totalkraftepaares, so giebt die Lage 
der letzteren unaweideutig dariiber Aufschluss, ob die Bewegung des 
Korpers sich stets in demselben Sinne vollzieht oder ob dieselbe riick- 
liiufig wird. Es tritt niimlich der eine oder andere Fall ein, je nach- 
dem die genannte Axe ausserhalb oder innerhalb jener (Scheitel-) Winkel- 
riume zu liegen kommt, welche gebildet werden von der Axe der Figur 
und der den Winkel zwischen dieser wnd der Verticalen halbirenden 
Geraden. 

Angenommen niimlich, es sei ® der kritische Winkel, fiir welchen 
dy 
dt 
also in der Bahn des Schwerpunktes Doppelpunkte und im Kegel der 
Figuraxe Wendekanten auftreten, so muss nach der Gleichung (27) 
L 
Cn 


die Pricessionsgeschwindigkeit ihr Zeichen wechselt, fiir welchen 


(28) cos # =< 


sein. Soll dieser Werth eine Bedeutung besitzen, so muss offenbar 
cos d, < cos a < cos a, 


oder 


l1— Cn cos % > 0, 
l— Cn cos #, < 0 
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sein, Vergleichungen welche nichts anderes sind als der Ausdruck der 
Thatsache, dass im Falle der Riickliufigkeit der Bewegung die Ge- 


Se 
schwindigkeit “*- in den extremen Stellungen des Gyroscops 
5 dt > 7 
dw oc 
( dt ), rae 
(29) 
dw 
CG r), = ee sin 4g 


entgegengesetztes Vorzeichen besitzen miisse. Da wir Cn als positiv 
und M, als negativ voraussetzen durften, muss also M, positiv werden. 
Nun bestehen zwischen den Momenten M,M, des Horizontalstosses 
zufolge der schon Ofter citirten Relationen (12), (13) die Beziehungen 


M,? = M,? + 2AP (cos 3, — cos 3), 
M, Mo sin # + Cn (cos #, — cos #) 
sin #, ‘7 sin @, ag ’ 
Nehmen wir an, es sei der absolute Werth |M,| der negativ gerichteten 
Horizontalkraft M, noch sehr gross gewesen, so ist zufolge der zweiten 


der mae Gleichungen auch a negativ und es sinkt die 
1 
: mal 


Grésse von ---,- zugleich mit dem Werthe von |M,|. Es ist aber 
1 


undenkbar, dass diese Grésse durch Null hindurch vom Negativen zum 
Positiven iibergehe: denn sin #, kann nicht unendlich und M, (nach 
der ersten der vorstehenden Gleichungen) ae Null werden. Es bleibt 


sonach keine andere Méglichkeit, als dass —<- durch das Unendliche 


das Zeichen wechsle, dass also sin 3, = pre cos A = 1 sei. Nun wurde 
friiher, im § 4, gezeigt, dass die Bedingung, es mége der drehende 
Koérper die positive Verticale passiren, gleichbedeutend ist mit der 
Bedingung, es mége die Axe G, des anregenden Momentankriaftepaares 
den Winkel #, zwischen der Figuraxe und der Verticalen halbiren. 

Wir haben demzufolge, wenn wir das Gesagte zusammenfassen, 
den Lehrsatz: 

Der Uebergang in der sphirischen Bahnlinie des Schwerpunktes 
von Curvenformen ohne Doppelpunkte in solche mit Doppelpunkten voll- 
sieht sich durch jene Curve, fiir welche der die Endlage des Gyroscops 
markirende Parallelkreis in den tiefsten Punkt der Kugel iibergegangen 
ist. Der letztere ist ein unendlich oft zu ziihlender Punkt der Curve und 
die Priicessionsgeschwindigkeit wechselt in demselben durch den Werth 
yunendlich* hindurch ihr Zeichen. 

Hat die Axe G, des zu Beginn attaquirenden Kriiftepaares die als 
Grenze gezogene Halbirungslinie tiberschritten, und befindet sie sich 
innerhalb des Winkelraumes zwischen dieser Halbirungslinie und der 
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Axe der Figur, so sind riickliufige Bewegungserscheinungen unaus- 
bleiblich. Denn fiir negatives M, ist nunmehr, wo die Stelle sin #, = 0 
oder 

M, sin 0, = M, sin # + Cn(cos #,—cos 4) = 0 
passirt ist, 

M, sin 3, = M, sin &, + Cn(cos #,—cos 4) > 0; 
es hat, da sin #, > 0, M, nothwendig positives Zeichen und es unter- 
ee ee dy dw 
scheiden sich nunmehr ( as ) und ( dt ), durch das letztere. 


Dies wird solange wiihren, bis M, = 0 wird; letztere Eventualitit 
zieht nach sich 


‘ d 
(30) 7), = 0 


M, und (<= 4 bleiben positiv, umgekehrt aber verschwindet (< . 


auch nur fiir den einzigen Werth M, = 0. Wir sehen hieraus: 

Die Doppelpunkte in der Curve, welche den Schwerpunkt eines 
Gyroscops im Raume beschreibt, gehen iiber in Riickkehrpunkte auf dem 
durch die normale Anfangslage desselben représentirten Horizontalkreis, 
sobald auf das Gyroscop eine blosse Drehung um die Figuraxe, nicht 
aber ein seitlicher Stoss eingewirkt hat. Umgekehrt erscheinen die frag- 
lichen Singularitiiten nur fiir den Fall des ,,gewdhnlichen Gyroscops“, 
indem sie die Theorie der leteteren in charakteristischer und markanter 
Weise aus der Theorie des allgemeinen Gyroscops hervortreten lassen. 

Anschliessend hieran ist deutlich: 

Die Doppelpunkte niihern sich dem Grenskreise, der durch die 
Anfangslage des Schwerpunktes bedingt ist, wm so mehr, je kleiner das 
Moment des auf das Gyroscop in dieser Anfangslage einwirkenden 
horizontalen Stosses gewéhlt ist. 

Die Thatsache, dass das Moment des in der Endlage der Figuraxe 
thiitigen Horizontalstosses M, laut der vorhergepflogenen Untersuchung 
nie Null werden kann, giebt weiterhin Anlass zur Registrirung des 
folgenden Satzes: 

Es ist fiir das ganze Problem der Bewegung eines Gyroscops un- 
miglich, dass die vom Schwerpunkte im Raume gezeichnete Curve sich 
auf den durch die tiefste Lage desselben angezeigten Grenzkreis mit 
Riickkehrpunkten aufsetze. 

Aus der Thatsache, dass die Geschwindigkeit (3 ), mit My direct 
proportional ist, folgt endlich: 

Hat ein Gyroscop im Anfange seiner Bewegung ausser einer Drehung 
um seine Axe einen seitlichen Stoss erhalten, so folgt dasselbe fiirs Erste 
jedesmal der Richtung des Stosses, wie klein auch immer derselbe gewdhlt 
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gewesen sein mige, und sein Bestreben, diese Richtung beizubehalten, 
wéichst direct mit der Intensitéit der aufgewendeten Stosskraft. 

Diesem unmittelbar einleuchtenden Satz steht ein analoger, welcher 
sich auf die Endlage der Figuraxe bezieht, gegeniiber. 


§ 7. 
Untersuchung auf Wendekanten. 


Nach den Entwicklungen der vorhergehenden Paragraphen ergiebt 
sich fiir die zwischen zwei horizontalen Parallelkreisen 3, 4, ent- 
haltene sphirische Bahneurve des Schwerpunktes bereits ein ziemlich 
deutliches Bild. Dasselbe erscheint jedoch erst dann mit befriedigender 
Schiirfe, wenn man iiber die Existenz oder Nichtexistenz von sphiirischen 
Wendepunkten orientirt ist, weil die letzteren die Art und Weise, 
wie die Curve von einem Parallelkreis aus den andern angeht, wesent- 
lich bestimmen. 

Ein solecher Wendepunkt tritt dann ein, wenn drei successive 
Erzeugende des Kegels der Figuraxe in dieselbe Ebene fallen. Schneiden 
wir also diesen Kegel mit einer horizontalen Ebene, etwa im Abstande 
1 vom Unterstiitzungspunkte; gelegen, so muss die ebene Schnitt- 
curve zu gleicher Zeit ¢ einen Wendepunkt aufweisen. In Polarcoordi- 
naten w, w, wo das letztere der Winkel der Priicession, lautet die 
Bedingung fiir das Auftreten eines solchen, durch den Parameter (10) 
wu ausgedriickt, wie bekannt 


w? (4%) 42(4"y (32). w| oe dy d@y aw | 0. 


du du ie) du*® du dw du 





Der Radiusvector w ist nun zufolge unserer Wahl der Schnittebene 
w = tg # und nach der Gleichung fiir die Priicessionsgeschwindigkeit 
(27) ist 

dy os Cn cos #—1 

du Am sin? 
Durch Differentiation dieser Gleichung und Substitution schreibt sich 
dann die obige Bedingung einfacher 


om as dy. dp @O _ doy _ 
(31) sin? cos o( 7) — o> 2-* a = (5°) 0. 

2 
Werden die Werthe von st (27) und diejenigen von -., s < aus 


der Gleichung (11) hierin eingefiihrt, so erscheint im allgemeinen 
Falle eine Gleichung fiinften Grades. Da die Discussion derselben 
zum mindesten sehr “schwierig , wenn nicht unméglich ist, so mag die 
Untersuchung auf einem andern Wege geleistet werden, in Ausfiihrung 
des folgenden Gedankens: 








os @ > 2 


w= tS 


we —& & oe 


~ 
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Sollen zu irgend einem Zeitpunkte ¢ drei successive Erzeugende 
des Kegels der Figuraxe, 2,', ¢,’ und g,’ in eine und dieselbe Ebene 
fallen, so darf die instantane Drehung 0’, welche um eine senkrecht 
zur Figuraxe gelegene Gerade wirkend 2,’ nach 2,’ iiberfiihrt, ihre 
Richtung im niachsten Zeitelemente dé nicht andern, um nicht ¢,' aus 
der Ebene 2,’ z,' heraus in die Lage 2,’ zu drehen. Es muss also 0’ 
fiir die zwei auf einander folgenden Zeiten ¢ und ¢-+ dé im Raume 
unverandert dieselbe Richtung beibehalten oder es muss, wenn die 
letztere gegen die festen Axen des Raumes x, y, 2 durch die Winkel 
O’x, O’y, O'z ausgedriickt ist, 


d cos O'a = d cos O'y = d cos O's = 0 


sein. Die Drehgrésse 0’ ist aber offenbar keine andere als die in den 
Aequator fallende Componente der instantanen Drehung 0, deren 
Componente beziiglich der Axe der Figur constant gleich n ist, 0’ 
besitzt also hinsichtlich der zwei senkrechten Hauptaxen 2’, y’ des 
Aequators die Componenten p, q der Winkelgeschwindigkeit als solche 
und es ergeben sich mittels der Neigungscosinus, wie sie eingangs des 
§ 1 schematisirt wurden, ohne Weiteres 


cos O' a7 = setts ’ 


cos Oy = Setts » Wo 0? =p? + q* bedentet. 


cos O's = feats , 
Wegen der Gleichheit der zwei Trigheitsmomente um die Hauptaxen 
x’, y fallt nun die Lage der Drehcomponente 0’ der Richtung nach 
mit der Lage der Componente G’ des Kriiftepaars beziiglich des 


Aequators zusammen und wir kénnen daher auch schreiben 


, l 
cos O'” = Ape tae, 
, F b’ +9 \ : 
cos Oy = Pet rAd » Wo G’* — A?(p?-+q’) ist. 
: ~ »” 
cos O'2 = ma Ast ‘. 


Durch Differentiation der vorstehenden Cosinuswerthe folgt nun fiir 
unsere obigen Bedingungen 

G -d(Apa +Aqb) — (Apa +Aqb) -dG =0, 

G .d(Apa’ +Aqb’) — (Apa +Aqb) -d@ =0, 

G - d(Apa"+Aqb") — (Apa’+Aqb")- dG =0 
als das Gleichungssystem, welches erfiillt sein muss, wenn drei Nachbar- 
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lagen der Erzeugenden des Figurenkegels in einer Ebene enthalten 
sein sollen. 

Durch entsprechende Combination der drei vorstehenden Gleichungen 
kann nun auf Grund des Zusammenhanges, welcher die verschiedenen 
Winkelcosinus unter sich und mit den Winkelgeschwindigkeiten p, q, n 
verkniipft, gezeigt werden, dass die Zunahmen d cos ©’ und d cos 0’ y 
zugleich mit der Zunahme d cos O'z verschwinden. 

Diese Combination soll jedoch an @ieser Stelle nicht thatsiichlich 
ausgefthrt, sondern auf einem anderen Wege verificirt werden, Setzt 
man niamlich zur Abkiirzung fiir die Neigungscosinus der Drehungs- 
axe 0’, welche auf der Figuraxe senkrecht steht, u, u’, w”, so schreibt 
sich die Bedingung des Senkrechtstehens in der Form 

ucetud+u'c’ =0. 
In die Ebene der zwei vorgenannten Axen fillt als dritte die Axe 
der instantanen Gesammtdrehung ©, was als weitere Bedingung 


u w u" 
c c c" | = 0 
ap+bqa+en ap+tUqa+ten a’ pt+b'qt e'n| 

ergiebt. Beriicksichtigt man bei der Auswerthung der Determinante, 
dass zufolge bekannter Relationen der Orthogonalitit, die wir spiiter 
unter den Formeln (47) anfiihren, 

ac —ac=b’, be —Vc=a’ u.s.w. 
und nach den kinematischen Beziehungen (2) 


” ” Ce 
a"q—b p= us. w. 
ist, so ergiebt sich 
u-de+tu-de+u’-de’ =0. 
Diese Gleichung zieht wegen des obigen Zusammenhangs der wu und ¢ 
nach sich 
c-du+c-du+c-du’' =0 


und als weitere analoge Gleichungen verzeichnen sich 
u-du+tw-duw+u’-du” =0, 
e-de+c¢-dé +c"-dce’ =0. 

Damit aus den vier letzten Gleichungen nicht die Unmiglichkeit 


du’ du’| |\du" du| |du du | 
dé dc’ * de dé} 


’ ” 


uw:wiu —e:e:c = : : 


de’ ade 

















hervorgehe, ist nothwendig, dass die drei zuletzt angeschriebenen Deter- 
minanten einzeln verschwinden. Dies zieht nach sich 


du=A-de; dw=a-de; du’ =4A-de’, 








422 ere a ga 


— Par 
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wo A einen Proportionalitiatsfactor bedeutet, welcher bis auf Lingen, 
die nicht verschwinden kénnen, gleich ist dem Quotienten aus den 
Bogenelementen , die von den Axen ©’ der Drehcomponente und 2’ der 
Figur beschrieben werden. Abgesehen also von dem Fall de =—0, 
dc =0, dc’ =0, welcher eine Riickkehrkante des Kegels der Figur- 
axe involvirt und schon im vorhergehenden Paragraphen besprochen 
wurde, kann 4 nicht unendlich werden, es verschwinden 


de 


du = => - du" 
de’ . 
(32) ; 
, de ” 
du’ = —, - du 
de 
zugleich mit du oder also mit 
aw. 4, (Ave + Aad"). 
ae = ae" (Yap are) 


Der zu differenzirende Ausdruck hiingt aber vermége der Glei- 
chungen (3) nur ab vom Neigungscosinus c” zwischen der Figuraxe 
und der Verticalen allein und seine Differentiation ergiebt leicht ftr 
ce” = cos # die Gleichung 
(33) a Aa eet 
Soll dieser Werth, fiir welchen also der Kegel der Figuraxe Wende- 
kanten besitzt, sich realisiren lassen, so muss # nothwendigerweise 
zwischen den extremen Winkelwerthen , und @, enthalten sein, gemiiss 
den Ungleichungen 

cos ®) < cos  < cos A. 

Nach der 2. Gleichung (13) liisst sich aber 7: Cn durch den Quo- 
tienten M,: Cn ausdriicken; es gilt sonach der obige Werth cos # in 
gleicher Weise fiir ein System Cn, M, der anregenden Momentankriifte, 
wie auch fiir das inverse System — Cn, — M, derselben. D. h. 

Sind in dem von der Figuraxe eines Gyroscops im Raume be- 
schriebenen Kegel Wendekanten miglich, so erscheinen dieselben, einerlei, 
ob der Kegel im einen oder anderen Sinne von der normalen Anfangs- 
lage der Figuraxe aus durchlaufen wird, stets fiir den gleichen Zeit- 
parameter. 

Da ferner die Bedingungsgleichung in cos @ linear ist, so erkennt 
man, 

dass zwischen zwei aufeinanderfolgenden extremen Lagen 3, %, 
eventuell immer nur eine einzige Wendekante auftritt. 

Nehmen wir nun fiir die folgende Untersuchung der Mdglichkeit 
des Eintrittes derartiger Singularititen die Grésse Cn der um die 
Figuraxe im Anfange thiitigen Momentandrehung als positiv an — was 
nack dem oben Gesagten keinerlei Beschriinkung bedeutet —, so 


35* 
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lauten die Ungleichungen, welche fiir die Existenz von Wendekanten 
unerlisslich sind, 


AP-Cncos # << — Ah-Cn—AP-1< AP. Cn cos 4, 


oder durch Einfiihrung der bekannten Werthe von Ah und 1 aus 


(12) und (13): 
i dali ; 
(34) — CnM,? + APM, as a, > 9, 
— CnM,? + APM, sin o, < 0. 
Man erkennt aus der ersten Ungleichung sofort eine Unmiglichkeit 
fiir den Fall, dass M, negativ ist (ebenso fiir positives M, bei negativem 
Cn). D. h. 

Liisst man in der Anfangslage der Figuraxe eines Gyroscops eine 
Drehung um diese Axe und einen senkrecht derselben zielenden horizon- 
talen Stoss einwirken, dessen Richtung derjenigen der Drehung ent- 
gegengesetzt ist, so sind aus dem Kegel der Figuraxe Wendekanten 
ausgeschlossen, wie klein auch das Moment des Stosses gegen dasjenige 
der Drehung gewihlt sein mige. 

Wirkt M, in Uebereinstimmung mit Cn im positiven Sinne, so 
sind die angedeuteten Singularitiiten méglich, ohne gerade nothwendig 
zu sein. Der factische Eintritt ist, da M, gemiiss den Gleichungen 
(13) ebenfalls mit M, positiv bleibt, nunmehr an die Erfiillung der 
Bedingungen gekniipft 
(34) AP sin #, — CnM, > 0, 

AP sin #, — CnM, < 0. 
Hieraus ist ersichtlich: 

Auch dann, wenn der Sinn der dem Gyroscop zu Anfang der 
Bewegung ertheilten Anregungsmomente iibereinstimmend gewdhlt ist, 
sind in dem Kegel der Figuraxe Wendekanten unmiglich, sobald das 
Rechteck aus den fiir die Normalanfangs- bezew. Endlage giltigen abso- 
luten Werthen jener Momente grisser bezw. kleiner ist als das Rechteck 
aus dem Moment der auf die betreffende Lage einwirkenden Schwerkriifte 
und aus dem Trigheitsmoment des Kirpers senkrecht der Axe der Figur. 

Die linken Seiten der Ungleichungen (34a) oder, eigentlich genauer, 
der Ungleichungen (34) kénnen nun in die Lage kommen, durch Null 
hindurch thre Vorzeichen zu wechseln. Fiir die letzteren ist dieser Wechse! 
zuniichst intendirt in den Fiillen M,=0, M, =0, von denen nach 
den Untersuchungen des vorhergehenden Paragraphen nur M, = 0 
einen Sinn hat und den Uebergang von Wendekanten in Riickkehr- 
kanten auf dem Grenzkegel der Normalanfangslage bedeutet. Sehen 
wir von dieser Eventualitiit ab, so sind es die linken Seiten der Be- 
dingungen (34a) welche auf Null gepriift werden miissen. 

Offenbar handelt es sich nur darum, welcher von den beiden 
Werthen zuerst durch Null hindurch gelangen kann. 








~~ 
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Nehmen wir nun an, es sei Cn =O — der Fall des conischen 
Pendels —, so sind unzweifelhaft Wendekanten ausgeschlossen. Wiichst 
Cn von Null ab, so bleibt die erste der Ungleichungen (34a) wohl 
erfiillt, wihrend es die andere fiir einen kleinen Werth der Drehgrésse 
Cn noch nicht ist; erst, wenn Cn mehr und mehr wiichst, fingt das 
zweite Glied CnM,, in welchem die Stosskraft M, durch eine der Glei- 
chungen (12), (13) gegeben ist, an, das erste Glied, welches kleiner 
ist als AP, zu iiberholen und die Ungleichung mehr und mehr zu 
realisiren. Gleichzeitig sinken aber fiir die erste Ungleichung die 
Chancen des Erfiilltseins, indem dieselbe fiir einen geniigend grossen 
Werth von Cn durch Null hindurch den Sinn umkehren kénnte. Das 
letztere fiinde statt fiir 


», _ APsin d 

Cn = M, - 
wiihrend die andere Ungleichung Berechtigung erhiilt von 
(35) Cn = AP me a 


ab. Nach den schon oft citirten Formeln (12), (13) ist nun 
M, sin 3, = My sin ® 4+ Cn (cos ®,—cos dy), 
‘ 2 € Plane OS 
M,? = M, + 2A P(cos #,—cos 4) 
Man erkennt also sofort 
APsin? 3, ~ APsin*d, : . 
M,sin®, ~ Mosin 
fiir den Fall sin 0, < sin ®, d. h. fiir das ausschliessliche Verweilen 
des Schwerpunkts des Gyroscops unterhalb des Unterstiitzungspunktes. 
l‘iir eine oberhalb des letzteren gewiihlte Normalanfangslage ist 
M, sin # SM, sin 4 
eigens zu untersuchen. Da sowohl die Stossmomente als die Sinusse 
wesentlich positiv sind, so kann man auch fragen, ob 
M,? sin? @, S M,? sin? 4, 


sel oder, durch Substitution 
M,?sin?@, $ SM? sin’? #,-+ 2A Psin*#, (cos #,—cos #,), 


M,?cos?@, +24 Psin?®, cos ®, S My? cos*#, +24 Psin?d, cos, , 


2 ) ] 23, \2 
(m, cos #, + a me Ys 5 (M, cos #, + a ; 


o> 


cos #, ist, wie sian: negativ anzunehmen. =e kann cos #, positiv 
werden oder auch negativ bleiben, wobei es jedoch absolut genommen 
stets kleiner ist als cos #). In beiden Fallen ist die linke Seite der 
letzten Form kleiner als die rechte, also wird auch hierin der Werth 
AP sin 4, :M, von Cn eher erreicht als der Werth AP sin @ : M,. 
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Wir erkennen aus diesem Verhalten das Folgende: 

Fiir den Kegel der Figuraxe vollzieht sich der Uebergang von 
Kegelformen ohne Wendckanten in solche mit Wendekanten durch einen 
Kegel, welcher in seinen Beriihrstellen mit dem durch die charakteristische 
Endlage der Figuraxe bedingten Grenzkreiskegel vier aufeinanderfolgende 
in einer und derselben Ebene enthaltene Erzeugende besitet, von denen 
zwei dem besagten Grenzkegel selbst als Erzeugende angehiren: es muss 
fiir diesen Fall das Rechteck aus den fiir die Endlage giltigen Haupt- 
anregungsmomenten von Drehung und Stoss gleich sein dem Rechteck 
aus den Momenten der Triigheit senkrecht der Axe der Figur und der 
Schwerkriiflte, welche in der Endlage auf das Gyroscop einwirken. 

Mit diesem Satze ist die Frage nach den Wendekanten des Kegels 
der Figuraxe im Wesentlichen erledigt. Es eriibrigt nur noch der 
Eroérterung einiger anderer Fragen, welche mit der ersteren im Zusam- 
menhang stehen. 

Es wire beispielsweise denkbar, dass die Fliachenstiicke des Kegels, 
welche zwischen zwei auf einander folgenden Beriihrungen mit den 
Grenzkegeln liegen, ebene oder — was dasselbe heisst — die ein- 
zelnen Curvenzweige der Schwerpunktsbahn Stiicke von Hauptkreisen 
der Kugel wiiren. Die Bedingung hiefiir wire identisch mit der 
Forderung, es mége die Gleichung (33), welche das Erforderniss fiir 
den Eintritt von Wendekanten ist, nicht nur fiir einen einzigen Werth 
von cos #, sondern identisch erfiillt sein. Letzteres ist aber, wie leicht 
gezeigt werden kann, nur mdéglich fiir die Annahme ebener Pendelbe- 
wegungen, nicht aber fiir den Fall einer allgemeinen Drehung des Gyroscops. 

Da der Schwerpunkt beziiglich der festen Axen x, y, 2 des Raumes 
die Coordinaten 

ye, ye, yer 
besitzt, so ist mit der Verneinung der vorher stipulirten Méglichkeit 
zugleich nachgewiesen, dass eine lineare Gleichung 
ectec tec’ =0, 
worin die ¢ Constante bedeuten, niemals allgemein statthaben kann. 
Ist aber Letzteres nicht der Fall, so gehért auch die abgeleitete Glei- 
chung 
ede+ dc + ede’ =0 
und mit dieser endlich riickwiirts wieder die Form 


eetecte’c’+e"=—0 


in das Bereich der Unméglichkeit. Durch directen Beweis zeigt man 
ferner, dass auch eine Gleichung 
ectecd +e’ =0, 


welche in der Horizontalprojection der vom Schwerpunkte durchlaufenen 
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Curve das Auftreten geradliniger Stiicke signalisiren wiirde, nicht erfiillt 
werden kann. Denn es miisste hiefiir 


dec 


— == const. 
de 


und nach Zuziehung der Relationen (2) 


“28 = coust. 
sein, eine Relation, welche auf Grund der Euler’schen Beziehungen 
(1) die Absurditiit c” — const. liefern wiirde. 

Der im Vorstehenden erérterte dreitheilige Beweis berechtigt zu 
dem Satze: 

Die vom Schwerpunkte eines Gyroscops beschriebenen Curvenzweige 
kinnen mit Ausnahme der bei ebenen Pendelschwingungen erzeugten 
Bigen niemals Stiicke von ebenen Curven sein. 


§ 8. 
Graphische Darstellung der verschiedenen Typen. 


Durch die Untersuchungen der vorhergehenden Abschnitte sind so 
ziemlich alle Fragen beantwortet, welche sich tiber die gestaltlichen 
Verhiiltnisse der vom Schwerpunkte des Gyroscops zuriickgelegten 
Curve doppelter Kriimmung aufwerfen lassen. Es handelt sich also 
nur darum, die verschiedenen Gleichungen und Bedingungen zu einem 
Ganzen zu verflechten und auf graphischem Wege eine Uebersicht 
iiber die verschiedenen auftretenden Typen zu construiren. 

Da die Bewegung des Schwerpunktes sich auf einer Kugel voll- 
zieht, so ist zur objectiven Darstellung der Bewegungsvorginge die 
Aufzeichnung der verschiedenen Formen der Horizontalprojection der 
Schwerpunktsbahn wohl der einzige geeignete Weg. Freilich kénnen 
durch die Methode der Projection in der neuen Curve zufallige Singu- 
laritiiten, wie Wendepunkte, da auftreten, wo sie in der Originalcurve 
fehlen. Soweit es anging, haben wir in der Zeichnung von solchen 
Zufilligkeiten Abstand genommen, so dass dieselben fiir einen Be- 
schauer, dessen Auge sich in dem oberen Theile der durch den Unter- 
stiitzungspunkt laufenden Verticalaxe befindet, den Eindruck sphirischer 
Gebilde wahren diirften. Im Texte haben wir, nachdem die genauere 
Bedingung schon des Weiteren besprochen wurde, den betreffenden 
Fall nur kurz charakterisirt; eingestreute kleinere Bemerkungen, denen 
im Vorausgehenden, um die Arbeit nicht zu weit auszudehnen, eine 
eigene Discussion nicht gewidmet wurde, lassen sich unschwer als 
richtig erweisen. 
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I. % <—- Der Schwerpunkt des Gyroscops befindet sich zu An- 
fang der Bewegung unterhalb des Unterstiitewngspunktes. 

Dann muss derselbe auch wihrend des ganzen Verlaufes der 
Drehung unterhalb des Unterstiitzungspunktes verweilen. Der durch 
die ein- fiir allemal angenommene Anfangslage #, charakterisirte 
horizontale Parallelkreis ist grésser als der Grenzkreis der Endlage @, . 

1. Cn=0; —M,=M,. 

Es wirkt zu Anfang der Bewegung keine Drehung um die Figur- 
axe, sondern nur ein horizontaler Anstoss senkrecht derselben, Die 
Axe G, des wirkenden Totalkriftepaares fillt mit der negativen Axe 
des Stossmomentes zusammen. Das Gyroscop vollfiihrt conische Pendel- 
schwingungen in einem der Stossrichtung entsprechenden Sinne, von links 
EE 6c, Wk mire, ae Fig. 1. 

2. + Cn; —M,=M, fallt. 

Die Axe G, nihert sich der positiven Hilfte der Figur von links 
nach rechts iiber die positive Richtung der Verticalen hinweg. Die 
Baknceurve des Schwerpunktes beriihrt, wie im vorhergehenden Falle, die 
beiden Grenzkreise, ohne Singularititen zu besitzen. Der Grenzkreis 
der tiefsten Lage wird mit der abnehmenden Intensitit des Stosses kleiner 
und kleiner. . . . : . pat) ie 


; , me 19” 

3. + Cn steigt; — M, = M,’ erfiillt die Bedingung (18). 

Dann halbirt die Axe G, den Winkel #, der Anfangslage der 
Figuraxe und der Verticalen. Die Curve des Schwerpunktes passirt den 
tiefsten Punkt der Kugel. Der letatere ist ein unendlich oft zu zihlender 
Doppelpunkt der Curve und durch ihn hindurch wechselt die Bewegungs- 
richtung ihr Zeichen . Te are ee ee Fig. 3. 

4, + Cn steigt;s —M,—M,’ fallt weiterhin. 

Die Axe G, ist nunmehr in den Winkelraum zwischen der eben 
genannten Halbirungslinie und der Axe der Figur eingetreten. Die 
Curve erhilt Doppelpunkte. Die durch die letateren erzeugten Curven- 
schleifen setzen sich mit ihrem stumpfen Ende auf den Grenzkreis der 
Anfangslage als den grosseren auf... . +... .. Fig. 4 

5. +Cn; —M,=—=M, = 0. 

Es findet zu Beginn der Bewegung blosse Drehung um die Axe 
des Gyroscops statt. Die Axe G, fillt in die Figuraxe. Die Doppel- 
punkte sind iibergegangen in Riickkehrpunkte auf dem horizontalen 
Parallelkreis der Anfangslage ........-.. . Fig. 5, 

6. + Cn fallt; +™M,. 

Die Axe G, kommt in den durch die positiven Axenrichtungen 
der beiden Anregungsmomente gebildeten Winkelraum zu fallen. Es 
erscheinen sphiirische Wendepunkte. . . . ... +. « Fig. 6. 
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7. + Cn fallt; ++ M, erfiillt die Bedingung (35). 

Dann sind je zwei sphirische Wendepunkte auf dem kleineren Grenz- 
kreis der Normalendlage zusammengefallen ; die Curve besitzt an diesen 
Stellen vier auf demselben Kugelhauptkreis gelegene unendlich benachbarte 
Punkte, von denen die beiden inneren sugleich dem Grenskreis an- 
Suk k's a 8 ee ee Oe Bee A Fig. 7. 

8. + Cn fallt; + M, steigt, erfiillt die Bedingung (25), um 
sodann noch weiter zu steigen. 

Dann treten wieder Curvenformen ohne Singularititen auf, welche 
durch die Ausdehnung des kleineren Grenzkreises der End’ ge immer 
mehr gegen den Grenzkreis der Anfangslage gedriingt werden, wm 
schliesslich in den leteteren selbst tiberzugehen und durch diesen hindurch 


wieder in analoger Weise gu erscheinen. . . . . . . Fig. 8. 8 
9. Cn=0; +M. S 
Konische Pendelbewegung von rechts nach links. . . . Fig. 9. 


Von nun ab wiederholen sich die Curvenziige genau in derselben 
Reihenfolge wie in den 8 vorausgehenden Fiillen, nur im entgegen- 
gesetzten Sinne beschrieben. 

10. — Cn==Cn'; M, fallt. 

Curvenatige ohne Singularitiitn ..... . . Fig. 10. 

11. — Cn = Cn’ wiichst; M, erfiillt die Bedingung (18). 

Die Curve liiuft durch den tiefsten Punkt der Kugel . Fig. 11. 

12. — Cn=Cn' wichst; M, fillt weiterhin. 

Auftreten von Doppelpunkten . . . . . «© . « « © Fig. 12. 

13. —Cn=Cn'; M, = 0°. 

Riickkehrpunkte auf dem Grenzkreis der Anfangslage . Fig. 13. 

14. —Cn=Cn’'; —M,=M,. 

Sphdrische Wendepunkte . 2 wee he ee 

15. —Cn=—Cn' faillt; —M,=—M,' erfiillt die Bedingung (35). 

Vier aufeinanderfolgende Punkte desselben Haupthreises , vow denen 
zwei zugleich dem kleineren Grenskreis angehiren . * . . Fig. 15. 

16. — Cn=Cn’' fallt; — M, = My steigt, erfiillt die Bedingung 
(25) und steigt noch weiter. 

Die Curve verliuft einfach beriihrend, nihert sich allmdhlig einem 
Kreise und kommt durch ihn hindurch in analoger Weise wie vorher 


10 
110° 


16 
or Gc ce 8 et ST ee © Fig. 16.16. 


17. —Cn=0; —™M,. 
Die Ausgangslage 1 ist wieder erreicht und der Kreislauf der 
Figurentypen beginnt von Neuem. 
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ll. & = = Der Schwerpunkt des Gyroscops befindet sich zu An- 
fang der Bewegung in der Horizontalebene durch den Unterstiitzungs- 
punkt. 

Die 16 Fille, welche hier aufgezihlt werden kénnen, unterscheiden 
sich von den vorhergehenden einzig und allein dadurch, dass nunmehr 
der durch die Anfangslage des Schwerpunktes des Gyroscops bestimmte 
horizontale Kugelkreis in den horizontalen Hauptkreis der Kugel iiber- 
gegangen ist. Die Figuren 1—16 erscheinen nunmehr nur innerhalb 
groésserer Ringe eingeschlossen, ohne im Geringsten an ihrem Charakte- 
ristikum eine Einbusse zu erleiden. 

lll. #, > — Der Schwerpunkt des Gyroscops befindet sich zu 


Beginn der Bewegung oberhalb des Unterstiitzwngspunktes. 

Die Anzahl der méglichen Curventypen wird in diesem Falle eine 
weit gréssere, als sie es fiir eine unterhalb des festen Punktes gewiihlte 
Anfangslage war, entsprechend der Thatsache, dass der Schwerpunkt 
wihrend der Drehung stets iiber der Horizontalebene durch den Unter- 
stiitzungspunkt verweilen oder diese Ebene in seiner tiefsten Lage 
erreichen oder endlich auch unter dieselbe heruntergehen kann. 

Doch kénnen nicht fiir jede der drei Hauptannahmen alle Curven- 
formen der Annahme | erreicht werden: es kommt eben diesmal ausser 
uuf die Lage der Axe G, des anregenden Gesammtkriftepaars — oder 
eigentlich der Lage der Axe G,' des § 4, deren Winkel 2u, gegen die 
Figuraxe durch G, halbirt wird — auch auf die absolute Grosse dieses 
Paares an. 

Die Bedingungen des Paragraphen 4, gemiiss welcher eine der 
Moglichkeiten hervorgerufen wird, lauteten 

G,? cos (%+2u,) + 2APS 0. 
Wir beginnen nun wieder mit der Annahme 
lI Cn=0; —M,=—M,. 
Hiefiix, fillt die Axe G, mit der Axe des negativen Horizontalstosses 
zusammen, so dass die charakteristische Axe G, sicher unter die 
Horizontalebene des Unterstiitzungspunktes zu liegen kommt und nach 
der Interpretation des § 4 die Curve veranlasst, unter diese Ebene 
herunterzugehen, wie immer auch die Intensitit von G, d. i. M,’ 
gewihlt gewesen sein mige. Die Grenskreise der conischen Pendel- 
bewegung liegen zu verschiedenen Seiten der Horizontalebene . Fig. 1. 

II. +- Cn; —M,=—M, fallt. 

Der untere Parallelkreis senkt sich, erreicht fiir die Bedingung (22) 
die zu dem Kreis der Anfangslage symmetrische Lage und kommt dem 
tiefsten Punkte der Kugel niiher und ndéher . . . . . Fig, IL. 
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Ill. + Cn steigt; — M,—M, erfiillt die Bedingung (21). 

Die Axe G, halbirt den Winkel zwischen der Anfangslage der 
Figur und der positiven Richtung der Verticalen, in welche also G,’ 
zu liegen kommt. Die Bahn des Schwerpunktes durchkreust den tiefsten 
Punkt der Kugel . & ta 8 ee Fig. Il. 

IV. + Cn steigt; — M,—M,’ fallt weiter. 

Die Curve bildet Doppelpunkte, welche unter oder iiber der Hori- 
zontalebene durch den festen Punkt erscheinen, je nachdem 


G,? cos (#,+2u,) + 2A P20 

ist. [Die erstere Curvenform kann man in die letztere, welche pro- 
jectivisch dieselbe ist, typisch leicht tiberfiihren; man hat nur ndthig, 
sich den unteren Grenzkreis iiber den horizontalen Hauptkreis herauf- 
geschoben zu denken] . . ....=.2.2.-~.+. =~. Nig. IV. i 

Vv. +Cn; —M,—=M, =0. 
Riickkehrpunkte auf dem oberen Parallelkreis der Anfangslage “ 
Fig. V. ty" 

VI. + Cn fillt; + M). 

Die Curve enthiilt Wendepunkte . . . .°. . . Fig. VI. rr 

VII. + Cn fiallt, + M, erfiillt die Bedingung (35). 

Die Wendepunkte gehen tiber in vier benachbarte Punkte desselben 
Hauptkreises, von denen immer je zwei dem (unten liegenden) Grenzkreis 
der Endlage angehiren . os Fig. VII. 

VIII. + Cn fallt; + M, steigt weiter, erfiillt die Bedingung (25), 
um sodann noch weiter zu steigen. 

Dann verliuft die Curve einfach beriihrend, indem sie sich mehr 
und mehr hebt, bis zum Grenzkreis der Anfangslage ankommt, in diesen 
tibergeht, um sich sodann in derselben Weise wieder zu senken 


Vill 
Fig. VIII. {Vine 
und fiir VIL" 
Cn=0; +M, 
neuerdings in die Bahn des sphiirischen Pendels — im umgekehrten 
Sinne wie Fig. I beschrieben — tiberzugehen und alle Curvenformen 


I—VIII in umgekehrtem Sinne zu durchlaufen. 

Aus der vorstehenden Classification mag als interessant die That- 
sache hervorgehoben werden, dass in ihr die zwei Typen IV’ und V’ 
erscheinen, welche in der Aufziihlung der fiir den Hauptfall I giltigen 
Formen gefehlt haben. 

Um die Uebersicht in der Figurentabelle zu erleichtern, wurde 
die Lage des die betreffende Form erzeugenden Momentankriiftepaars 
durch die Zeichnung der Axe G, desselben angegeben. 
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IV. = = Der Schwerpunkt des Gyroscops liegt im Anfange 
der Beweguig senkrecht iiber dem Unterstiitzungspunkte. 

Dann sieht sich der die Anfangslage charakterisirende Kreis auf 
den hichsten Punkt der Kugel zusammen. Die Curve enthiilt den letzteren 
als unendlichfachen Riickkehrpunkt, ohne jedoch sonst Singularitdten cu 
besitzen. 

Der Schlusssatz beweist sich sehr leicht: nicht nur ist ein Passiren 
des tiefsten Punktes der Kugel ausgeschlossen — wie im § 4 gezeigt 
wurde —, es versagt auch die erste der Ungleichungen (34), welche 
das Auftreten von Wendekanten anzeigen, wiihrend von den Werthen 
M, und M, des § 6 der erstere im Zeichen mit Cn iibereinstimmt, 
also dessen Vorzeichen stetig behiilt, der letztere ohnedies ein fest- 
gesetztes Zeichen besitzt — so dass die Priicessionsgeschwindigkeiten 
(> niemals durch Null, (5), niemals durch unendlich hindurch 
ihr Zeichen wechseln kénnen. Ist aber letztere Moglichkeit ausge- 
schlossen, so deutet das Unendlichwerden von 


(= Mo 


a ‘dt/, £Asn@,’ 


welches fiir #, — 2 thatsiichlich eintritt, auf Riickkehrpunkte in 
dieser Lage. 
Ilha. 
Der Kegel der Polodie. 


9. 


Sr 


Einleitung. 


Nach Poinsot kann bekanntlich die Rotation eines beliebigen 
starren Systems um einen festen Punkt versinnlicht werden durch das 
Rollen eines mit dem System verbundenen beweglichen Kegels auf 
einem im Raume construirten festen Kegel. Die beiden Kegel be- 
sitzen den festen Punkt als Spitze und ihre fiir irgend einen Zeitpunkt 
gemeinsame Erzeugende ist die instantane Drehungsaxe. Der von der 
Folge solcher Drehungsaxen gebildete bewegliche Kegel erhielt von 
Poinsot den Namen ,,Kegel der Polodie“, der von denselben erzeugte 
iumliche Kegel ,,Kegel der Herpolodic‘. Triigt man von dem ge- 
meinsamen Scheitel aus auf jeder Erzeugenden die Grosse der um die- 
selbe wirkenden Drehgeschwindigkeit als Strecke auf, so erhiilt man 
die Basen dieser Kegel, die Curven der Polodie und Herpolodie. 

Um speciell die erstere Curve zu construiren, ist also die Kenntniss 
der Componenten p, g,r der Winkelgeschwindigkeit © der instantanen 
Drehung beziiglich der drei Haupttriigheitsaxen 2’, y’, 2 des Gyroscops 
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nothwendig. r ist constant gleich m; von p und q liegt bereits eine 
Combination vor, welche durch die Zeit oder, was dasselbe ist, durch 
den Neigungswinkel @ der Figuraxe gegen die Verticale ausgedriickt 
ist, niimlich die Grésse 9? = p? + q? (4) — es ist daher, wenn man 
nicht anderweitig die Projectionen p und qg direct in Function der 
Zeit zu bilden vermag, noch eine derartige Combination nothwendig. 

In der Lottner’schen Arbeit ist nun, wie ich bereits in meiner 
friiheren Untersuchung iiber das Gyroscop zu bemerken Gelegenheit 
hatte, die Aufstellung der Componenten p,q als Functionen der Zeit 
giinzlich unterlassen worden, weil durch den allgemeinen Zusammen- 
hang, in welchem diese Gréssen mit den Euler’schen Winkeln @, 9, » 
stehen, eine Substitution der Ausdriicke fiir die letzteren Winkel in 
Function der Zeit fiusserst complicirte und uniibersichtliche Formeln 
zu Tage gefirdert hiitte. Ich habe daher in der beregten Abhandlung 
die Entwicklung mittels Polarcoordinaten g, 6 statt der rechtwinkligen 
Coordinaten p, q versucht, und es gelang, ohne viel Miihe, die fiir 
den Polarwinkel 6 = aretg q:p auftretende Differentialgleichung zu 
integriren. Dieser Gedanke, welcher wohl am einfachsten und raschesten 
zum Ziele fiihren diirfte, soll auch hier verwendet werden. Einer um- 
fangreichen Arbeit von Séderblom*), welche sich hauptsiichlich die 
Ermittelung der Werthe von p und q zum Ziele gesetzt hat, scheint 
derselbe entgangen zu sein: es werden daselbst die Formeln fiir p 
und q mittels der Einfiihrung unendlicher Reihen aufzustellen gesucht, 
eine Methode, welche, ganz abgesehen von ihrer Unbequemlichkeit an 
sich, bereits fiir den Fall des gewéhnlichen Gyroscops, in welchem 
in meiner 6fter citirten Untersuchung die Aufstellung von p und q 
sehr leicht gelang, sehr ausgedehnt und weitschweifig erscheint und 
in der That fiir den allgemeinen Fall des Gyroscops auch ein ge- 
schlossenes Resultat nicht zu liefern vermochte. Das Letztere ist aller- 
dings erreicht in einer Dissertation von Semmler**), indem daselbst 
p+ iq durch Sigmafunctionen der Zeit ausgedriickt erscheinen; doch 
mdchte die Form der Ausdriicke zu einer geometrischen Discussion 
(wie sie iibrigens dort in den Bereich der Betrachtung nicht gezogen 
wird) schwerlich geeignet erscheinen. 

Den Gedanken, den Polarwinkel 6 der Polodie einzufiihren, hat 
erst eine neuere Arbeit von Darboux**) offenbar selbstiindig wieder 


*) Ueber die Drehung eines Rotationskiérpers um einen festen Punkt. Nova 
acta soc, Upsaliensis, XII, 1884. 1—992. 
**) Reduction der Bewegung eines schweren, um einen festen Punkt seiner 
Axe rotirenden Rotationskirpers auf die elliptischen Transcendenten mit Hiilfe 
der Sigmafunctionen. Inaug. Dissert, Gittingen 1874, 30 8, 
***) Sur le mouvement d’un corps pesant de révolution, fixé par un point de 
son axe, J, de math, 1885, 403 — 430, 
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aufgegriffen. Darboux beschiftigt sich nimlich, wie bereits vor ihm 
Padova*) und Halphen*™), mit dem in den hinterlassenen Papieren 
Jacobi’s annoncirten Theorem ***), dass die Bewegung eines Gyroscops 
als solche ersetzt werden kann durch die relative Bewegung zweier 
Systeme, welche sich um den Unterstiitzungspunkt des Gyroscops als 
gemeinsamen festen Punkt ohne Einwirkung beschleunigender Krifte 
drehen. Doch scheint Darboux selbst das Bediirfniss empfunden zu 
haben, auch die absoluten Elemente der Curve der Polodie aufzustellen, 
und er bestimmt als solehe den Radiusvector @ und das Differential do 
des Polarwinkels 6, nicht aber diesen letzteren selbst, indem er sich 
begniigt, die Identitaét der Polodie mit der bei é¢iner ,,Poinsot’schen 
Rotation“ auftretenden Curve der Herpolodie zu constatiren. Sehen 
wir von den in den vorstehenden Arbeiten enthaltenen einzelnen Be- 
riihrungen mit unserem Thema ab, so wird die nachstehende analytische 
Entwicklung sowohl als auch die geometrische Discussion als neu 
gelten kénnen. 


§ 10. 
Der Radiusvector der Polodie. 

Aus r = n folgt: 

Der Kegel der Polodie besitzt eine ebene, dem Aequator parallele 
Basis, gelegen im Abstande n vom Unterstiitzungspunkte — die Polodie 
ist also eine ebene Curve. 

Wir beziehen die letztere auf ein Polarcoordinatensystem. Der 
Pol sei der Punkt Q, in welcher die ebene Basis von der Figuraxe 
getroffen wird, die Polaraxe die der Haupttrigheitsaxe des Aequators 
Ox’ parallele Gerade Qa’, der Radiusvector @ und der Polarwinkel, 
gezihlt im Sinne der anfangs erfolgenden Drehung, 6. Der Radius- 
vector @ ist offenbar nichts anderes als die bereits dfter erwiahnte 


Componente 0’ der instantanen Drehungsaxe beziiglich des Aequators 
und nach (4) 


(36) ee = p? + g = (2P cos + Aj: A. 
Fiihren wir in diese Gleichung den Werth von Ah aus der Gleichung 


(12) ein, so wird 


(36a) o? = —, + [2 P(cos ® — cos &) + M,*], 


*) Sulla rotazione di un corpo di rivoluzione pesante che gira attorno ad 
un punto del suo asse di simmetria. Atti di Torino. XIX. 1007—1016. 1884. 
**) Sur le mouvement d'un corps grave, de révolution, suspendu par un point 
de son axe. Comptes rendus. 100. 1065— 1068. 
***) a. a. O. Bd. X. p. 480 u. 481. 
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eine Grosse, welche sich stets als positiv erzeigt. Durch Einfthrung 
der Zeit ¢ oder des Parameters u aus der Gleichung (11) folgt dann 
weiter, wenn man noch fiir die Arbeitsgrésse P(cos #, — cos %,), 
welche beim Uebergang des Gyroscops aus einer extremen Lage in 
die andere auftritt, abkiirzungsweise A gebraucht, 


(36 b) = te [2.4A cos*am(u +- K) + M,?}. 


Man erkennt hieraus: 


Der Radiusvector der Polodie ist periodisch mit der Zeit und besitet 
dieselbe Periode wie der Winkel zwischen der Figuraxe und der Verti- 
calen. Er wird am kleinsten, nimlich @,, fiir die Zeiten +t = 0, 


2K 4K = a liiad = K 3K : 

ee em rOSS b 1 oe —, —— eee a 
Ne Tate , am grissten, niimlich oe, fiir t a» Die 
Polodie ist sonach ganz innerhalb zweier concentrischer Grenzkreise 
gelegen. ° 


Die Werthe von @, und g, sind 
— Mo 
ie 
(30 ore 
o = Mt = (PART MS 


In der That fallt nach unseren in § 1 getroffenen Festsetzungen 
zu Beginn der Bewegung die Hauptaxe y’ im die Verticalebene 2‘ z 
und da das Stossmoment M, ein um diese Hauptaxe wirkendes Momentan- 
kriiftepaar vorstellt, so ist die durch letzteres erzeugte Winkelgeschwin- 
digkeit der Drehung gleich dem Quotienten aus Kriiftepaar dividirt 
durch Trigheitsmoment, also g@) = M,):A, und analog auch e, = M,: A. 

Aus den letzteren Werthen folgt leicht: 

Der Radius des inneren Grenskreises der Polodie ist einzig und 
allein abhiingig von dem anfinglichen, die Figuraxe des Gyroscops 
senkrecht treffenden horizontalen Stosse und dem Triigheitsmomente des 
Korpers um eine Axe des Aequators, wnd zwar wird derselbe um so 
grisser, je grésser die Intensitiét des Stosses und je kleiner das Trdgheits- 
moment gewdhlt ist. 

Der Radius des tusseren Begrenzungskreises ist wm so grosser, je 
stiirker der dem Gyroscop ertheilte Horizontalstoss, je grisser das Ge- 
wicht des Apparates, je breiter die die Bahn des Schwerpunktes im 
Raume enthaltende Kugelzone und je kleiner wieder das Triigheitsmoment 
ist um eine Hauptaxe des Aequators. 

Die Differenz 


(38) 01 — @ = (M, — M,) 


giebt die Dicke des die Polodie umschliessenden Kreisringes an. 
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Dieser Ring ist um so breiter, je grisser das Gewicht des Gyroscops 
und je breiter die vom Schwerpunkte desselben durchlaufene Kugelzone, 
je kleiner dagegen das Triigheitsmoment um eine Hauptaxe des Aequators 
und je kleiner der auf das Gyroscop anfiinglich einwirkende Horizontal- 
stoss ist. 

Der Beweis erfolgt leicht durch Differentiation der obigen Differenz. 
Die letztere ist Null fiir M, = M, d. h. fir A=0, #, = 0: 

In dem ausgezeichneten Falle, in welchem die Figuraxe einen 
Kreiskegel um die Verticale beschreibt, erzeugt die instantane Drehungsaxe 
einen Kreiskegel um die Axe der Figur — und umgekehrt. 

g, wird Null, wenn M, verschwindet d. h. 

Besteht die Anregung, welche zu Anfang der Bewegung einem 
Gyroscop 2u Theil wird, in einer blosen Drehung um die Axe der Figur, 
mit Ausschluss jedes seitlichen Stosses, so reducirt sich der den Kegel 
der Polodie beriihrende innere Grenzkegel auf die Figuraxe selbst, so 
dass also der erstere Kegel nur von einem Kreiskegel umschlossen er- 
scheint und sich selbst in der Figuraxe unendlich oft durchsetet. Um- 
gekehrt, soll sich der innere Grenzkegel auf die Figuraxe zusammen- 
zichen, so kann dies nur fiir die gewihnliche Art, das Gyroscop durch 
Drehung um seine Axe loszulassen, ermiglicht werden. 


§ 11. 
Die Winkelgeschwindigkeit des instantanen Drehpols. 


Multipliciren wir die erste der Euler’schen Bewegungsg!eichungen 
(1) mit Aq, die zweite mit Ap und subtrahiren, so wird 


° lp lq 7 ‘ 9 Pa sat 
A’ (q “7 —p A = A(A—C)n(p?+q@*) — P(Apa* + Agqb"); 
aus den Gleichungen (4) aber folgt, wenn wieder 

rP+er=?e 
cenommen wird, 
Ag?—h 
3P 
Nun ist gdp —pdq der doppelte Inhalt des von dem Radius- 
vector @ im Zeitelemente dé iiberstrichenen Dreiecks, also fiir den 
Winkel 6 als Polarwinkel 


Apa’ + Aqb” =1 — Cnueos? =1—Cn- 


qdp — pdq = ode. 


Durch Substitution dieser Werthe in die obige Gleichung wird 


29 dé (2A—C)n 2P1+Cnh 1 
(9) dt 2A i 24° ""? 











Ueber das Gyroscop, II. 543 


und durch Einfiihrung der fiir die Constanten Ah und J in (12) und 
(13) gewonnenen Ausdriicke 


‘ dé 2A—C)n My, (CaM, — 2A P sin 4 1 
(39a) = a oA an Mal Se ae ar 

Diese Gleichung driickt die Geschwindigkeit aus, mit welcher der 
Endpunkt der instantanen Drehungsaxe d. i. der instantane Drehpol 
die Polodie beschreibt. Die rechte Seite derselben zerfallt in einen 
constanten und einen mit der Zeit periodischen Term und kann dazu 
dienen, einige wichtige Fragen iiber die Art der erzeugten Curve zu 
beantworten, zuniichst die Frage, ob die Polbewegung stets im nim- 


‘ ‘s . ae ; dco 
lichen Sinne erfolge oder auch riickliiufig sei, ob also -7; stets das- 


selbe Zeichen beibehalte oder durch 0 hindurch das Zeichen wechsle, 
Jedenfalls werden die Vorzeichen der Kraftmomente Cn und M, hierbei 
eine entscheidende Rolle spielen. Aus der Form der Gleichung (39a) 
folgt zuniichst ohne Weiteres: 

Die Curve der Polodie, welche unter dem Einflusse eines Dreh- 
momentes Cn und eines Slessmomentes M, erzeugt wird, geht, wenn 
Cn und M, gleichzeitig ihren Sinn dindern, in eine besiiglich der Polaraxe 
symmetrisch beschriebene Curve iiber , ohne im Geringsten ihren Charakter 
eu dndern. 

Auf Grund dieser Thatsache kénnen wir Cn stets als positiv, 
sonach als linksdrehend voraussetzen und nur noch zwischen einem 
positiven und einem negativen Sinne von M, unterscheiden. Der erste 
Term der rechten Seite ist dann, weil fiir jeden Kérper die Summe 
zweier Hauptiriigheitsmomente grésser als das dritte und sonach 
2A > C ist, wesentlich positiv; der zweite Term ist es entschieden 
auch, wenn 

M, > 0 CnM, < 2AP sin , 


ist. Diese Ungleichheit kann einer fhnlichen Deutung unterzogen 
werden wie die friiheren Relationen in den §§ 4 und 6, und sagt 
allgemein aus: 

Besitet der auf die Anfangslage der Figuraxe eines Gyroscops ein- 
wirkende horizontal gerichtete Momentanstoss gleichen Sinn mit der um 
die Figuraxe statthabenden Drehungsgrésse, und ist das Product aus 
diesen beiden Kraftmomenten kleiner als das Product aus dem doppelten 
Momente der auf das Gyroscop in jeder Anfangslage wirkenden Schwer- 
krifte wnd dem Trigheitsmomente um eine Axe des Aequators, so er- 
scheint die Polodie durchaus in unveriinderter Richtung beschrieben. 

Diese Beschriinkung ist noch nicht enge genug. Um dieselbe ge- 
nauer verzeichnen zu kénnen, bemerken wir, dass, falls iiberhaupt 


eine riickliiufige Bewegung eintreten sollte, die Grosse ($+) fiir die 


Mathematische Annalen. XXIX, 36 
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Endwerthe des Radiusvectors, 9, und @,, verschiedenes Zeichen be- 
sitzen muss, Unter Beniitzung der Werthe (37) folgt aber leicht 


1 1 é 
at), = am; (A — C) mM, + AP sin 9], 


(40) 
, = 9.3 [m2(4%), + (2A— C) nA|- 


do i , , l , 
Ist ( ) positiv, so muss es nothwendigerweise auch (<*) sein 
dt /o bd dt /i , 


und da @ nur fiir « = « und w = 2K — u, nicht aber ofter zwischen 
u=0O und u«=2K den gleichen Werth annehmen kann, so dass 
also eventuell nur ein Doppelpunkt in dieses Interval! fiele, so liisst 
sich behaupten: 

Stimmt der Sinn, in welchem der instantane Drehpol die Curve 
der Polodie — von der Anfangslage aus gerechnet — durchliuft, mit 
dem als positiv gewiihlten Sinne der Bewegung iiberein, so kann die 
Polodie niemals Doppelpunkte besitzen. 

Dieser Fall tritt beispielsweise immer dann ein, wenn das Moment 
des auf die Figuraxe wirkenden horizontalen Stosses positiv ist und 
die um die Figuraxe zu Beginn der Bewegung thiitige Drehung dem 
Zeichen nach iibereinstimmt mit der Differenz der Haupttriigheits- 
momente um die Axen des Aequators und der Figur. 


Ist ($3), Null, so ist noch immer ($¢), positiv. D. h. 


Falls sich die Polodie auf ihren inneren Grenzkreis der Anfangs- 
lage mit Riickkehrpunkten aufsetet, erscheint dieselbe durchaus in dem 
der positiven Drehrichtung conformen Sinne beschrieben. 

de 


Ist endlich (3), negativ, so kann die Geschwindigkeit (3 


gleichfalls negativ sein, sie kann aber auch positiv bleiben oder zu 
Null werden. Jeder dieser Fille: charakterisirt die Form der Curve in 
eigenartiger Weise, und es erscheint am zweckmissigsten, die ge- 
staltlichen Uebergiinge, wie sie durch eine Variation der Daten der 
Anfangslage hervorgerufen werden, im Zusammenhange vorzufiihren, 
iihnlich wie in der Untersuchung der Priicessionsgeschwindigkeit. 
Wihrend jedoch bei letzterer die Haupttrigheitsmomente A und C 
gleichberechtigt auftraten, ist nunmehr der erste Term der Geschwin- 


digkeit (5¢), in der Anfangslage im Zeichen wesentlich von der 


Gréssenordnung derselben abhingig. 

L 4>¢ 

Angenommen, es sei das Moment M, des Horizontalstosses dem 
Zeichen nach iibereinstimmend mit der als positiv vorausgesetzten 
Drehgrésse Cn gewihlt, so tritt, wie schon oben erwihnt, eine riick- 
liufige Bewegung nicht ein, und dies wihrt solange, als M, positiv 
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bleibt. Wird -M,—=0, so wird (4°) =o, (4%) >0. Die Ge 
schwindigkeit ~ - wechselt durch den Werth unendlich hindurch ihr 


Zeichen, sili: sich fiir diesen Fall des gewéhnlichen Gyroscops der 
innere Grenzkreis auf den Mittelpunkt zusammenzieht; letzterer ist 
ein unendlich oft zu ziihlender Doppelpunkt. — Der Uebergang stimmt 
ganz mit dem in § 6 fiir die Priicessionsgeschwindigkeit angefiihrten 
iiberein. 

Wird endlich M, negativ, M, == — M), so entscheiden fiir 


(SD, a rau A—C)n— — 


und 


d , “ : : 
(37), ar ami [M,?(A — C)n — M, AP sin & + A(2A — C) nA} 


die in den Klammern enthaltenen Ausdriicke iiber die eventuell ein- 


tretenden Vorzeichen. 


Ist zuniichst M,’ noch nahe an Null gelegen, so ist Ss), merklich 


negativ , (>), dagegen positiv — die Curve besitzt Doppelpunkte. 
Wiichst die Intensitiit von M,’, so niihern sich die beiden Geschwindig- 


keiten der Null, und es fragt sich nur, ob und wann jede derselben 
diesen kritischen Werth erreichen kann. Im ersten Falle miisste 


’ AP sin #, 
(41) M, _ (A—C) n? 
im zweiten 


3i 2pe 2 a an yes 
(42a) M,’ os AP sin & —V A? P? sin? 4, - 4A(A — C) QA C)s nA oie 


2,A—C)n 
, »__ AP sin 0, +VA® P* sin? & — 4A(A — C)(2A—C)mA 
(42b) My = : ~3(A—C)n ak ‘oh 


sein. Setzen wir die Wurzel als reell voraus, so passirt M,’, welches 
von Null an wiichst, zuerst den Werth (42a), sodann den Werth 
(42b) und schliesslich erst die Grésse (41), Ist der Ausdruck unter 
der Wurzel Null, so fallen die beiden Wurzelwerthe (42a) und (42b) 
von M,’ in einen einzigen zusammen, ist dagegen jener Ausdruck 


negativ, so kann st) nie durch Null hindurch sein Zeichen wechseln. 


D. h. unter Zuziehung kleiner Ueberlegungen: 

Fiir jedes beliebig gestaltete, in beliebiger Anfangslage befindliche 
Gyroscop existirt su jeder Grosse der um die Figuraze ertheilten Drehung 
ein bestimmter horizontaler Stoss und, umgekehrt, eu jedem vorgegebenen 
Stossmomente eine bestimmte Drehgrisse um die Eigenaxe des Gyroscops, 

36* 
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welche die Curve der Poinsot’schen Polodie zwingen, sich auf den inneren 
ihrer Grenskreise mit Riickkehrpunkten aufeusetzen. 

In analoger Weise giebt es fiir jeden vorgegebenen Horizontalstoss 
stets eine Grisse der Drehung um die Figuraxe, welche bewirkt, dass 
in der Polodie Spitzen auf dem dusseren Kreis erscheinen. 

Dagegen ist fiir eine willkiirlich angenommene Drehgeschwindigkeit 
um die Axe der Figur das Auftreten der letzteren Singularititen nur 
moglich, wenn 
(43) AP sin? #, >4A(A — C) (2A — C) n (cos 4, — cos 4,) ’ 
ist, in welchen Killen dieselben dann ihrerseits.zweimal oder nur ein 
vinziges Mal auftreten. Liir letetere Annahme ist der horizontale 
Momentanstoss gerade doppelt so klein wie derjenige, welche Spitzen auf 
dem inneren Kreis erscheinen lisst. 

Bewegt sich die Grésse M, zwischen den als reell angenommenen 
Grenzen (42a), (42b), so sind (S*) und (4°), beide negativ: die 


Curvenzweige verlaufen progressiv und wenigstens in der Nihe jener 
Grenzwerthe mit Wendepunkten. 

Hy. a<ed, 

Dieser Hauptfall ist mit dem eben behandelten zugleich erledigt. 
Denn in dem letzteren erscheinen, wenn man Cn d. i. » als negativ 
annimmt und M, wieder variirt, offenbar dieselben Curvenformen, nur 
in einer anderen Reihenfolge, und die Méglichkeiten A << C, n > 0 
und A> C, n <0 sind ja keine anderen als A> C, n < 0 und 
L>¢ @ >@ 

Die Frage nach den Doppelpunkten der Curve nahm ihren Aus- 
gang von dem zweiten Gliede der rechten Seite der Gleichung (39a). 
Dieses Glied kann nun auch Null sein, und zwar entweder fiir 
(44) M,=0, oder fiir CnM, = 2APsin 4. 

“ = const., 6 der Zeit proportional. D. h. 

Es giebt fiir jedes Gyroscop ewei und nur zwei Miglichkeiten, welche 
bewirken, dass der instantane Drehpol die Polodie mit gleichformiger 
Geschwindigkeit beschreibt. Entweder, es darf auf dasselbe gar kein 
Horizontalstoss, sondern nur eine Drehung um die Figuraxe eingewirkt 
haben, oder der seitliche Stoss M, muss mit der Drehungsgrisse Cn 
dem Sinne nach iibereinstimmen und eine Intensitit besitzen gleich der 
vierten geometrischen Proportionalen construirt aus dem Trdgheitsmoment 
des Gyroscops um eine Axe des Aequators, aus dem doppelten Moment 
der auf dessen Anfangslage einwirkenden Schwerkrifte und aus dem 
um die Figuraxe constant bleibenden Drehungsmomente. 

In der That wurde fiir den ersteren Fall in meiner Ofter citirten 
friiheren Abhandlung der Werth des Polarwinkels 6 gefunden als 


In diesem Falle wird 
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’ (2A.— C)n (24—C)n 
(45) ieee * Gute aubh. 





welcher daselbst zu verschiedenen Satzen Veranlassung gab. 
Soll in der rechten Seite der Gleichung (39a) das erste Glied 
Null werden, so muss entweder 
n=Q(Q oder 2A=C 
sein. In diesen Fallen wird 


. £2 
°- a= const., 
(46) 


} o* - do = t - const. 


D.h. Es giebt zwei und nur zwei Moglichkeiten, dass die vom Radius- 
vector der Polodie tiberstrichenen Fliichenriiume der Zeit proportional - 
seien: entweder es darf um die Figuraxe des Gyroscops gar keine 
Drehung, sondern nur senkrecht derselben ein horizontaler Stoss gewirkt 
haben, in welchem Falle die Bewegung in die des sphirischen Pendels 
iibergeht, oder es muss, wenn eine solche zugelassen wird, das Gyroscop 
in eine unendlich diinne Platte senkrecht der Figuraxe tibergegangen sein. 

Die Grosse ce wird giinzlich Null, wenn eine der Méglichkeiten 
erfiillt ist 

n=0,M,=—0; n=0, ®,=—0; n=O, & —@; 
2A=C,M,=—0; 2A=C, CnM, =—CPain 9. 

D. h. Der Poinsol’sche Kegel der Polodie geht in eine Ebene durch 
die Figuraxe und die Polodie in eine (unendlich oft zu ziihlende) 
Strecke iiber, wenn das Gyroscop ohne Bewegung um die Figuraxe 
und ohne seitlichen Stoss einem blossen Pendeln iiberlassen wird, oder 
wenn das Gyroscop in eine unendlich diinne Platte tibergegangen ist 
und entweder nur noch eine Drehung parallel dieser Platte empfingt 
oder auch gleichzeitig einen Stoss, dessen Sinn mit demjenigen der 
ertheilten Drehung iibereinstimmt und dessen Intensitiit die vierte 
geometrische Proportionale ist zwischen dem Momente der auf die 
Anfangslage der Platte einwirkenden Schwerkriifte, dem Triigheits- 
momente derselben um die Axe der Figur und der Grésse des um die 
letztere anregenden Kriftepaares, 


§ 12. 
Untersuchung der Polodie auf Wendepunkte. 


Vergleicht man die Werthe von @ und s in den vorhergehenden 


Paragraphen mit den Ausdriicken fiir die entsprechenden Polarcoordi- 
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d® 
naten V und > 


nigender Kriifte rotirenden Korpers definiren, so zeigt sich das folgende, 
zuerst von Darboux ausgesprochene Theorem*): 

Die bei der Bewegung eines schweren Rotationskirpers wm einen 
festen Punkt seiner Umdrehungsaxe auftretende Curve der Polodie be- 
sitet denselben Charakter wie die fiir eine Rotation ohne Einfluss be- 
schleunigender Kréfte construirte Curve der Herpolodie**). 

In der That, bedeuten fiir die letztere D, EZ, F und G Constante, 
welche theils von den drei Haupttriigheitsmomenten des rotirenden 
Korpers, theils von der Intensitiit des angreifenden Momentankriifte- 
paars und der Entfernung der invariablen Ebene derselben vom festen 
Punkte abhiingig sind, so sind nach der Theorie besagter Rotation 


V?=D-+ E.-sin’?am u, 


d® ’ Y 1 
ae EP +G- Hs 


welche die Herpolodie eines ohne Einfluss beschleu- 


zwei Gleichungen, welche beziiglich ihrer Form mit den Gleichungen 
(36b) und (39) iibereinstimmen. Auf Grund dieser Analogie ist die 
Frage nach den Wendepunkten in unserer Curve der Polodie identisch 
mit der Frage nach den Wendepunkten der Herpolodie Poinsot’s, Die 
letatere ist aber bereits dahin beantwortet***), dass Wendepunkte aus- 
geschlossen sind, sobald das rollende Ellipsoid, welches die Herpolodie 
erzeugt, ein Centralellipsoid, dass solche dagegen auftreten miissen, 
sobald das Ellipsoid ein Nichtcentralellipsoid ist, wiihrend Wendepunkte 
modglich sind, wenn die gedachte Fliche ersetzt wird durch ein ein- 
schaliges oder zweischaliges Hyperboloid. Die zwei ersten dieser Fille 
sind gegeben, wenn die Griéssen A, B, C, denen die Halbaxen der 
rollenden Mittelpunktsfliche proportional sind, positive Gréssen und 
als solche die drei Haupttriigheitsmomente des ohne Einfluss be- 
schleunigender Krifte rotirenden Kérpers beziiglich seines fixen Punktes 
vorstellen, bei denen die Summe zweier Momente stets grésser ist als 
das dritte; ein Nichtcentralellipsoid tritt auf, sobald die letztere Be- 
schrinkung in Wegfall kommt, und endlich ein Hyperboloid, sobald 
einer oder zwei der Werthe A, B, C negativ genommen werden. 
Zwischen den Constanten A, C, P, n, h, 1 der Rotation eines 
Gyroscops, welche in den dem obigen Proportionalititsfactor G ent- 
sprechenden Factor der Gleichung eingehen, existirt nun weder eine 
Bedingung, wie sie fiir ein Centralellipsoid giltig ist, noch lassen sich 


*) a. a. O, 427. 
**) Die erstere Bewegungsart wird von Darboux (I. c.) eine Lagrange’ sche, 
die andere eine Poinsot’sche Rotation genannt. 
***) Vgl. meine Notiz ,,iiber die Herpolodie‘. Diese Annalen XXVII. 
p. 465 —470, 
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iiberhaupt die obigen Gréssen A, B, C durch diese Constanten in 
einfacher Weise darstellen: es empfiehlt sich daher, die Untersuchung 
auf Inflexionspunkte ganz selbstiindig, ohne Anlehnung an das friihere 
Rotationsproblem, durchzufiihren. Wiahrend iibrigens fir das letztere 
Polarcoordinaten verwendet wurden, zeigt es sich nunmehr bei Weitem 
zweckmiissiger, rechtwinklige Coordinatén in Anwendung zu bringen. 
Es sind namlich die letzteren fiir einen Punkt der Polodie p, q, 

die Bedingung fiir den Kintritt eines Wendepunktes aber ist 
dp dq dq dp 


an ae ST ae 
oder auch 
dAp d*Aq dAq d* Ap 


dt dt? a °©60Coedd@=: = G 


Vermiége der Euler’schen Bewegungsgleichungen (1) und der kine- 
matischen Relationen (2) sind nun die vorstehenden Differentialquotienten 
leicht zu bilden. Es gelten ferner fiir die Neigungscosinus der Haupt- 
triigheitsaxen 2’, y’, « gegen die festen Axen x, y, z die bekannten 
9 Relationen der orthogonalen Transformation 


a=b'e OO" s weep ees 
(47) bea —aWe's-- +3 +83 & 
e=a'b"— da"; -+-+; ++. 


Vermige derselben und der zwei Integralgleichungen (4) wird die 
vorhergehende Bedingung fiir das Auftreten von Wendepunkten in, 
eine Gleichung iibergefiihrt, welche linear ist beziiglich der Variabeln 
cos #. Dies sagt zuniichst aus, dass, falls tiberhaupt Wendepunkte in 
der Curve der Poledie erscheinen, immer nur ein einziger zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Beriihrungen der Curve mit ihren Grenzkreisen ge- 
legen sein kinne. 

Der kritische Werth, fiir welchen ein derartiger singulirer Punkt 
erscheint, ist 
n _(A—C)n- [(A—C) nh—Pl|—(2A—C) P[(A—C)nl—AP| 


(48) cos ¢ = — 7p ~ [(A—C)nh—Pl]—@A—C)(A—Ojpn 


und es muss sich nothwendig wieder 

(48 a) cos #, > cos # > cos 

ergeben. Ohne auf die Méglichkeit oder Unméglichkeit dieser Un- 
gleichungen weiter einzugehen, bemerken wir, dass ftir jedes vorge- 
gebene Gyroscop und fiir jede demselben ertheilte Anregung die Relationen 
(48) unzweideutig entscheiden, ob in der Polodie Inflexionspunkte miglich 
sind oder nicht. 
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Principiell erscheinen dieselben keineswegs ausgeschlossen, weil 
eben die Constanten der rechten Seite der Gleichung (48) keiner 
wesentlichen Beschriinkung unterworfen sind und desshalb wohl so 
variirt werden kénnen, dass sie den Grenzbedingungen (48a) Geniige 
leisten, 


§ 13. 
Der Polarwinkel der Polodie. 
Fiihren wir in die Gleichung (39) den Parameter (10) «= mt 
ein und den Werth von g? in Function des letzteren, etwa auf Grund 


der Gleichungen (3b) und (11), so erscheint zuniichst durch Integration 
die Gleichung 


(2A —C)n 
6-— Uu 
2Am 


- 2Pl+ Cnh ° du 
sl 2An(2P cos #, + vf be 2P (cos #, — cos #,) 


2Posé,thk sin* am (wu -+ K) 


Nun ist aber zufolge der Relation (12) 
Ah = M,? — 2AP cos @,, 
Ah + 2AP cos #, = M,? + 24 P(cos #, — cos 4), 


also 
2P (cos #,— cos #,) 
2P cos #, +h <1. 


Wir kénnen desshalb direct setzen 


2P(cos#,— cos) 9 - 4 ° 
2P cose, +h  —* sin am (ty, x) 


O< 


oder 
2P(cos#,—cos%) 9 - 9 _ 
2P cos#, +h = x* sin*?am (ty + K, x), 


je nachdem der Bruch auf der linken Seite kleiner oder grésser ist 
als (10) 


. ae 
adieass “a —a? 
oder auch zufolge des Werthes (12) von h, je nachdem 
(49) 2A P(a, — a) SM,? 


ist. Wenn wir daher unter ic eine Grosse verstehen, welche im 
ersten Unterscheidungsfalle gleich iy, im zweiten gleich iy’ +- K ist, 
so kénnen wir beide Fille unter einen einzigen subsummiren, indem 
wir setzen 


ots ‘ 2P (a, — 
x* sin? am(ic, x) = - i — 





2Pa,+h ? 
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woraus denn hervorgeht 








sin? am (ic, x) = 2p = et ; 
(50) cos* am (ic, x) = ae + . 
1 
2am (i an LPO TA 
A? am (ic, x) = 2Pa,+h 


Auf Grund dieser Substitution schreibt sich nun die rechte Seite 
unserer Integralgleichung 
apn OA 2Pl+ Cnh : ¢ wees 
2Am = 2Pa+h 1 — x? sin? am (ic) - sin?am(w-+ K) 
| 2P1+ Cnh * ¢cotgam(ic)-Aam(ic)-du 
2Am ~ (2Pa,+h)-icotgam(ic)-Aam(ic) | J i—x? sin’am (i¢)sin?am(u-+-K) 


Das Integral der rechten Seite gehért aber in dieser Form zu 
den bekannten 16 Integralen trigonometrischen Charakters, welche 
von Jacobi in seiner Arbeit sur la rotation d’un corps gefunden 
wurde*), Soll dasselbe fihig sein, weiterhin im geometrischen Calciil, 
wie ihn unsere Untersuchung und die Aufstellung des Polarwinkels 
erfordert, verwendet zu werden, so ist unbedingt nothwendig, dass 
der vor dem Integralzeichen stehende Factor sich auf eine einfache 
Zahl zusammenziehe; andernfalls wiirde eine geometrische Repriisen- 
tation, speciell die Bildung von e’*, sin 6 und cos o hinfillig werden. 
Dieser Factor beeinflusst niimlich die beiden Terme, in welche das 
‘Integral dritter Gattung sich spaltet, indem er sich insbesondere mit 
dem zum logarithmischen Term gehdérigen Factor zu einem neuen 
Proportionalitiitsfactor zusammensetzt, und es wire denkbar, dass die 
Eigengestalt des letzteren die Weiterentwicklung nicht gestatten wiirde. 
Der reciproke Werth des ebenerwiihnten Factors wurde von Jacobi 
der einem elliptischen Integral dritter Gattung attachirte Divisor ge- 
nannt und seiner Wichtigkeit verdankt man eine eigene Untersuchung *) 
des beriihmten Analytikers, in welcher gelehrt wird, wie man fiir 
jedes Integral III. Gattung, auch fiir ein solches, welches die canonische 
Form noch nicht besitzt, entscheiden kann, ob der Divisor speciell 
den charakteristischen Werth 27 besitzt oder nicht. 

In unserem Falle, in welchem besagtes Integral bereits die Nor- 
malform hat, ist der attachirte Divisor von selbst 24; damit er es 
bleibe, ist also unerliisslich, dass der Factor D vor dem Integral- 
zeichen den Werth 1 aufweise. 





*) Gesammelte Werke. II. p. 341—342. Nr. 13, 
**) Jacobi. Nouvelle théorie de la rotation d’un corps de révolution grave 
suspendu en un point de son axe. Ges. Werke Il, 477—492. 
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Nun ist gemiiss der Gleichungen (50) und (10) 
(2 Po + h) (2 Paw + h) 


cotg?am(ic) - A?am(ic) - 4m? = A Pe, +h ; 


also wird zunichst 
| ae 2P1+ Cnh 
iVA-V2P0,+.h) (2P a +h) (2Pa + h) 

Bedenkt man nun den Zusammenhang, welcher besteht zwischen 
den Wurzeln «,, a, «@ der cubischen Gleichung (7) und deren Coeffi- 
cienten w, gegeben durch die Substitutionen (6), so ergiebt die 
Multiplication 

A(2 Pa, + h) (2 Pa, + h) (2 Pa + h) = — (Cnh + 2 Pl), 
also wird in der That 

D =1. 
Das Integral hat den Werth 
d log H(ée) 1 ' O(u+ K+ ic) 
de + 3; log O(u + K—ic’ 
sonach erhalten wir fiir den Polarwinkel 6 die Gleichung 


2A—C 1 : ie 
6) «=(“Sy"* + |-#+ gy oe Seti 


z2Am © 0,(u — tc) 


d log H (ic) 
de 


Wie man sieht, besteht der Werth von 6 aus einem der Zeit 
(= =.) proportionalen und einem derselben periodischen Glied und 


er beginnt fiir #0 mit dem Werthe 6, — 0. Setzen wir nun voraus, 
dass die Polaraxe in der Ebene der Polodie nicht fest gelegen sei, 
sondern im Sinne der anfinglichen Bewegung des Gyroscops eine mit 
constanter Winkelgeschwindigkeit 6, erfolgende Kigendrehung besitze, 


(24—C)n d log H(éc) 


(52) = +a +m — 


so kénnen wir als neuen Polarwinkel betrachten 


O,(u-+ te) 


(53) Came htm ©, (u — ie) 


ai log: 

D. h. Rechnet man den Winkel, welchen der Radiusvector @ der 
Polodie iiberstreicht, von einer Axe, welche in der Ebene der Curve im 
Sinne der anfangs erfolgenden Bewegung mit einer gleichfirmigen 
Winkelgeschwindigkeit 6, rotirt, so ist dieser Winkel mit der Zeit 
K 3k 
m? ™ 
Axe mit den Minimal- und Maszximalradienvectoren, den Radien @, 
und @, der Grenskreise zusammen. 

Da sowohl der Radiusvector @ als der Polarwinkel o’ dieselben 
Werthe annehmen fiir die Parameter u, 2K —u, 2K +u---, 80 


periodisch. Zu den Zeiten t=O, , + :+ fallt die bewegliche 
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besteht die Curve der Polodie aus unendlich vielen congruenten Zweigen 

und ein jeder solche Zweig aus zwei symmetrischen Halbeweigen. Die 

Form eines Curvenhalbeweiges bestimmt die Gestalt der ganzen Curve. 
Von besonderem Interesse sind natiirlich die Winkel, welche diese 

Zweige am Pole spannen, die Winkel 62, und 6x einer ,,ganzen“ und 

einer ,,halben Welle“, indem der Werth 

e ake 2A —C) d log H(ic) 

(54) c= K [ . > ee 

iiber die Art und Weise Aufschluss giebt, in welcher die Polodie von 

einem der Grenzkreise zum andern anliuft. Aus den Untersuchungen 


iiber die Winkelgeschwindigkeit (S*), mit welcher die Polodie be- 


schrieben wird, ist deutlich, dass 


> 
6x0 
7 
zu werden vermag. 


§ 14. 
Classification der Formen der Polodie. * 


Um eine solche zu erzielen, bedarf es nur einer Sichtung der 
in den vorhergehenden Abschnitten niedergelegten Sitze. Nun wurde 
in der Untersuchung iiber die Winkelgeschwindigkeit der Polodie ge- 
zeigt, dass fiir die letztere Curve durchaus dieselben Former erscheinen, 
einerlei, ob das Haupttriigheitsmoment des Gyroscops um die Figuraxe 
kleiner oder grésser ist als dasjenige senkrecht derselben, einerlei 
ferner, wie der Sinn der um die Figuraxe thiitigen constanien Drehung 
gewiihlt ist. Nur die Reihenfolge der Figuren ist eine andere, und 
da es uns nicht, wie bei der Bewegung des Schwerpunktes, darauf 
ankommt, die ganze Reihe der Uebergiinge bis zuriick zur Ausgangs- 
curve zu verfolgen, sondern nur alle solche, welche einen geschlossenen 
(Halb-) Turnus bilden, so setzen wir voraus 


A>C Cn > 0. 

Wir variiren iibrigens M,, und nicht Cn, weil fiir die Bewegung 
der ersteren Grésse eine viel gréssere Mannigfaltigkeit in den Ueber- 
giingen geboten wird denn fiir eine Verschiedenheit in der Wahl 
von Cn. Die nothwendigen Bedingungen sind fast alle aus dem 
Paragraphen 11 (und 13) genommen, in erster Linie die Bedingung 

I. AP sin? # > 4A(A — C) (2A — C) n (cos &, — cos 4). 

a. M,+- 

Es wird (S$), > 0, = ), > 0. Die Curve verliuft im Sinne 
der um die Figuraxe thiitigen Drehung einfach beriihrend . . Fig. a. 
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b. + M, failt. 

Ss). wichst, ($5), bleibt positiv. Die Stadien @,, @, der 
Grenzkreise nehmen ab, die Dicke @, — 9, dagegen wiichst (vgl. § 10). 
Der Ring der Polodie erweitert sich, indem der innere Grenzkreis sich 
gegen den diusseren merklich verengt. Die Curve besitet noch keine 


ee ee ee ee ee 
c. M, = 0. 
(< ), = 0, he ), > 0. Fall des gewihnlichen Gyroscops. Der 


innere Grenzkreis schrumpft auf seinen Mittelpunkt zusammen, welcher 

unendlich oft Doppelpunkt der Curve wird. In thm wechselt die Be- 

wegungsrichtung thr Zeichen . . . . +... .. + Fig.e. 
d. —M,=—™M,, klein. 


($3), <0, ($3), >0. Die Polodie erstreckt sich von der Be- 


riihrung mit dem inneren Kreis aus in einem der anfangs ertheilten 
Drehrichtung umgekehrten Sinne und bildet Schleifen, deren stumpfes 


Ende auf dem dusseren Grenzkreis ruht . . . . . . . « Fig. d. 
e. M, erreicht den Werth (42a). 

(32), < < 0, (48), = 0. Die Doppelpunkte gehen iiber in Spitzen 
auf diesem Kreise booty . Fig.e. 
f. M,’ bewegt sich wn aon ‘Werthen (42a) onl (42 b). 

(=) < o, (5 ), <0. Die Curve besitzt zunichst Wendepunkte, 


niihert sich dann mehr und mehr einer stabilen Form, nimmt von dieser 
aus in der gleichen Weise wieder riickwdrts die bereits innegehabten 
Typen an, um schliesslich mit ihren Wendepunkten dem dusseren Grens- 


f 
kreis wieder susustreben . ........... Fig if. ff 
t=] 


Dabei ist es nun ziemlich gleichgiltig, ob die soeben erwihnte 
stabile Form selbst noch Wendepunkte besitzt oder ob die Curve 
eventuell, nachdem ihre Wendepunkte gegen den kleineren Kreis an- 
gegangen sind und daselbst vier auf gerader Linie liegende benach- 
barte Punkte gebildet haben, in ihr ohne Singularitiiten verliuft. 

Definitiv entscheidet hieriiber die rechte Seite der Wendepunkts- 
gleichung (48), wenn man in diese den betreffenden Werth von M,, 


welcher offenbar ($3), zu einem Minimum machen muss d. i. 
M, = APsin 0, :(4 — C)n einfiihrt, 

g- M, erfiillt die Bedingung (42b). 

at) <0, a ), =). Die Wendepunkte sind wieder in Spitzen 
auf dem grisseren Kreis iibergegangen. . . .... . . Fig.g. 
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h. M,’ — sich zwischen den Werthen (42b) und (41). 


= *), <9, (4G s). > 0. Es erscheinen wieder Doppelpunkte von 


actin Art wie im Falled. . ... Tae 6 

Nihert sich die Intensitiit des beciesudalen Semennenian M,’ 
dem Betrage, welcher durch die Gleichung (41) dargestellt ist, so 
strebt die Curve mehr und mehr darnach, auf ihrem inneren Be- 
grenzungskreise Spitzen zu bilden. Da aber ein successives Anwachsen 
von M,’ einen continuirlichen Uebergang in den Curvenformen er- 
heischt, so miissen vorher Schleifen entstehen, deren stumpfes Ende 
diesem Kreise zugekehrt ist, und diese ihrerseits kénnen aus der 
Curvenform h nur durch ein Oval hindurch entstehen, indem der bis- 
lang negative Werth (54) ox des Winkels einer halben Welle vom 
Negativen zum Positiven durch Null hindurch wechselt. 

i. M,’ bewegt sich zwischen den Werthen (42b) und (41) und 
es ist 6g = 0. 

Die Curve ist in cin wnendlich oft zu rechnendes Oval iiber- 
0 ee ee eae er nr ee 
k. My,’ erfiillt dieselben eahdihenin und es ist 6% > 0. 

Es erscheinen Doppelpunkte und die in ihnen sich durchsetzenden 
Curvenzweige wenden dem inneren Begrenzungskreis die concave Seite zu 

GS ee OS a ae aan Fig. k. 

1, M, erreicht den Werth (41). 

de (S 

- ar) = 0, (5), > 0. Die Doppelpunkte haben sich in Spitzen 
aujuamaaaae zogen, welche auf dem inneren Kreise erscheinen. . Fig. 1. 

m. M, wiichst weiter. 


($3), > 0, (55), > 0. Die Curve verliiuft zuniichst mit Wende- 


punkten, und zwar so lange, bis die leteteren in Undulationspunkte 


tibergegangen sind, um sodann wieder einfach beriihrend aufeutreten. 
m 


patti: 6h enone ie 


m 

Nunmehr ist die Ausgangsform a wieder erreicht, wenn auch im 
umgekehrten Sinne erzeugt. Wiirde man M,' weiter wachsen lassen, 
so wiirden die Grenzkreise der Polodie grésser und grésser werden, 
wiihrend der Ring, welchen sie bilden, gleichzeitig schmaler und 
schmaler wird. Fiir M,’ = oo wiirde ein unendlich grosser Kreis als 
Polodie erscheinen und in ihm wiirde die Bewegungsrichtung ihren 
Sinn jindern, indem fiir negative M,’ oder, was dasselbe ist, fiir 
positive M, wieder die Typen auftreten, von denen wir thatsiichlich 
ausgegangen sind — der Cyklus aller mdglichen Figuren wiire ge- 
schlossen. 








556 W. Hess. 


Die Kreisbewegung, welche hier im Unendlichen angedeutet ist, 
vollzieht sich tibrigens auch im Endlichen, sobald 

M, die Bedingung (25) erfiillt. 

Diese Kreisbewegung kann sich an den Fall m anschliessen, sie 
kénnte sich aber auch in der Nihe der unter f beschriebenen Stamm- 
form zeigen — je nach der Groésse der Constanten, welche die Gleichungen 
(41), (42a), (42b) und (25) erfiillen. Da die Frage ziemlich gleich- 
giltig ist, so mag eine genauere Discussion unterbleiben, um so mehr 
als dieselbe zu Unterscheidungen in der Gréssenordnung der Con- 
stanten Anlass giibe, welche weder elegant noch wichtig genug sind, 
um aufgezeichnet zu werden. 

Interessanter dagegen ist der Umstand, dass sich leicht zeigen 
liisst, wie der auftretende Kreis eigentlich nichts anderes ist als eine 
Vereinigung von Curvenformen der Unterscheidungen e(g) und J. Es ist 
nimlich fiir cos#,— cos @, die geleistete Arbeit A= P (cos #,— cos #,) =0 
und es werden die beiden Werthe (41) und (42b) dieselben, wihrend 
(42a) zu Null wird. 


I], AP sin? #, = 4A(A — C) (2A — C) n (cos &, — cos 4,). 

Fiir diese Beziehung zwischen den in das Problem eingehenden 
Groéssen fallen die beiden Wurzelwerthe (42a) und (42b) in einen 
einzigen zusammen. [Die Parabel, welche die Variation der rechten 


Seite (40) der Geschwindigkeit (Ss ), auf Grund der Variation von M, 


darstellt, hat ihren Scheitel diesmal nicht senkrecht unter sondern auf 
der Abscissenaxe, auf welcher die Zunahme von M, bezw. M,’ gemessen 
wird]. D. h. 

Aus der Curve der Polodie fallen diesmal alle jene Formen aus, 
welche sich zwischen den beiden Curven mit Riickkehrpunkten auf dem 
diusseren Kreis gezeigt haben d. s. die Formen f, f{', f’ — die Curve 
erstreckt sich von der Form e (bezw. von der damit villig identischen 
Form g) direct in die Form h. 

Il. APsin? & < 4A(A — C) (2A — C) n (cos 0, — cos 4,). 

Die Werthe (42a), (42b) sind diesmal beide imaginiir. {Die vorher 
erwihnte Parabel liegt ganz auf der positiven Seite der Ordinaten- 
axe]. D. h. 

Es verschwinden unter dieser Annahme auch die Typen e und g 
von Curven, welche sich auf den dusseren Kreis mit Spitzen aufsetzen — 
die Curve vollzieht ihren Uebergang von der Form d (bezw. h) direct 
in das Oval i. 
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§ 15. 
Die Winkelgeschwindigkeiten der Drehung um zwei Hauptaxen 
des Aequators. 

Wahlt man unter den Haupttriigheitsaxen des Aequators die be- 
wegliche Polaraxe, welche mit der constanten Winkelgeschwindigkeit 
6, rotirt, und eine Senkrechte hinzu und bezeichnet die Componenten 
der Winkelgeschwindigkeit © der instantanen Drehung beziiglich dieser 
zwei Axen mit p’ und q’, so ergiebt sich 

p —ecosd 
qd =oesing. 


Nun ist 
ia’ — ig’ . 3 
cos o’ = * +e — O1(u-+-te) + Se—ie 
. 2V0, (w+ tc) O, (uw — ie) 
ia’ —ia' : : 
def went. a ee 


2% 21VO,(u-+ic)O,(u—ie) ’ 
also fiir den Werth (36) von @, 


o= 5 VM? + 2AA cos? am (w+ XK), 


Sie <i ee sae te ae 
(55) ies 2VO,(u+ ic) O,(u—ie) {0,(u+-ic) + 9, (u ic)}, 
q= @ {0, (u+ie) — 0, (u —ic)} 


21VO,(u+-ic)O,(u—ie) 


d. h. die Winkelgeschwindigkeiten der Drehung besiiglich zweier senk- 
rechter Hauptaxen des Aequators, welche in diesem mit einer constanten 
Geschwindigkeit 6, im Sinne der anfinglich erfolgenden Bewegung 
rotiren, sind mit der Zeit periodisch. 
Wihlit man als Coordinatenaxen dagegen jenes feste Axenpaar 
x’, y’, von welchem die Axe x gemiiss der Festsetzungen des § 1 zu 
Beginn der Bewegung mit der festen horizontalen Axe 2 zusammen- 
fallen sollte, so werden die Projectionen der Drehgeschwindigkeit © 
p =p cos (6,t) — q sin (6,2), 
q=¢q cos (6,t) + p’ sin (6,?) 
und durch Substitution 
si p= Weratis Gwaie {0,(u-+-ic) e+ 0, (u—ic)e—im"} 
5 


- a Wn a a 
1 916, (u-Fic)®,(u— te) {0, (u-+-ic)e'%!— O, (u— ie) e*e'} 
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IIb. 
Der Kegel der Herpolodie. 


§ 16. 
Die Kugelzone, welche die Herpolodie umschliesst. 


Der feste Kegel der instantanen Drehungsaxen im Raume, auf 
welchem der fiir den Kérper construirte Kegel der Polodie abrollen 
muss, um nach Poinsot das vollstiindige Bild der successiven Ueber- 
fiihrung des beweglichen Systems von einer Lage in eine beliebige 
zweite Lage zu verdeutlichen, wurde von dem genannten Autor Kegel 
der Herpolodie genaunt. Da derselbe zugleich mit dem beweglichen 
Kegel den Unterstiitzungspunkt des Gyroscops ais gemeinsames Cen- 
trum besitzt, so ist er also véllig bestimmt durch seine Basis, die 
Herpolodie, wie ja auch das Abrollen der Kegel giinzlich ersetzt 
werden kann durch dasjenige der Polodie auf letzterer Curve. 

Nun waren die Coordinaten eines Punktes der Polodie beziiglich 
der drei Haupttrigheitsaxen 2’, y’, 2’ des Gyroscops bezw. p, q, m3; es 
sind also die Coordinaten eines Punktes der Herpolodie beziiglich der 
festen Axen x,y, ¢ des Raumes 


E—ap +bq +en, 


(57) n—a'p +¥q +n, 
E=a'p+b’q+e'n. 


Wegen der Orthogonalitiit der zwei Axensysteme ist 
(58) Pt a+ e—p + at ner +n 
und also auf Grund der ersten Gleichung (4) 


2P cos #+h 


(58 a) Bp nt + hm TPO Th + ge, 
Die Coordinate € wird unter Benutzung, der Gleichung (4) 
(59) t= ut + s4-5) cos #, 


was sich durch EKinfiihrung des horizontalen Stossmomentes M (13) 
auch schreibt 


(59 a) Ps An cos as M sin 


Eliminirt man aus den Gleichungen (58) und (59) den nach (11) mit 
der Zeit periodischen Parameter cos # des Neigungscosinus zwischen 
den Axen der Figur und Schwere, so kommt 
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2 
(60) &+r+(¢— sao) 
_ AP*+An' (4 CP +hn?(A— Cc)? —2Pin(A—C) 
Ant(A—C)=  ——™~S am 


die Gleichung einer Kugel*), deren Mittelpunkt auf der Verticalen 
durch den festen Punkt im Abstande 
. , P 
(61) '?* = 
von letzterem gelegen ist: 

Die Herpolodie ist eine sphiirische Curve, gelegen auf einer Kugel, 
deren Mittelpunkt sich in der Verticalaxe durch den Unterstiitzungspunkt 
befindet und von dem letzteren eine Entfernung besitat gleich dem Maximal- 
moment der Schwerkrifte dividirt durch das Product aus der um die 
Figuraxze ertheilten constanten Drehgeschwindigkeit und der Differenz 
der Triigheitsmomente des Gyroscops wm die Hawptaxen des Aequators 
und der Figur. Je nachdem dieses Product positiv oder negativ ist, 
liegt der Mittelpunkt der Kugel unter oder iiber dem Unterstiitewngs- 
punkte. 

Durch Variation des Abstandes (61) & folgt leicht: 

Die Herpolodie liegt der Horizontalebene durch den Unterstiitewngs- 
punkt um so niher, je kleiner das Gewicht Tl des Gyroscops und der 
Abstand y von Schwerpunkt und Unterstiitzwngspunkt, je grisser die 
Intensitiéit der um die Figuraxe ertheilten Drehung ist und je niher 
das Trigheitsellipsoid des Kéorpers ani den festen Punkt der Kugel- 
gestalt kommt. 

Die Coordinate € ist mit der Griésse cos #, also mit der Zeit ¢ 
periodisch, und zwar erreicht sie ihre extremen Werthe fiir cos 4, 
und cos #,, denn es stimmen die Differenzen 


é—{,=— 24-9) (cos # — cos #,), 


i-¢$= na = (cos #, — cos #), 


weil die Differenzen der cos wesentlich positiv sind, im Zeichen 
durchaus mit dem Producte »(A— C) iiberein, so dass also € stets 
zwischen € und §, gelegen ist: 

Die Curve der Herpolodie verliiuft innerhalb zweier der Horizontal- 
ebene parallelen Kugelkreisen. 

Die Dicke der zwischen diesen gelegenen Zone betrigt 


(62) i-&= — 2 (cos #, — cos y); 


die Dicke der Kugelzone, welche die sphiirische Bahn des Schwer- 
punktes aufnimmt, war aber 


*) Wohl zuerst von Darboux bemerkt a. a. O. p. 425. 
Mathematische Annalen. XXIX. 37 
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d = y (cos #, —cos 4), 

also schreibt sich auch 

: n(A—C) @ 
(62 a) i —b a HED <. 
D. h. die Dicke der Kugelzone, innerhalb deren sich die Curve der 
Herpolodie befindet , steht zur Dicke der Kugelzone, welche die riiwmliche 
Bahn des Schwerpunktes wmschliesst, in einem constanten Verhiiltniss, 
welches unabhiingig ist vom Gewichte des Kérpers und dessen Anfangs- 
lage, und um so grisser erscheint, je grisser die Drehgeschwindigkeit 
der Axe der Figur, je kleiner das Trégheitsmoment senkrecht derselben 
und der Schwerpunktsabstand, je grisser die Kugelzone ist, innerhalb 
deren sich der Schwerpunkt bewegt, je niher endlich das Haupttrigheits- 
ellipsoid des Gyroscops der Kugelgestalt kommt. 

Da die Differenz £, — § zugleich mit dem Producte n(A—C) und 
mit (61) positiv oder negativ ist, so zeigt sich leicht: 

Je nachdem der Mittelpunkt der Kugel, welche die Herpolodie auf- 
nimmt, unterhalb oder oberhalb des festen Unterstiiteungspunkts gelegen 
ist, liegt der durch die Normalanfangs- oder Normalendlage (®, oder #,) 
der Figuraxe reprisentirte Parallelkreis naher an dem Unterstiitzwngs- 
punkte. 

Dabei kann es kommen, dass beide Parallelkreise oberhalb oder 
beide unterhalb des Unterstiitzungspunktes oder zu verschiedenen Seiten 
desselben zu liegen kommen. Aufschluss hieriiber geben die absoluten 
Werthe §, und €,, in welche die Grésse € (59 oder 59a) fiir # = 4, 
und # = @, iibergeht. 

Multiplicirt man die beiden Gleichungen (61) und (62) und be- 
achtet, dass das Product P(cos #,—cos &,) die bereits friher, § 10, 
erwihnte Grésse A der Arbeit ist, welche durch die Ueberfiihrung des 
Schwerpunktes aus einer extremen Lage in die folgende geleistet wird, 
so kann man schreiben 


(63) &—&)¢ = 4. 

Diese Relation sagt: 

Fiir jedes Gyroscop ist das Rechteck aus der Dicke der Kugelzone, 
welche die Curve der Herpolodie einschliesst, und dem Abstande zwischen 
dem Aequator der Kugel und dem Unterstiitzwngspunkte gleich der beim 
Uebergang des Kirpers von einer extremen Lage in die andere geleistete 
Arbeit, dividirt durch das Trégheitsmoment desselben senkrecht der Axe 
der Figur. 

Die hier fortwihrend auftretende Grésse n(A—C): A spielt auch 
in dem Beweise des Jacobi’schen Theorems eine grosse Rolle*). Das 


*) Darboux, a. a. O., p. 405 etc. 
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Nullwerden derselben vermége der Gleichheit A=C, welches am Schlusse 
des niichsten Paragraphen erértert wird, findet statt fir ein ganz 
specielles Gyroscop d. h. fiir ein Gyroscop, welches um einen ganz 
speciellen Punkt seiner Axe rotirt. Nach Poinsot’s théorie nouvelle de 
la rotation des corps giebt es bekanntlich im allgemeinen zwei solcher 
ausgezeichneten Punkte, in welchen das Triigheitsellipsoid des Gyroscops 
zur Kugel wird. 


§ 17. 
Horizontalprojection der Herpolodie. 


Fiir den Winkel v, welchen die Erzeugende des Kegels der Herpo- 
lodie jeweils mit der positiven Richtung der Verticalen bildet, ist 


bi 0 <t-setiies 
Ve+7F+e2 
und durch Substitution der Werthe (58) und (59) 
(64) te ae ee 





VAh + A*n? +2AP cosd 
Diese Grosse ist zugleich mit cos # periodisch und mit d@ gleich Null, 
so dass also die Herpolodie entweder die Parallelkreise beriihrt oder 
héchstens Spitzen auf den letzteren bildet. Dieselbe zeigt sich hin- 
lainglich charakterisirt, wenn noch, nachdem bereits als erster geo- 
metrischer Ort eine Kugel gefunden wurde, die Projection auf die 
Horizontalebene in ihrer Form als bekannt vorliegt. 
Die Gleichungen dieser Projectionscurve sind aber in rechtwinkligen 
Coordinaten gegeben durch die Ausdriicke von § und 9 (56), in Polar- 
coordinaten durch die Werthe des Radiusvector 


w =e + 7 


und des Polarwinkels y, dessen Differential sich durch 


dy= a (nd&—Edn) 


darstellt. Das Differential von dw ist wieder zugleich mit d@, also 
fir #—#@, und @=— 4, gleich Null, es liuft also die Horizontal- 
projection der Herpolodie wieder zwischen sgwei concentrischen Grens- 
kreisen, deren Umfiinge sie im allgemeinen (soferne nicht Spitzen au/- 
treten) beriihrt. 

Fiir dieselbe fragt es sich daher, ganz wie in den vorher gefiihrten 
Untersuchungen iiber die Curven des Schwerpunktes und der Polodie, 
ob sie stets im niimlichen Sinne beschrieben erscheint oder ob Doppel- 
punkte, eventuell Spitzen, und weiterhin wieder, ob Wendepunkte 
auftreten kénnen. Die letatere Frage erscheint hier allerdings von 
secundirem Interesse, weil das Erscheinen von Inflexionspunkten in 

37* 
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der Projection einer Curve zufilliger Art sein kann und iiber die ge- 
staltlichen Verbiltnisse der Raumcurve selbst also méglicherweise ohne 
Belang ist; die Entscheidung geschieht iibrigens, wie bei der Polodie, 
am zweckmiissigsten mittels der rechtwinkligen Coordinaten &, y, 
wiihrend fiir die Untersuchung auf Doppelpunkte die Polarcoordinaten 
w, x sich handlicher erweisen. 

Schreiben wir namlich 


o ay dAg a dAn 
Aw a; = 1 at oa 


worin zufolge der zwei ersten Gleichungen (56) 

AE = (Apa+Aqb) + Anc, 

An = (Apa +Aqb’)+ Ane 
bedeutet, so kénnen wir nach erfolgter Differentiation sowohl die 
Differentialgleichungen (1) und (3) als auch die Beziehungen (47) der 
orthogonalen ‘l'ransformation beniitzen, um die Differentialquotienten 
auf die einfache Form zu bringen 


. adAé , dAn 
5 =... cm ns —_ <9 
(65) di Pe; di Pe. 


Diese Gleichungen sagen fiir sich im allgemeinen das Folgende aus: 

Die Abscisse —§ und die Ordinate » der Herpolodie erreichen je 
ihre extremen Werthe eines Maximums oder Minimums, sobald die Figur- 
axe des Gyroscops in die durch die festen Axen (§=)ax und (y=)y der 
Horizontalebene gefiihrten Verticalebenen zu liegen kommt. 

Beachtet man, dass die rechtwinkligen Coordinaten x, y eines 
Punktes der Herpolodie gleich sind bezw. ye und yc’, so kann man 
die Relationen (65) auch in der Form schreiben 
(65) aa 
d. h. zieht man in der Horizontalprojection der Bahn des Schwerpunktes 
die Radienvectoren nach den einzelnen Punkten der Curve und in den 
entsprechenden Punkten der Horizontalprojection der Herpolodie die Tan- 
genten, so steht jede Tangente auf dem correspondirenden Vector senkrecht. 

Substituiren wir die Werthe von (65) in die Differentialgleichung 
fiir y, so kommt zuniichst 


d , 
Aw? SF = P(c+cn). 
c& ++ c’€ ist aber die Projection einer Erzeugenden des Kegels 


der Herpolodie liings der Figuraxe des Gyroscops und als solche con- 
stant gleich », also wird 


2? d ” 
Aw? <1 = P(n—c’$), 
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und wenn man c’ = cos #, sowie die Ausdriicke (59), (59a) von € 
substituirt , 


(66) A?w? s = P[{An sin? #+-Cn cos? #—1 cos #| 


respective, unter Beachtung des Werthes (13) von 1, 
(66 a) A?w a4 = Psin [An sin # + M cos @). 


dy 
dt 


muss der Werth #”, fiir welchen solches eintritt, wieder den bekann- 
ten Ungleichungen geniigen 


cos #, < cos #” < cos #,. 


Soll nun durch Null hindurech sein Zeichen wechseln kénnen, so 


Aus der Formel (66) erkennt man aber, dass die rechte Seite stets 
gleiches Zeichen behiilt, wenn bei gleichem Vorzeichen von Cn und 1 
cos # negativ, bei entgegengesetzten Vorzeichen stets positiv bleibt. 
D. h. unter Beriicksichtigung friiherer Siitze: 

Die sphérische Curve der Herpolodie (wie deren Horizontalprojection) 
kann niemals Doppelpunkte besitzen, wenn die Axe des 2u Beginn der 
Bewegung auf das Gyroscop einwirkenden Kréftepaares innerhalb oder 
ausserhalb des Winkelraumes zwischen der Aequatorebene und der Hori- 
zontalebene des Unterstiiteungspunktes fallt und gleichzeitig der Schwer- 
punkt des Gyroscops geswungen ist, entweder unterhalb oder oberhalb des 
Unterstiitzungspunktes 2u verweilen. 

Fallen diese Beschrinkungen weg, so sind Doppelpunkte denkbar, 
wenn auch ihr Erscheinen wegen der Relationen, welche #” ein- 


dy . 
77 O fiir 


# = 0 bez. #=— 2. Dies sagt, dass der Schwerpunkt des Gyroscops 
die Verticalaxe passire; nach den friiheren Entwicklungen des § 4 
kann jedoch der Winkel # nur Null werden, beziehungsweise den Werth 
ax erreichen, entweder fiir #,—0 oder fiir #— a und fir diese 
Werthe erreicht die Curve der Herpolodie ihre Grenzkreise, so dass 
statt allgemeiner Doppelpunkte Spitzen auf diesen Kreisen erscheinen. D.h. 

Sobald die Figuraxe des Gyroscops bei ihrer Bewegung im Raume 
die Verticalaxe passirt, setzt sich die sphidrische Curve der Herpolodie 
stets auf einen der sie einschliessenden Parallelkreise mit Riickkehrpunkten 
auf — und gwar auf den durch §, oder §, markirten, je nachdem das 
Passiren der Verticalen iiber oder unter dem Uniterstiitewngspunkte des 
Systems erfolgt. 

Geht die Figuraxe nicht durch die Verticale hindurch, so kann 
man trotzdem immer bewirken, dass die Herpolodie auf einem ihrer 
Grenzkreise Spitzen bildet, indem man zwischen den Constanten des 


schrinken, noch in Frage gestellt ist. Jedenfalls aber ist 
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Gyroscops, der Anfangslage desselben und des angreifenden Kriifte- 
paares eine der Relationen erfiillt sein lisst 

An sin % ++ M, cos ® = 0, 

An sin #, + M, sin 3, = 0, 

worin M,, M, die bereits ofter besprochenen Stossmomente des § 2 
sind, welche auf die Normalanfangs- und Endlage des Gyroscops ein- 
wirken. 

Sollen in der Bahneurve der Herpolodie Doppelpunkte erscheinen, 
so ist doch immer nur zwischen zwei aufeinanderfolgenden Beriihrungen 
mit den umschliessenden Kreisen ein einziger gelegen. 

Es folgt diese Thatsache, welche ganz ebenso bei der Curve der 
Polodie und der Bahn des Schwerpunktes verzeichnet wurde, daraus, 
dass die rechte Seite der Gleichung (66) ausser fiir sin ®—0O nur 
noch fiir einen einzigen Winkelwerth # =” verschwinden kann. 
Die rechten Seiten der Gleichungen (67) miissen fiir den letzteren 
offenbar entgegengesetzte Vorzeichen erhalten, und umgekehrt erscheinen 
in der Curve der Herpolodie Doppelpunkte, sobald die rechten Seiten der 
Gleichungen (67) entgegengesetzte Zeichen besitzen. 

Es kann somit diese Frage als ausgetragen gelten und zur Unter- 
suchung der Curve auf Wendepunkte iibergegangen werden. 

Die Bedingung fiir die Existenz derselben lauten in rechtwinkligen 
Coordinaten 


(67) 


dé dy —dyd§ =0 
oder unter Zuhilfenahme des Trigheitsmomentes A 
—_. 4AE AA dAn @AE _ 
‘oa aS ae 
Die ersten Differentialquotienten liegen aber durch die Gleichung (65) 
ausgedriickt vor; die nochmalige Differentiation liefert unter Beachtung 
der Relationen (3) 


PA de 
ie =——P —o P(aq-—bp), 


LRA 1 : ’ , 
tt =-+ P a an + P(a q—U'p). 
Durch Substitution schreibt sich 

F= P*p(be —b'c) — P*q(ac —ca). 

Die letzteren Differenzen der Neigungscosinus sind zufolge der 
Beziehungen (47) — a” bezw. +b” und der entstehende Ausdruck 
a’ p-+ b’p zufolge der Gleichung (4) (1 — Cnc"): A, so dass zunichst 
erscheint 


7 P? ”” 
F>S=— > (-Cne’). 
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Die rechte Seite ist aber bis auf Factoren gleich der Priicessions- 


geschwindigkeit des Gyroscops sf (27) und es wird also F verschwin- 


den, wenn av _o 
dt 

wird. Letztere Bedingung war nach § 6 das Kennzeichen dafiir, dass 

die vom Schwerpunkt des Gyroscops durchlaufene Curve Doppelpunkte 

besass, wir sehen also: 

Kinem jeden Doppelpunkte in der (Horizontalprojection der) Bahn 
des Schwerpunktes entspricht ein Paar von Wendepunkten in der Horizon- 
talprojection der Herpolodie. Letztere Singularititen treten fiir denselben 
Zeitparameter auf, fiir welchen die Bewegung in der ersteren Curve 
riickléufig wird. 

Riicken die Doppelpunkte der ersteren Curve auf die die letztere 
umgiirtenden Grenzkreise, indem sie sich in Rtickkehrpunkte verwan- 
deln, so fallen gleichzeitig die Wendepunkte der zweiten Curve auf 
die dieser charakteristischen Begrenzungskreise, was sich, da der 
Uebergang auf zweifache Weise erfolgen kann, folgendermassen aus- 
spricht: 

Einem jeden Riickkehrpunkt in der (Horizontalprojection der Bahn) 
des Schwerpunktes entspricht fiir die Horizontalprojection der Curve der 
Herpolodie eine in vier auf einander folgenden Punkten beriihrende Tan- 
gente, welche gleichzeitig den betreffenden Begrenzungskreis beriihrt, oder 
aber selbst wieder ein Riickkehrpunkt. 

Auf Grund der im Vorstehenden angestellten Untersuchungen 
diirfte die Horizontalprojection der Poinsot’schen Herpolodie hinreichend 
deutlich gekennzeichnet sein und mit ihr die Raumcurve der Herpolodie 
selbst. Es eriibrigt nur noch, einen speciellen Fall zu betrachten. 

Die Kugelzone nimlich, innerhalb welcher die Herpolodiecurve 
gelegen ist, verschwindet, wenn die Coordinate (59) € constant wird, 
und geht in einen horizontal gelegenen Kreisring iiber, indem der 
Radiusvector w der Herpolodie vermége der Relation (57) 

w= e?+t+n—e 
sich genau wie der Radiusvector g der Polodie verhilt und also zwei 
extreme Werthe w,, w, aufweist. § wird aber nach (59) constant, 
wenn cos # constant oder A = C oder n = wird. Die erstere Mig- 
lichkeit zieht bekanntlich @ = const., also w = const. und nach (66) 
auch dy: dt = const. nach sich, wihrend fiir die zwei anderen Voraus- 
setzungen diese Gréssen nicht wesentlich alterirt werden. D. h. 

Es giebt drei und nicht mehr als drei Moglichkeiten, dass die im 
allgemeinen sphdrische Curve der Herpolodie in eine ebene Curve tibergeht: 
erstens fiir den Poinsot’schen Fall der nutationsfreien Bewegung des 
Gyroscops; zweitens, wenn bei beliebiger Anregung, die dem letzteren im 





566 W. Hess. 


Anfange der Bewegung ertheilt wird, die Haupitrigheitsmomente wm 
die Axen der Figur und des Aequators einander gleich sind; drittens, 
wenn bei beliebiger Gestalt des Gyroscops auf dessen normale Anfangs- 
stellung keinerlei Drehung um die Figuraxe, sondern nur ein derselben 
senkrecht gefiihrter horizontaler Momentanstoss eingewirkt hat (conisches 
Pendel). Im ersten Falle geht die Herpolodie in einen Kreis tiber, fiir 
die anderen Voraussetzungen in eine Curve, die denselben Charakter 
hat, wie die Curve der Polodie. 

Der letztere Satz, welcher hier fiir die Curve der Herpolodie selbst 
gilt, da diese eben ist, kann allgemein auch fiir deren Horizontal- 
projection ausgesprochen werden. Es besitzen nimlich die Polar- 
coordinaten w, x dieser Projectionscurve nach § 17 dieselbe Form wie 
die entsprechenden Elemente @, 6 der Polodie gemiiss § 10 und 11, 
so dass der Darboux’sche Satz des § 12 in den folgenden verallgemeinert 
werden kann: 

Die fiir eine Lagrange’sche Rotation construirten ebenen Curven 
der Polodie und der horizontalen Projection der Herpolodie besitzen 
beide den Charakter der fiir eine Poinsotsche Rotation giltigen ebenen 
Curve der Herpolodie, indem fiir alle drei Curven die Gleichungsform 
dieselbe ist. 

Das letztere hindert natiirlich nicht, dass, wie in der That gezeigt 
wurde, die Gestalten der verschiedenen Curven sich wesentlich unter- 
scheiden kénnen, insbesondere durch das Auftreten von Wendepunkten. 

Von einer Eintheilung und einer graphischen Darstellung der 
verschiedenen Curvenformen wird hier Abstand genommen werden 
diirfen. Denn einerseits stimmen die Curven, welche zudem blosse 
Projectionen sind, mit den Gestalten der Horizontalprojection der 
Bahnen des Schwerpunktes und der Polodie wesentlich iiberein, an- 
dererseits wiirde eine genaue Unterscheidung bei der Zufilligkeit der 
gegenseitigen Lage der die Raumcurve einschliessenden Parallelkreise 
eine Ausdehnung erfordern, die nicht im Verhiltniss stiinde zur ge- 
ringeren Wichtigkeit gerade dieser Frage. 


Ill. 
Die Lage der Haupttrigheitsaxen im Raume und die Euler’sche 
Rotation. 
§ 18. 


Die neun Neigungscosinus in Functionen der Zeit. 
Von den 9 Neigungscosinus a, b,c... c’ der beweglichen Haupt- 
trigheitsaxen 2’, y’, 2 des Kérpers gegen die fest angenommenen Axen 
“x, y, 2 des Raumes sind vermége der Relationen der orthogonalen 
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Transformation drei von einander unabhingig oder es sind dieselben, 
wenn man will, alle abhingig von drei independenten Variabeln. Als 
letztere kann man, wie im § 1 bereits angedeutet wurde, die so- 
genannten ,,unsymmetrischen“ Euler’schen Winkel #, #, » wihlen, 
welche mit der Zeit ¢ durch die Differentialgleichungen (5) verkniipft 
sind. Vermdége ihres Zusammenhanges mit den besprochenen Cosinus*) 
ist die Bildung der letzteren sodann auf blosse algebraische Umformungen 
zurtickgefiihrt, 

In der That haben auch Lottner sowohl als Jacobi**) diesen Weg 
eingeschlagen und zuvérderst die Ausdriicke der #, %, m in Functionen 
der Zeit ¢ aufgestellt. Wir werfen daher die nothwendigen Rechnungen 
an dieser Stelle nicht noch einmal durchfiihren, sondern die erforder- 
lichen Resultate sogleich der Lottner’schen Arbeit entnehmen, 

Beide Autoren kamen nun zu dem Schlusse, dass es zweckmissig 
sei, nicht die Neigungscosinus zwischen den Axen 2’, y’, 2’ und a, y, # 
einzufithren, sondern diejenige zweier anderer Systeme (2’), (y’), 2 
und (x), (y), , welche aus den friiheren dadurch hervorgehen, dass 
man den Axen 2’, y’ des Aequators und x, y der Horizontalebene in 
ihren Ebenen eine Bewegung mit gleichfoérmiger Geschwindigkeit © 
und ¥ beilegt — so, dass sich die Winkelgeschwindigkeit ® in einem 
der anfinglichen Drehung entgegengesetzten, Y jedoch in einem damit 
iibereinstimmenden Sinne vollzieht. 

Nach diesen Festsetzungen ergiebt sich dann 


{z’—= (2) cos Ot + (y’/) sin OF, 
ly’ = —(’) sin Ot + (y’) cos oF, 
{c= (x) cos ¥t— (y) sin Vt, 
ly= (a) sin Wt + (y) cos Ve. 


Setzt man statt der Lottner’schen Parameter ia, und ia, 4+- K nunmehr 
ia und ib + K, und demgemiss***) 


sin? am (ia) = — — 
(68) Pena 
sin? am (tb-+- K)= Fc oe 


so sind die Winkel @ und ¥, welche von den beweglichen Axenpaaren 
je in der Zeiteinheit beschrieben werden7), 


*) Poisson; a. a, O. Nr. 378. 
**) Jacobi, Sur la rotation d’un corps de révolution grave autour d’un point 
quelconque de son axe. Ges, Werke. II, p. 493—510. 
***) Lottner, a. a. O. p. 117. 
t) ibid. p, 122 und 119, 
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yo d . d : 
® — a(e--°) —m| —_ log H (ta) ee ab log H, (id)} ? 


(69) 
d . 1 . 
Y= m}—- log H(ia) + 5 log H, (id)}. 
Die Neigungscosinus der rotabeln Systeme sollen nun zum Unterschiede 


von den Cosinus a, b, ¢ der alten Systeme mit griechischen Buchstaben 
bezeichnet werden, wie folgt: 








F(a’) | F=—(y)|o—e 
§ = (x) a of Y 
aa et # Fe 
ro 





Diese Werthe sind es, welche eingangs der Lottner’schen Arbeit 
zusammengestellt sind. Um dieselben fiir unser Problem verwenden zu 
kénnen, miissen wir nur beachten, dass wir nach den Festsetzungen 
des § 1 die Zeit ¢ von der Normalanfangslage der Axe der Figur zihlen 
und demgemiiss schon damals den Lottner’schen Parameter « um die 
Modulfunetion K vermehren mussten. Die Lottner’schen Abkiirzungen*) 
H(ia, +ia,+K) -H(ia,—ia,—K) =D, 
0 (u—ia,) =A’; O(u+ia,) = BZ, 
O(u—ia,—K)= A"; O(u+ia,+K) = B” 
schreiben sich demgemiiss bei uns folgendermassen: 
H, (¢a+7¢b) - H, (¢a—ib) = — D=A, 
(70) 0, (u+ia) = A,; 0, (w—ia,) = A,, 
8 (u+ib)=B,; © (u—ib) = B,, 


und es wird nun*) 


@- 20-0,2(u)—= —H,2(ib) [4,2 A,”] — Ha) [B,2+B,"), 
a’ 21A-0,2(u) =  H,2(ib)[.A,2—.A,2] — H? (ia) [B,2—B,*], 
B-2iA4-0,2(u) =  H,2(¢b)[4,2—A,2] + H2(éa) [B,?—B,2), 
6’. 24-0, (u) = — H,2(6d)[4,2+.4,"] — H*(éa) [B+ By], 
(71) ty’. 2A-0,2(u) = —H,2(ib)-24,A,  —H?(ia)-2B, B,, 
y- 24-0,2(u) = 2H, (ib)H(ia)[A, B, — A, B,), 
7 -2i-0,2(u) = 2H, (ib)H(ia)[A, B, +A, B,], 
a”. 2A4-0,2(u) = — 2H, (ib) H(ia)[.A, B, —A,B,], 
B’- 2i4-0,2(u) = — 2H, (ib)H (ia) [A, B, +A, B,). 








*) ibid. p. 113, 114. 
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Nachdem wir, wie erwahnt, in diesem Abschnitte der Entwicklungen 
Lottner’s und Jacobi’s folgten, kénnen wir nicht umhin, tiber die Form 
der Winkelgeschwindigkeit ©, mit welcher die Haupttrigheitsaxen 
x’, y des Aequators in ihrer Ebene gleichférmig rotiren, sowie tiber 
den Winkel @ selbst, welchen diese Axen mit der Anfangslaye N, 
der Linie der Knoten zur Zeit ¢ bilden, eine Bemerkung einzuschalten, 
betreffend den Zusammenhang mit unseren vorhergehenden Unter- 
suchungen. 

Die Componenten p, q der Drehgeschwindigkeit um 2’, y’ erfiillen 
namlich die kinematisch leicht nachweisbaren Relationen*) 


‘ dt 
pcos p —qsing=——-,, 
a9. 
dt? 
andererseits lassen sich dieselben durch den Radiusvector @ und den 
Polarwinkel 6 der Polodie darstellen als 


psin p + ¢ cos p = sin O 


Q COS 6 = p; Q sin 6 = q. 
Es wird also 
dt 
9 cos (p++ 6) = — =, 


e sin (po) sino. 

Die Gréssen auf der rechten Seite sind auf Grund der zwei ersten 
Gleichungen (5) durch cos # und sin @ algebraisch darstellbar d. i. also, 
zufolge der Gleichung (11), durch sin am (w-+K). Der Werth von 
6 setzt sich gemiiss der Gleichung (51) zusammen aus einem der Zeit 
proportionalen und einem mit ihr periodischen Term, so zwar, dass 
die auftretenden elliptischen Functionen nur von einem einzigen con- 
stanten Parameter ic abhingen. Von diesem allein wird also auch 
abhingig gemacht werden kénnen, gerade so wie ®, welches je mit 
gm durch die Relation verbunden ist 


y = ®-¢ + [periodischer Term] 


D. h. aber: 

Die constante Winkelgeschwindigkeit D, mit welcher das System der 
gleichen Haupttrigheitsaxen des rotirenden Korpers in der Aequator- 
ebene rotirend gedacht wird, sowie der Winkel » einer der Hauptaxen, 
x’, mit der Linie der Knoten, kann durch einen Ausdruck dargestellt 
werden, in welchen elliptische Functionen mit nur einem constanten 
Parameter eingehen — zum Unterschiede von den Darstellungen Lottner’s 
und Jacobi's, welche deren ewei zur Verwendung brachten. 


somerno, +, 2%... 
m m 








*) Vergl. etwa Poisson, a, a, O, Nr, 427. 
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Ohne auf den Zusammenhang weiter einzugehen, beachten wir, 
dass die analogen Gréssen Y und y~, deren letztere durch Integration 
aus den zwei ersten Gleichungen (5) nach bekauntem, von Lottner 
angewandten Verfahren*) gewonnen wird, eine entsprechende Verein- 
fachung nicht zu zeigen scheinen. 


$ 19. 


Die Elemente der Euler’schen Rotation in Functionen der Richtungs- 
cosinus des beweglichen Axensystems. 


Durch die Kenntniss der instantanen Drehgeschwindigkeit © eines 
Kérpers nach Grésse und Richtung ist man in den Stand gesetzt, fiir 
jeden Zeitpunkt ¢ die Bewegung des Koérpers aus einer Lage XK, in 
seine Nachbarlage K,4,, zu vollziehen: man hat eben nur lings be- 
sagter Axe um einen Winkel 0-dé¢ zu drehen, Will man dagegen 
den Kérper aus der Lage K, zur Zeit ¢ in eine andere, nach einem 
endlichen Zeitintervall t zu fixirenden Lage K,+, iibertiihren, so giebt 
die Kinematik zwei Wege an, dieses Ziel zu erreichen. Entweder 
man bestimmt sich die von der Folge der instantanen Drehungsaxen 
im Kérper und Raume gebildeten Kegel der Polodie und Herpolodie 
und Jasst den ersteren die Zeit t hindurch auf dem letzteren abrollen, 
oder man construirt sich jene im Raume gelegene ausgezeichnete Axe, 
um welche eine einzige Rotation endlicher Grésse geniigt, um die eine 
Lage des Systems in die andere iiberzufiihren. Die erste Methode 
riihrt von Poinsot her, die zweite verdankt man Euler. Die letztere 
ist die einfachste und natiirlichste und soll, nachdem der Poinsot’schen 
Darstellung die zwei letzten Hauptabschnitte gewidmet worden, nun- 
mehr zur Untersuchung gelangen. 

Denken wir uns zu diesem Zwecke das Gyroscop ersetzt durch 
das System seiner drei Haupttriigheitsaxen, so soll also im Raume 
durch den festen Punkt O eine gewisse Axe existiren, derart, dass durch 
Drehung um dieselbe das System aus einer ersten Lage &, y, € in eine 
zweite, §', 7’, &, gebracht werden kann. Die Neigungscosinus dieser 
Axe gegen &, 9, € seien resp. 4, u, v und die Grésse der um dieselbe 
statthabenden Drehung @; ein beliebiger ihrer Punkte habe beziiglich 
der ersterwihnten Lage die Coordinaten £, 4, £, beziiglich des anderen 
&, 7, €, dann ist einerseits 


f= ab + an +’, 
n = BE + 6+ BE, 
S=vi+ynt+7’s, 


*) a, a, O. pag. 117 u, ff. 
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andererseits aber muss jeder Punkt der Rotationsaxe unveriinderlich 
bleiben, und also die Rotationsaxe auch gegen die Axen des zweiten 
Systems unter gleichen Winkeln geneigt sein, was ergiebt 


e == §, 
7 =, 
{ =f, 


oder endlich durch Subtraction der entsprechenden Gleichungen beider 


Systeme 
0 = (a@—1)—§ + en + a”, 
O=— BE + (B—1)y + B's. 
0= ve + yn + (yr — 1). 


Diese drei Gleichungen liefern die Verhiiltnisse der Coordinaten &, y, £ 
oder, was damit gleichbedeutend ist, die Verhiiltnisse der Neigungs- 
cosinus A, w, v der Rotationsaxe ausgedriickt durch die Neigungscosinus 
zwischen den Axen des Systems in der Anfang und Endlage, «a, B, y-- 

-y’. Fiir letztere gelten wieder die Formeln der orthogonalen Trans. 
formation (47) und es kann durch deren Beachtung ohne Weiteres 
zunichst gefunden werden 


(I-a—B—y7"): (+B) : (e+), 
(72) Arury = (B+e’) :(1+fh—y"—«): (6'+y7), 
(yte’) : (+8) 3 (1—7"—a—8), 
wobei irgend eine der drei Proportionsformen genommen werden kann. 
Sollen die letzteren gleiches aussagen, so muss 
(@’+y)? = (1+a—f' —y") (1+7"—a—8), 
(B+«)? = (1+ 6 —y"—e) (l+a—f'—7"), 
(7 +8") = (1+7"—B—B) (1+ 6 —7"—2@) 
befunden werden, was in der That zufolge der Relationen (47) der 
Fall ist. Wenn aber vorstehende Ausdriicke identisch befunden werden, 
so ergiebt sich durch Quadriren aus (72) leicht 
(73) a2: w?: 0? = (1-a—f'—p"): (1+ f'—p” — a): (1+ y"—a—8)). 
Multiplicirt man hingegen die drei Proportionen (72) und beniitzt die 
Verhiiltnisse (73), so erscheint 


A:wrv = (B+e’)(y+ea’): (7 +8")(e +8): (+7) 8" +7) 
1 ’ 1 , i oe 
~_ ee ee 
Erweitert man diese Briiche mit der Differenz ihrer Nenner und bedenkt, 
dass zufolge der Beziehungen der Orthogonalitit die Differenzen 


2 pire 2 gy? See 
? B’?, «@ vy’, B a 
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alle drei einander gleich sind, so fliesst aus dieser Bemerkung das 
endgiltige Resultat 

(74) A:wiv—(y—B"):(a”—y): (B—e), 

durch welches die Richtungen der Euler’schen Drehungsaxe gegeben 
sind. Es eriibrigt deshalb nur noch, die Grésse der Rotation @ um 
dieselbe ebenfalls durch die Cosinus «, 8, y auszudriicken. 

Beschreibt man zu diesem Zwecke um den Unterstiitzungspunkt 0 
des Gyroscops eine Kugel vom Radius 1 und bezeichnet die Durch- 
stosspunkte der Axe der Rotation und einer Hauptaxe z. B. € in der 
alten und neuen Lage bezw. mit R, Z, Z’ so bilden R, Z, Z’ ein 
gleichschenkliges sphirisches Dreieck, in welchem R die Spitze ist mit 
dem Winkel @ als eingeschlossenem Winkel. Halbirt man den letzteren 
durch einen gréssten Kugelkreis, so ergiebt sich aus einem der recht- 
winkligen sphirischen Dreiecke 


cy, 
. @o . ZZ ° LZ 
sin ry = sin 2 : Sin RZ, 





also 


sin? © — sin? * : (1— cos’? RZ) 
_ - , 


indem ja der Winkel Z2’ gleich # ist. cos RZ ist aber der Neigungs- 
cosinus v und 2 sin? : ist gleich 1 — cos # = 1 — y’, also wird 
ne 
™ 6 ~~ ees" 
und ahnlich, durch 6, w und a’, A ausgedriickt, (1— B*) : 2(1 —w?) 
bezw. (1 — a’) : 2(1—A?). 
Um den Werth von v? einzutiihren, muss derselbe vorerst aus der 
Proportion (73) in seiner absoluten Grésse dargestelli werden. Der 
Proportionalitatsfactor N der letzteren aber findet sich aus 


N+ u?-+v2) =3 — (e+ 6'+7’) 


als 

(75) N=—4—(14a+'+7"), 
und es wird nach leichter Reduction erhalten 

(76) 4 sin? > = 4—(1+a+f'+y")=N 
und 

(77) 4 cos? > = l+e+/'+y7" = M. 


Durch eine der vorstehenden Grissen N, M ist die Grésse der Drehung 
@, welche um die Euler’sche Rotationsaxe statthaben muss, um die 
Haupttrigheitsaxen des Gyroscops von einer Lage &, y, € in eine 
andere Lage &', 7, € iiberzufiihren, durch die Neigungscosinus, welche 
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die Axen in diesen Lagen mit einander bilden, gegeben. Durch diese 
Grésse driickt sich auch der Proportionalitiitsfactor Z aus, mit welchen 
die Cosinus 4, uw, v der Proportion (74) multiplicirt werden miissen, 
um den Differenzen der Cosinus @, B, y der rechten Seite gleich zu 
werden, Durch Quadriren und Addiren folgt niimlich aus genannter 
Proportion unter Anwendung der schon oft genannten Formeln (47) 
der Orthogonalitiit leicht 


L=YMN=2sino 


und es werden also schliesslich die absoluten Werthe der Neigungs- 
cosinus der Rotationsaxe 


mo. 2 
a 2sin@’ 
iL 
e™=  Tsne’ 
_ = 
¥—™ oan 
§ 20. 


Die symmetrischen Euler’schen Winkel. 


Wie durch den Namen im Vorstehenden bereits angedeutet, riihrt 
der Gedanke, durch Drehung um eine endliche Amplitude lings einer 
bestimmten Axe ein bewegliches System aus einer Anfangslage in eine 
Endlage iiberzufiihren, von Euler*) her. Doch sind dessen Entwick- 
lungen fiir die Herleitung der Elemente der kritischen Rotation in 
Functionen der Neigungscosinus der die zwei verschiedenen Lagen 
markirenden rechtwinkligen Axensysteme ausschliesslich auf Formeln 
der sphirischen Trigonometrie gegriindet und deswegen complicirt und 
wenig handlich. Dagegen diirfte der von uns eingeschlagene Weg, der 
in ihnlicher Weise, aber auf viel breiterer Grundlage von Stieltjes **) 
verwendet wurde, an Kiirze nichts zu wiinschen iibrig lassen. Die 
Werthe der Euler’schen sogenannten ,,symmetrischen Winkel“ selbst 
haben eine mannigfache Behandlung und Umformung erfahren, die 
durchgreifendste wohl von Rodrigues***), 

Will man nimlich erreichen, dass sowohl die Quadrate 4*, u?, v? 
als die Cosinus 4, uw, v selbst einen gleichen Nenner oder, was das- 


*) Theorie der Bewegung fester oder starrer Kirper. Uebers, von Wolfers, 
1883. p. 571—594, 

**) Note sur déplacement d'un systéme invariable dont un point est fixe. 
Archives néerlandaises. XIX. p. 372—390. 1884. 

***) Val, hieriiber Cayley: Report of the solution of certain special problems 
of dynamics. Rep. of the Brit. Ass, 1862. p, 184—253. 


a 
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selbe ist, die Proportionen (73) und (74) den niimlichen Proportionalitiits- 
factor besitzen, so miissen statt A, uw, v drei andere diesen proportionale 
Gréssen 4’, w’, v’ eingefiihrt werden. Setzt man 4=/f’', w=—fy’, 
v= fv’, so heisst nun der Proportionalititsfactor der Proportion (73) 
f?.N und fiir (74) fY MN und es ergiebt sich aus 


(P?N=fYMN, 
pa 
t—-% — cotg +> 
(?N = M=—4 co =, 


also fiir die neuen Variabeln 4’, w’, »’: 


Vm Ate, 
(78) w =—ptg >, 
vy =vig + 


Die Formeln (73) und (74) lassen sich dann in leichtverstindlicher 
Abkiirzung in folgendes Schema einpassen: 








‘2 2g 2 
(79) AE A 
uy 
tle py" Laat py" 1-647"), 
cidadnigll A en eee 





Umgekehrt werden die 9 Neigungscosinus der Axen aus den Elementen 
4, w, v, @ der Euler’schen Rotation durch das analoge Schema dar- 
gestellt: 








BY 

(80) Bg y¥ 

a” By” 

(1--a'2@—w'2@—"? 2 (A'y'+’) 2(A'v'—n') 
Tippy | Meo) 1-Te so" e424) |, 
(vate) = Awa) 1a p40"? 

wobei 
(81) 1 22 4 p24 9’? = sec? 2 


ist. Es wiire sonach thunlich, statt der Neigungscosinus der zwei 
orthogonalen Axentripel iiberhaupt die drei Gréssen 4’, uw’, v’ in das 
Problem der Rotation als unabhiingige Variable einzufiihren, oder also 
statt der ,,unsymmetrischen“ Euler’schen Winkel #, p, ~ die ,,sym- 
metrischen“, wie 4’, w, v genannt werden. In der That wurde die 
Untersuchung in dieser Weise von Cayley aufgegriffen (a. a. O.). Cayley 
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zeigte niamlich, dass die Winkelgeschwindigkeiten p,q, r um die 
Hauptaxen eines rotirenden Kérpers, welche von den Neigungscosinus 
der Hauptaxen gegen die Axenlage zu Beginn der Bewegung und 
somit also auch von 4’, w’, v’ abhiingen, in Function der letzteren 
Gréssen und der Zeit durch folgende Gleichungen gegeben siad 


ap-dt= dd’ +dy—wdyr, 
(82) “q:-dt=—vd’¥+ d+ dr, 
wr-di= pd’—ddw+ dy, 


worin 
2x =1+4+24?+4?+ v? 

bedeutet. Die Integration erfordert jedoch schon fiir die Bewegegung 
eines Kérpers ohne Einfluss beschleunigender Krifte Hilfsmittel, welche 
es kaum zweifelhaft lassen diirften, dass die Bestimmung der Gréssen 
a’, uw’, v’ auf diesem Wege sich nicht so einfach vollzieht wie durch 
die Methode der directen Aufsuchung der 9 Neigungscosinus mit nach- 
folgender Substitution derselben in die Gleichungen des Schemas (79). 
Zudem besitzt man ausser der Behandlungsweise, wie sie Jacobi und 
Lottner den beiden lésbaren Problemen der Rotation haben angedeihen 
lassen, noch eine sehr einfache Methode, die bewegten Neigungscosinus 
in Functionen der Zeit zu bilden. Dieselbe, wohl zuerst von Weier- 
strass angegeben*), verschmiht die Einfiihrung der Euler’schen un- 
symmetrischen Winkel #, », m, welche auch unsere Arbeit im An- 
schlusse an Lottner und Jacobi zur Verwendung brachte;.sie stiitzt sich 
auf den Zusammenhang zwischen den 9 Cosinus «, B, y und den Winkel- 
geschwindigkeitscomponenten p, g, 7 um die Hauptaxen, indem sie nach- 
weist, dass es, sobald die letzteren aus den Euler’schen dynamischen 
Gleichungen durch die Zeit ausgedriickt sind, nur noch einer einzigen 
Integrsiion bedarf, um sodann aus der erhaltenen Integralgleichung 
und dem Zusammenhange, welcher einerseits zwischen den 9 Neigungs- 
cosinus unter sich, andererseits zwischen diesen und den Componenten 
P,q,% besteht, simmtliche Cosinus durch die Zeit ¢ ausgedriickt zu 
erhalten auf Grund rein algebraischer Umformungen. Dieser charakte- 
ristische Gedanke wurde in der oben citirten Abhandlung von Semmler 
zur Ausfiihrung gebracht. Wenn wir gleich im Nachfolgenden keinen 
Gebrauch von demselben machen, so geschieht es einmal, um nicht 
das Band zu zerreissen, welches unsere Untersuchungen an die Arbeiten 
von Lottner und Jacobi kniipft, und weiterhin, weil die Formeln fiir die 
Neigungscosinus, die in den letzteren niedergelegt, die denkbar giinstigste 
Gestalt besitzen, um sie in die Ausdriicke fiir 4, u,v, @ einzufiihren 
und diese auf Formeln zu reduciren, welche an Kinfachheit die der 








*) Vergl. Hoffmann-Natani, Mathem. Wirterbuch. Titel ,,Rotation. 
Mathematiache Annalen. XXIX. 38 
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Cosinus selbst bei Weitem iibertreffen. Wir wihlen ferner auch die 
Elemente 4, uw, v, @, und nicht die accentuirten Gréssen Rodrigues’, 
weil dieselben, fiir unsere Zwecke auf eine eigene Weise abgeleitet, 
durch ihre Gestalt zu einer Substitution fast geeigneter erscheinen 
diirften. 


§ 21. 
Die Elemente der Euler’schen Rotation in Functionen der Zeit. 


Die Relationen des § 19 gelten allgemein fiir zwei Systeme &, », £ 
und &’, 7’, &, deren Axen zu Anfang auf einander gelegen waren. Die- 
selben kénnen nicht a priori auf die Theorie des Gyroscops iibertragen 
werden in der Weise, dass man zur sofortigen Bildung der Ausdricke 
in den rechten Seiten der Beziehungen (73) bis (77) schreiten kénnte. 
Denn abgesehen davon, dass die Haupttriigheitsaxen 2’, y', 2’ unseres 
drehenden Kérpers keineswegs mit den festen Axen des Raumes 2, y, 2 
zu Beginn der Bewegung sich deckten, gelten ja die Lottner’schen 
(und Jacobi’schen) Formeln der 9 Neigungscosinus gar nicht fiir diese 
Systeme selbst, sondern fiir zwei Systeme (2’), (y’), 2 und (qa), (y), 2 
mit gleichformiger Eigendrehung. 

Diese beiden Schwierigkeiten sind aber rein kinematischer Natur 
und kénnen leichterdings behoben werden. Es bedarf zuniichst, da 
nach den Poisson’schen Festsetzungen des § 1 zur Zeit 0 die Hauptaxe 
x mit der festen Horizontalaxe « zusammenliegt und die Figuraxe 2 
in der Verticalebene yz gegen die positive z-Axe nnter einem Winkel 
#, geneigt ist, nur einer Drehung von der Amplitude 4, in einem der 
Winkelziihlung der @ entgegengesetzten Sinne lings der gemeinsamen 
Axe xa’ (der Anfangslage N, der Linie der Knoten), um die Coincidenz 
herzustellen. 

Wenn nun die Axen 2, y des festen Systems in ihrer Horizontal- 
ebene im Sinne der urspriinglichen Bewegungsrichtung eine Drehung 
mit gleichférmiger Winkelgeschwindigkeit Y annehmen, so involvirt 
dies in keiner Weise einen Einfluss auf das System der Hauptaxen — 
es werden die Daten der letzteren beziiglich des Raumes eben nicht 
gegen ein absolut festes, wohl aber fiir jeden Zeitpunkt ¢ als fest zu 
betrachtendes Coordinatensystem gemessen. Das letztere, im § 18 von 
uns mit (x), (y), ¢ bezeichnet, ist nichts anderes als das System &, », § 
der zwei letaten Paragraphen, 


(q)= 8, (YY)—4, e=—6. 


Die Bedingung, es mégen die Hauptaxen 2’, y’ in der Aequatorebene 
mit einer Winkelgeschwindigkeit ® entgegengesetzt der urspriinglichen 
Bewegungsrichtung rotiren, hat hingegen wieder eine Veriinderung 
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der Lage des Korpers zur Folge. Die Axen 2’, y’, 2 des letzteren sind 
iibergefiihrt nach 
@)=%, Y=, # =f. 

Die zu Beginn der Eigenbewegungen ¥ und ® coincidirenden Systeme 
—&,7,§€ und &’, 7’, € stimmen nur noch in den Axen € und € iiberein, 
wihrend die Paare §, y und &', 7 aus ihren Anfangslagen in der 
Horizontalebene gedreht sind. Um dieselben wieder zur Deckung zu 
bringen, wird man im Sinne der Winkelziihlung in der Horizotalebene eine 
Drehung um die gemeinsame Richtung ££ von der Grésse + ¥ wirken 
lassen miissen: durch dieselbe werden &’, 4 bezw. nach &, n tibergefiihrt. 

Denkt man sich nun fiir die jetzt auf einander liegenden Systeme 
die Kuler’sche Rotationsaxe den Richtungscosinus 4, u, v gemiiss con- 
struirt und um dieselbe eine Drehgrésse @ thiitig, so werden die Axen 
&’, 7’, & aus der mit den Axen &, ny, € gemeinsamen Lage &, y, € in die 
wirkliche der Zeit ¢ entsprechende Lage gedreht, fiir welche sie mit den 
Axen &, , € die Lottner’schen Werthe der 9 Neigungscosinus aufweisen. 
A, uw, v, o kénnen jetzt in der oben ausgefiihrten Weise durch die letzteren 
ausgedriickt werden; sie erweisen sich wie diese selbst mit der Zeit 
periodisch. Erinnern wir uns, dass die vorausgegangenen vorbereiten- 
den Drehungen #) und (®-+-).é¢ constant bezw. der Zeit proportional 
sind und mit der Drehung @ zu einer einzigen Drehung Q um eine 
Axe P nach kinematischen Gesetzen sich zusammensetzen lassen, so 
kinnen wir sagen: 

Fiir jedes beliebig gestaltete Gyroscop, welches unter dem Einflusse 
eines belicbig gewiihlten Momentankrdaftepaares wm seinen Unterstiiteungs- 
punkt zu rotiren gezwungen ist, giebt es eine bestimmte durch diesen 
Punkt laufende Axe P des Raumes, liings welcher eine einzige Drehung 
von der Amplitude Q vorgenommen werden kann, um das Gyroscop von 
seiner Anfangslage t=O in die fiir den beliebigen Zeitpunkt .t = t 
giltige Lage tiberzufiihren. 

Diese Drehung ist diquivalent drei successiven Rotationen. Sie 
besteht 1. aus einer Drehung um die Anfangslage der Linie der Knoten 
mit einer Amplitude %,, unabhiingig von der Zeit — 2. aus eimer 
Drehung um die nunmehr vertical gerichtete Axe der Figur mit einer 
Amplitude (®-+-Y).t, proportional der Zeit — 3. aus einer Drehung 
um die Euler’sche Axe 4, w, v der Rotation mit einer Amplitude a, 
periodisch mit der Zeit. 

Aus diesen drei Drehungen kann in der That die Drehung Q zusam- 
mengesetzt werden. Es lassen sich uimlich nach einem bekannten 
Satze der Kinematik zwei endliche Rotationen um zwei sich schneidende 
Axen jederzeit durch eine Rotation um eine einzige Axe ersetzen, 
welche mit den vorigen ein Dreikant derart bildet, dass die an den 
ersteren gelegenen Fliichenwinkel gleich sind den halben daselbst auf- 


38* 
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tretenden Drehungsamplituden, wiahrend der an der neuen Axe gebildete 
Flichenwinkel zum Aussenwinkel die halbe neue Amplitude besitzt. 
Wendet man die gedachte Operation zweimal an, so kann die Drehung 
Q aus den Elementen #,, (0+ 'Y)¢, @ leicht auf synthetischem Wege 
construirt werden. 

Wollte man dieselbe analytisch darstellen, so wiirden natiirlich in 
die Formeln ausser #, die constanten Geschwindigkeiten und ¥ (69) 
eintreten und hiedurch dieselben uniibersichtlich und unschén gestalten. 
Gerade dieser Grund aber war es, weshalb Jacobi sowohl als Lottner 
in ihren Untersuchungen iiber Rotationsprobleme von anfangs gewahlten 
Axensystemen abgingen und statt deren rotable neue Systeme zur 
Kinfiihrung brachten. Mit demselben Rechte begniigen wir uns mit der 
Aufstellung des periodischen Theils der Euler’schen Rotation d. h. der 
Gréssen A, wu, v,@ — sind doch dann nach dem im Vorhergehenden 
Gesagten die absoluten Daten derselben unter Zuhilfenahme der Werthe 
#, und (0+ )# als véllig bestimmt anzusehen. 

Wir bilden zunichst auf Grund der Tabelle (71) der Neigungs- 
cosinus die Summe und Differenz der Gréssen @ und f’, 
(83) (+f) - 46,?(u) = — H? (ia) (B+ BY), 

(@—B)-A@2(u) = —H,2(ib)[4,2+-4,?] 

und analog 
(1--y”)-40,7(u) =H, (¢a-+-ib)H , (ta—ib) O,?(w)4-H,7(tb).A, A,--H*(ia) B, B,. 
Nach bekannten Formeln der elliptischen Functionen*) gelten nun die 
Gleichungen 
A, A, .0°7(0)= 0, (u-+ia) 0,(u—ia) .07(0) = 0 ,?(w) O? (ia) — H,?(w) H? (ia), 
B, B,.0°(0)=0 (u-+ib)O (w—ib).0?(0) = 0, ?(w)O,2(tb) —H,? uw H,?(id), 

A.0?(0) =H, (ta+-¢b)H, (ta —id).07(0) = 0°(tb) H, ?(¢a) — H*(ia) O,? (ab), 
also wird 

4.0,?(u) — A, A,.H,?(¢b) + B, B,H (ia) = 0 

und durch Substitution in 1 +- »” 
(1+y”’)-40,?(u) = — 2H? (ta) B, B,. 








(84) ” 9 © . 
(1—y”)- A0,2(u) = —2H,2(ib).A, Ay. 
Durch Addition und Subtraction der 4 Formeln (83) und (84) schreibt sich 
Ys. on H*(sa)(Bi+ By]? 
+e oy = —~ Hi @a-+ ib) Ha — ib) OF(m)” 
esl H°(ia)[B,— BJ? 
i L—-a—B+Y = Hiia-+id) H,Ga— ib) Op)? 
OO) ite—f— ve ate 
? H, Ga +ib) H,@a—ib) O,*(u)? 
eae er Sa H,*(ib)[.A, —.A,]? 


“Hy (ia + ib) H, (@a — ib) 6,2(u) * 


*) S. etwa die Zusammenstellung von Enneper, ellipt. Functionen, p. 108. 
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Nach der Proportion (73) verhalten sich aber die drei letzteren auf 
der linken Seite befindlichen algebraischen Summen wie die Quadrate 
der Richtungscosinus der Euler’schen Rotationsaxe, also verhalten sich 
umgekeh rt 


(86) A: wv =H, (id)[4,-+ Ay] : dH, (ib) 4, —A,] : H(Ga)[B,—B,] 
oder durch Wiedereinfiihrung der 0-Functionen, welchen die Gréssen 
A und B nach (70) gleich gesetzt waren, 


(87) A:u:v=H, (tb)[O,(u+ia) + 0, (u—ia)| 

. : #H, (¢b) (0, (u+ia) — O,(u—ia)] 

: H (éa)[O (u+ib) —O (w—ib)). 
Man erkennt aus der Form dieser continuirlichen Proportion im Gegen- 

satze zu der Gestalt der Werthe (71) der Neigungscosinus, 
dass die Richtungscosinus der Axe des periodischen Theils der 
Euler’schen Rotation ein viel einfacheres Gepriige zeigen als die 
periodischen Richtungscosinus der beweglichen Hauptaxen des 
Gyroscops gegen die gleichfirmig rotirenden Coordinatenaxen 
der Horizontalebene, indem erstere nur je von einem, letstere 
dagegen von zwei constanten Parametern abhiingig sind. 

In der That kann man ja den Factor H(ia) in die beiden ersten, 
H,(ib) in den letzten Term der rechten Seite (87) durch Division 
hineinlegen; hiedurch zeigt sich augenscheinlich: 

Der Richtungscosinus zwischen der Axe des periodischen Theils der 
Euler’schen Drehung und der invariablen Axe der Schwere ist individuell 
verschieden von den Richtungscosinus gwischen jener Axe und den 
rotabeln Axen der durch den Unterstiiteungspunkt laufenden Horizontal- 
ebene, verschieden nimlich durch den constanten Souter, welcher in 
den Werth eines jeden derselben eingeht. 

Fir die Grésse der Amplitude @ erhalten wir unter Befolgung 
der Relation 

o H?(¢a)(B, + By]? 
Beto’ > —-— % Ruepie da = ye Ow) 
und durch Radicirung 
(88) See Sw tH (¢a) [O(w+sb) + O(w—1d)] | 





z ©, (u) VH,(¢a+- 0d) H, (6a — 2b) 
Vermiége des Systems der Gleichungen (87) und (88) ist das Ziel des 
letzten Abschnittes nun vollstiindig erreicht. 

Vergleicht man noch die Form der ebenbezeichneien Resultate mit 
den Ausdriicken Jacobis, in seiner bekannten Arbeit ,,sur la rotation 
d’un corps“ fiir die Cosinus derjenigen Neigungswinkel aufgestellt,*) 
welche die Haupttrigheitsaxen eines ohne Kinfluss beschleunigender 


*) a a. O. p. 293. 
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Krifte rotirenden Kérpers mit den Axen des dortigen rotablen Coordi- 
natensystems bilden, so gelangt man zu nachfolgendem Theorem, 
welches ein Seitenstiick bildet zu dem Jacobi’schen Theorem von der 
Ersetzbarkeit einer Lagrange’schen Rotation durch zwei Poinsot’sche 
Rotationen : 

Die periodischen Elemente der Euler’schen Rotation, durch welche i 
ein unter dem Einfluss beliebiger Momenthkrifte sich drehendes Gyroscop 
aus einer ersten Lage in eine endlich davon verschiedene Lage tiber- 
gefiihrt werden kann, besitzen denselben Charakter wie die periodischen 
Elemente, welche die Lage der Haupttrigheitsaxen’ eines ohne Einfluss 
diusserer Krdfte rotirenden Korpers im Raume bestimmen. 

Wie bei dem genannten Jacobi’schen Theorem 

entsprechen sich die invariable Horizontalebene des Gyroscops 
und die invariable Ebene des den rotirenden Korper afficirenden 
Momentankriiftepaars, die invariable Richtung der Schwere und 
die invariable Axe dieses Paares, endlich die gleichfirmige 
Eigenbewegung der Coordinatenaxen in den invariablen Ebenen. 


Miinchen, im Januar 1887. 








Bemerkung zu den desmischen Tetraedern. 


Von 


F. Caspary in Berlin. 


Bildet man aus vier ganz beliebigen Gréssen a, B, y, 0 die Summen 
und Differenzen und setzt: 
a+B=a, aty=a, a+d—a’, 
a—Bp=b, «—y=v, a—d=J", 
y+d=c, B+d0=—¢, B+ry=e, 
y—O=d, B—d—=—d, B-—y=", 
so bestehen die folgenden Beziehungen: 
2a =a+b+e+d, 2a°=—a+b+ce—d, 
2b) =a+b—c—d, 2b°—a+b—c+d, 
2c0 —a—b+t+ec—d, 2c’ =a—b+c+4d, 
2d =a—b—c+d, 2d’=—=a—b—c—d, 


(1) 


und: 
(3) 2(?@+-P+y+0)=—7 +P +P 4+P—a?+b?+¢%?+ a? 
=@?+P?+c2?+ da". 

In der Analysis treten die Gréssen a, b,...,d” als die Argumente 
im Jacobi’schen Fundamentaltheorem der Thetafunctionen auf, und 
in der Zahlentheorie liefern sie die Zerlegungen einer Zahl 4.N in die 
Summe von vier Quadraten. Auch in der Geometrie haben diese 
Gréssen eine einfaclic Bedeutung. Wenn man nimlich unter « = 0, 
B=0, y=0, 8d=0 die Gleichungen von vier beliebigen Punkten 
versteht, so stellen a=0, b=0O,...,d” =O ebenfalls Punkte dar 
und diese dreimal vier Punkte sind die Ecken von drei desmischen 
Tetraedern. Der Beweis dieser Behauptung ist sehr leicht. Aus (1) 
folgt unmittelbar: 


a—@=—b4+V=]-e+¢e= d+d—", 
a—V=—b+t+ad= e+d=—= d+ce=—e’, 
a—¢€= bt+d—=]-—-ce+a@d= d4+v=0', 
a—d= b+e= c+0——d+a—a’, 


(4) 
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und diese Gleichungen setzen in Evidenz, dass die Geraden: 


aa, bb, ec, dd a’ 
*, ow veh , sich in © schneiden , 
ac, bd, ca, db b” 

ad, be, cb, da a” 

und beweisen somit die vierfache Perspectivitit der beiden Tetraeder 
abed und a'b'c'd. Die vier Perspectivitiitscentra a”, b”, c’, d’ bilden 
ein drittes Tetraeder, welches, wie sich durch blosse Vertauschung 
von 0 mit y und # ergiebt, mit den Tetraedern abcd und a'b'c'd 
ebenfalls in vierfacher Perspectivitiit steht, und zwar so, dass die bez. 
Perspectivititscentra keine andern Punkte als die Ecken der Tetraeder 
a'b’e'd’ und abed sind. Desshalb befinden sich, nach der von Herrn 
Stephanos eingefiihrten Bezeichnung, die drei Tetraeder abcd, 
abled, a’b’c’d’ in desmischer Lage. 

Mit Hilfe der aus (1) hervorgehenden Gleichungen erhiilt man, 
namentlich bei Anwendung der Grassmann’schen Principien, in 
héchst einfacher Weise die von den Herren Stephanos, Veronese, 
Hermes, Schréter, Reye u. A. entdeckten Resultate. 


Paris, im April 1887. 
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